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Р. М. КИРАКОСЯН

ОБ ИЗГИБЕ БАЛОК И КРУГЛЫХ ПЛАСТИНОК, 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННЫХ ЗА ПРЕДЕЛОМ 

УПРУГОСТИ МАТЕРИАЛА

Рассматривается упруго-пластический изгиб балок и круглых 
пластинок, имеющих начальное однородное напряженно-деформирован­
ное состояние за пределом упругости материала.

В качестве физических соотношений принимаются соотношения 
теории малых упруго-пластических деформаций линейно упрочняющего 
несжимаемого материала [1|.

Доказывается, что решение поставленной задачи для балки 
можно получить из решения задачи изгиба предварительно напряжен­
ной линейно֊упруюй балки путем замены в окончательных результа­
тах обычной жесткости на изгиб некоторой постоянной жесткостью 
балки при упруго-пластическом ее изгибе.

Для круглых пластинок решение осесимметричной задачи сво­
дится к решению парной системы четырех нелинейных дифференциаль­
ных уравнений. Доказывается, что в предположении подобия упругих 
и упруго-пластических прогибов решение этой системы можно свести 
к решению одного трансцендентного уравнения относительно прогиба 
центра пластинки. Приведен численный пример.

Рассмотрим несжимаемый материал, для которого связь между 
интенсивностями касательных напряжений и деформаций сдвигов 

при активных деформациях выражается идеализированной ломаной

"։ = б?2/ при €,• <

3, — Д -р Вг{ при г, > 
где

I 6

'1. 331 Зл и 21» гг> -л главные напряжения и удлинения, 6’,
з] (1 В С) и постоянные материала (фиг. 1).

Пусть путем.?-активного деформирования в теле, изготовленном 
из рассмотренного материала, создалось однородное напряженно-де­
формированное состояние за пределом упругости (='։»•••, г'р-
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(Этому состоянию на фиг. 1 отвечает точка „с“). Допустим, что к 
такому предварительно напряженному телу накладывается статически 
подрастающая нагрузка иного характера. Тогда в некоторой его части 
происходит нагружение („сб“), а в 
остальной разгрузка („с.՜/“). Сле­
довательно. вместо соотношений (1) 
будем иметь

Л — при нагружении,
Д։ — ''Л/ при разгрузке,

где
А-з?֊б¥;<о. (IV)

Пользуясь известными допущениями теории малых упруго-пласти­
ческих деформаций [I] и ограничиваясь случаем, когда напряжение ~л 
пренебрежимо мало, из (III) получим

2 (А 4֊ В֊^\ ,

= 2{А - 2г }
при нагружении,

(V)
3^-ц-2С[2(51-֊£?)4-5и֊г?] |

। при разгрузке.:?֊;« 2С[5։ ।

Здесь и в дальнейшем буквами в. и р наверху будем отмечать вели­
чины, относящиеся к областям нагрузки и разгрузки соответственно.

Аналогичные соотношения в случае одноосного напряженного 
состояния будут

#? = =, 36՝(1, ф.
(VI)

1. Рассмотрим балку прямоугольного поперечного сечения, в ко­
торой путем активного деформирования создалось однородное напря­
женно-деформированное состояние за пределом упругости материала

= Д 0. (|=И>гТз?),

Допустим, что к такой балке прикладывается статически возрастаю­
щая изгибающая нагрузка </(х), действующая в одной из плоскостей 
симметрии ее поперечного сечения (хоу) (фиг. 2).

Вследствие изгиба в некоторой части балки происходит на­
гружение, а в остальной --1' разгрузка.

Исходя из сущности задачи, естественно ожидать, что поверх­
ность раздела областей нагружения и разгрузки (нейтральная поверх­
ность) будет симметричной относительно координатной оси оу.
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Область нагружения - располагается по ту сторону поверхно­
сти раздела Ао = Л0(х), в которой изгиб вызывает дополнительное 
растяжение волокон балки. Что касается области разгрузки ~ , то 

Фиг, 2-

она будет занимать всю остальную 
часть. Следовательно,

֊'~ Л Чу<А0(х)

-Ло(л-Х.у А

~>0, 
(1х‘

при

(1.2)

<»"•«»

«։!՝

Л.
ПР;։ —"Г ах՜

(1.3)

I1ринимая гипотезу плоских сечении, для малых деформаций получим

(х, у} = 5֊, - [г/ — А„ (х)]у4‘.

где — перемещение оси балки вдоль пу.
С учетом (1.4), из (VI) для напряжений находим*

ах՜

^. = ^-ЗС(й-л։) ֊^. (.УС,-’Р).
ах՜

(1.5)

Уравнения равновесия будут

3’Ху — 3^4/ — 2А-;,
• •• йР

7~| 1 Лг/Х'/Ч- I ^у<1у = ֊г/(х) 2Л-1/'—.
</х 1 V1 3 (АтоН мр

(1.6)

Из первого уравнения (1.6), с учетом (1.5), нетрудно найти
Гб' ГУЗ
I <7֊Н В ‘

(1.7)

Этот результат, как и следовало ожидать, совпадает с аналогичным 
результатом работы [2], относящейся к задаче изгиба цилиндрической 
оболочки, материал которой по-разному сопротивляется растяжению 
и сжатию.

Для изгибной жесткости балки
Л/ 1 Г Г I

[)=՜՜ 7—ГТ —Т- Г1Й- 3$й Н.8>
а-м1ах՝ <Г1о;<1х- \ |

...” -.р
Касательное напряжение пренебрггяется
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с учетом (1.5) и (1.7), независимо от знака d՝w dx՝, получим

D=-l-{B|Aj Л։(ЗЛ„- 2Л)| - G[/f(36„ + 2A) Л^'. (1.9)

Второе уравнение (1.6) с учетом (1.8) принимает вид

d'w cfw 1
dx* ~ Г) <7? ~ D 4 (л)’ (1.10)

который отличается от разрешающего уравнения аналогичной задачи 
линейно-упругих балок лишь значением жесткости /Л

Таким образом, решение поставленной упруго-пластической за­
дачи можно получить из решения задачи изгиба предварительно на­
пряженной линейно-упруГОЙ балки, при этом жесткость определяется 
по формуле (1.9).

2. Рассмотрим круглую пластинку радиуса R и толщины 2Л, 
имеющую начальное напряженно-деформированное однородное состоя­
ние за пределами упругости

sign р ( \р\ 
2 I\ I з

(2.1)

s? 2|3|s0|>£;.

Допустим, к такой пластинке накладывается статически возра­
стающая изгибающая нагрузка. Для простоты ограничимся рассмотре­
нием случая равномерно распределенной поперечной нагрузки г/.

Из гипотезы плоских сечений следует

£г = ео + (Аг —

s, = 2,3^ (Л, — z) [Зе0 4-/Г(Л, — z)] zr

— {h - z) [3^ 4֊'■ (A- z)](hr — г) (h ֊ г)1 , (2.2)
где

1 dw „ „•/.,=— , z- — ---- , (2.3)
dr՝ r dr

u* прогиб пластинки, z вертикальная координата точек, рассчиты­
ваемая от срединной плоскости пластинки по направлению нагрузки 
9, z he и z /։■.- — линии, через которые изгибные деформации сече­
ний г const и const :to толщине меняют знак. Внутренние уси­
лия (Л\, Л' ) и изгибающие моменты (АЛ, А/-) выражаются через на­
пряжения по формулам
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(2.4)

Система уравнений равновесия

д; = дг_ = 2рл, (2.5)

М ֊ М. - - 2рКг(1и' (2.6)
2 с1г

(2.7)

Уравнение поверхности раздела областей нагрузки и разгрузки 
2 Л(.(г) удовлетворяет условию

= ’?• (2-9)

Присоединяя (2.9) к уравнениям (2.7) и (2.8), получим разрешающую 
систему задачи систему нелинейных дифференциальных уравнений 
Относительно четырех функций пг, Л., /?,։ и и».

Отметим, чти в общем случае невозможно получить окончатель­
ные выражения уравнений (2.7) и (2.8) через неизвестные функции. 
Дело в том, что заранее не всегда известно расположение областей 
нагружения и разгрузки по отношению к поверхности их раздела.

В случае защемленной по контуру пластинки при р>0и <Дг)^>0

(2.10)

') Дифференцирование под ллахом интеграл« законно в силу непрерывности 
Тг па поверхности раздела областей 'Д" и '.У.
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Дело значительно усложняется при наличии промежуточных опор и 
произвольных нагрузок на плоскостях г = — Л.

В рассмотренном выше частном случае можно получить разре­
шающую систему задачи в окончательном пиде. Приведем три урав­
нения этой системы для круга 0 г

(-и. -=?).
(А. — А.0 (&0 4- (А. - Ао) */] ֊/' +■ (Л-.- ~ Лэ) [3;о ~ ~ 1 7

4-х.гу. (Ал Л(,)(А_ — А(|) О,

- 2рЛ),

р - Ц) ֊•֊ 20 (Л - Ло) I - 32О - (Ао- Л)

(2.11)

-213 (А Л«)

Аа5
*1

I -г а.,Ь - — 1 3 з„

+ <М*з) |п
2^11

(2.12)

25 (Л - Ло) а։1 — -у(Л — Л։))

и«.
«1

| иха' 4- а,./։ - о3 — ] 3 г0

, А (2о1о., — а՝;ат) 2Г' а1<д1А՞ — д.А а3) г 2ахА т а 
2а։1 ах 2 1 3«, 4՜ 2«։Ло а- 

0. (2.13)

где
ох = >■; 4- */••/= — у':,

а3 —3:л ('г >'с) Аг (2хг 4- *7) /-л — А. (2*. у.г) '/ .

а3 Зз0(г0-г А,/-, 4-Л?/..) Л;-/-? АгА.-х/х. Л>;.

а: 3 ч , 4՜ 2 А г х г — Л - /֊-,

а5 2хг — ։х;, 

а.- Зг0-| АлХ, 4-2А;х_,

а: = 'Хл 2х .

2 I а։(а։А* 2 I и2А 2п։А а..
2 | За. =0 2а։А(, а

(/V,. = 2р А),

п(А,3-А) 4 2С(Л Ао) «„ 310-֊^(Л֊/Р
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Четвертое уравнение разрешающей системы, соответствующее урав­
нению (2.8), более громоздкое и наряду с членами, встречающимися 
в (2.11) (2.13), содержит также члены с производными от функций 
Аг, Л. и Л,|.

Разрешающая система задачи даже в рассмотренном простом, 
случае весьма сложна.

Ниже, на примере защемленной пластинки, излагается сущность 
одного способа приближенного решения этой задачи.

3. Пусть защемленная но контуру г R круглая пластинка, имею­
щая начальное напряженно-деформированное состояние (2.1), подверг­
лась воздействию равномерно распределенной поперечной нагрузки с/. 
Избегая излишних усложнений, которые могут возникнуть при воз­
можности потерн устойчивости пластинки, ограничимся случаем р^>0.

Будем считать, что прогиб пластинки при упруго-пластическом 
ее изгибе пропорционален (подобен) прогибу, соответствующему ли­
нейно-упругому изгибу |3]

и. (г) - Кш* (г) к -/о1'и —с, (3.1)
/։(/А'| 2

где I 1 2Л| Зр 6’ , — бесселева функция чисто мнимого аргумента.
В силу (3.1) краевые условия

V- =0 (3.2)
«/• г ֊R

удовлетворяются автоматически.
Допущения характера (3.1) широко применяются в нелинейной 

механике [4] при приближенном решении задач по минимальным прин­
ципам. В нашем случае невозможно пользоваться минимальными прин­
ципами, поскольку отсутствуют подходящие аппроксимации для осталь­
ных неизвестных функций />,, Лг и Л(>.

Рассмотрим центр пластинки г 0. В силу круговой симметрии, 
с учетом (2.10), для центра можно записать

(г ֊ 0),

■,.г •/ =х<^0, ЛГ=Л* = ЛО, ъ — г. = з0 (Ло г)х,

Ъ 2г 3՜ |£о Ч- (Ло 2) х|, (3.3)

_ 1р ч- 6В (Лл — г) х, Ло < г Ь
|р — 6б’(Л(| — г) Л < г •< Лй.

Внеся значения напряжений из (3.3) н уравнения (2.7), которые при
г 0 равносильны, получим

, 1'6֊ ) вII —7-_-------- — •
I 5 I в

(3.4)

Значениями (3.3) и (3.4) удовлетворяются все уравнения разрешающей 
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системы (2.7)г (2.8), (2.9) в точке г 0, причем уравнение изгиба 
(2.8) удовлетворяется автоматически при любом х - Ах . Наша цель 
заключается в нахождении постоянного К.

Предварительно определим Лг, к- и Лг, к-. значения первых и 
вторых производных но г функций Л- и к- в точке г 0.

Ин очевидных условий

*£ =о
Го՛ г//* г

(— /» < г -С Л) (3.5)

с учетом того обстоятельства, что в центре пластинки сг/.г
Тг

=0 и /։г = к = к0, получим 
с/г

б,/։; - ь,к. = о ।
> . । Лу 'С. г

к кг к1кг 0 1
(3.6)

где

2/ь- к. = 0

кг - 2к-.=0

к. А\ 2֊12В[2о-(Д. г)х].
к, А\ 3 24 51л, (Л,. с)/].

Из (3.6) следует
кг=к. ֊ 0.

Этот результат можно получить и из условий

(3.7.)

с/ЛМ _Ж|
(1г |г-и (1г 1г О

Если продифференцировать (2.7) два раза по г, полагая при 
этом г—0 и имея в виду (2.3), (3.1), (3.4) и (3.7), то для 
кг и кг получим следующие значения, выраженные через неизвестную 
постоянную К՝.

,, £ \ । । —А>). 7 (/? Л, I 1п------------------- -
Н________________________________ Ч_____________
X- А 1п ^,-хМ-Л,) 2| з У|В(Л^ Л|1)+б(А 1-Ло)|

(3.8)
где

՝/. — Кл' — 8А (>./?) ’ (3.9)

| — к <г ■< А„,

Дифференцируя уравнение изгиба (2.8) два раза по г и полагая г 0, 
с учетом (3.7) относительно искомой постоянной К получим следую­
щее трансцендентное уравнение:
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44(з0
ГТ7-^ |П------------г------------+

+ « 12*» + (А + ^7.*к]֊ъ--ЬгК}
I 3 ■'■ ՝к

- {Зх* (Л- Л5)(С-В)Л; + 4г,[В(2Л'֊ЗАгЛ<> ֊ л’) + 
о

в (Ж 4- ЗЛ-А0 - Лр)]| = — ^ — 4рЬ**К, (3.10)

где
/# = /Л? _ 1

~2Ц'К) ’ 8/, (//?)’ i3.Il)

а Л/|։ И, определяются из (3.4) и (3.8).
После определения К вычисление остальных величин не пред­

ставляет принципиальной трудности.
Таким образом, допущение (3.1) о подобии прогибов упругой и 

упруго-пластической пластинок позволило свести решение поставлен­
ной задачи к решению одного трансцендентного уравнения.

4. Рассмотрим следующий иллюстрационный числовой пример:

.4 900 кг елг, В 6.10’ кг см՜, С 10 В,

-I 1000 л-» саг, ч -֊. 166.7-10՜", R = 100 см. К 1.5 см, 

=!-<--֊ р = 1775 кгем՞, £՛;= 4 = еов6О-1О"’, (4.1)

зУ- 1024.6 лгсл!а>б?, 8? = 207.6-10՜’> Л

Из (3.4) н (3.10), с учетом (3.8), (3.9) и (4.1), для центра пластинки 
получим

Л, = Л. = /|(> — 0.7792 см, (4.2)
(60 0.50674Л;) (3196.205 39.09634) ֊С/.

АГ]՜

57 9468
4֊ (23.07535 К, 4737.29) С։ 4- ; - - 0.077866 Кг -Ь д 0.22634 = 0,

А։
(4.3)

где

К. ֊ 105К,
11.00892С., 0.271957 Л'։ 
^00 С\л; 4 12.82257 К;

С, 1п (1 0.024703 Л'։).

В нижеприведенной таблице представлены результаты вычислений кор­
ней трансцендентного уравнения (4.3).



Об изгибе балок н круглых пластинок 65

ç кг;см։ !.O 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Kl 1/c.w 12.00976 18.08402 24.19308 30.33138 36.49451 42.67903 48.88204

Вычисления проводились в вычислительной лаборатории Инсти­
тута математики и механики АН АрмССР на машине „Наири“.

Институт математики и 
механики АН Армянской ССР Наступила 17 V 19^6

Ո-. 0. ԿԻՐԱԿՈՍՏԱՆ
ՆՅՈՒԹԻ ԱՌԱՋԴԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՍԱՀՄԱՆԻ» ԱՅՆ ԿՈՂՄ ՆԱԽԱՊԵՍ ԼԱՐՎԱԾ ՀԵԾԱՆՆԵՐԻ ԵՎ ԿԼՈՐ ՍԱԼԵՐԻ ԾՄՍ՚ԱՆ ՄԱՍԻՆԱ մ փ ո փ и I Ա՛

Դիսւսյրկվա մ է աոա ձղականութ յա՛հ սահմ ա՛հ ր գերազանցող նա///?/ական 
համասեո լա րված ա֊դեֆո րմ ա ցիոն վիճակ անեցսղ հեծանների ե կլոր սալերի 
աոաձղա֊սյլասւոիկական ծ Ո ման խնդիրր։ Սրպես ֆ ի զ ի կական աոնչսլթչան- 
նևր րնդանվւս մ ե՛հ փորր ասածդ ա - պ լա ս ։ո իկական աեսսլթ յան հավասս։րոևէք - 
ներր՝ դծ ա յն որհն ամրացող անսեղմելի նրէէ-թի համար |l|z

Ս. պա ցուցվում Լ, որ հեծանի համար դրված խնդրի լսւծւււմր կարելի է 
ւււււանւ։/լ նախապես լարված գծային ա էէէսծգսւկան հեծանի ծոմ ան խնդրի լ ս։ ֊ 
ծումիդ նրանում ծոման սովորական կոշս։։։։ թ լունր փոխարինելով հեծանի 
աոաձդա֊պ լասաիկական ք 1.9 J կոշտա թՀամր:

Կ լոր սալերի համար առան ցքասիմ ետր իկ խնդիրը րերվոլմ է չո րս 
անհէս(տների նկատմ ամր սչ դծալին ղի՚իերենրլի ալ հավ։ս։ւս։րումսերի դա.(դ 
սիստեմի։

11.պ ա րուրվամ Լ. որ սալի աոտձդտկան և աոա&դա-պլաս տ իկական 
(մլված րների նմանություն րնդոէ-նե լա թ լա մ ր ։ ալդ սիստեմ ր կարելի է րերե/ 
սալի կենտրոնի ճկվտծյյի նկատմամր մեկ Աէրանււցենդևնսւ հավասարման : 
1'երվսւծ է թվային օրինակ:

R. M. KIRAKOS1AN

ON THE BENDING OF BEAMS AND ROUND PLATES, 
PRELIMINARY STRAINED BEYOND THE ELASTIC 

LIMIT OF MATERIALS

Summary

In this paper elastic-plastic bending of beams and round plates, 
preliminary strained beyond elastic limit of materials is considered.
5 Известия АН АрмССР, Механика, № 2



66 P. M. Киракосян

It is proved that the solution of the problem of the beam may 
be received from the solution of linary-elastic beam.

The solution of the problem for round plates is reduced to the 
solution of transcendent equation.

The numerical example is considered.
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