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ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КОНЕЧНЫХ УПРУГИХ 
ДЕФОРМАЦИЙ ДЛЯ РАСТЯЖЕНИЯ, РАЗДУВАНИЯ И 

КРУЧЕНИЯ СОСТАВНЫХ ТРУБ

Задачи больших упругих деформаций для однородных труб с 
помощью функции энергии деформации общего лида рассматривались 
в работах [1,2]. .....

В настоящей работе эти задачи рассматриваются для грубы, со
ставленной из нескольких надетых друг на друга и спаянных ио бо
ковым поверхностям однородных круглых труб из различных упругих 
материалов.

1. Пусть круглая цилиндрическая труба, состоящая из (л 1) 
однородных, изотропных и несжимаемых слоен, в недеформированном 
состоянии имеет длину /. 11а 
фиг. 1а показаны поперечные 
размеры трубы до деформа
ции.

Рассмотрим случай, когда 
труба испытывает одновре
менно следующие деформации: с>
а) простое растяжение в на
правлении оси трубы с коэф- Фиг. 1.
фициеитом растяжения л, 
6) однородное раздувание, при котором линейные элементы, параллель
ные оси трубы, не меняют направление и величину длины, а радиусы 

а,։ после деформации становятся г, = гг - • • •,
Гг.= ^ли,: (фиг. 16), в) кручение с углом закручивания^ на единицу 
длины трубы. Все эти деформации оставляют плоские сечения состав
ной трубы плоскими.

Для компонентов контрвариантно-о тензора напряжений имеем [2|

•(I) = (г),

= ~ Ььу ~ ~ Ф(*> 4- Ф3^'Г(*)>

= Я,», - £(,) (г) - (у У ) Ф<») - (֊֊֊

•Й) = ։Р-5ф(>» — 1Г<*ь
^»^ = 0. (1.1)

Индекс (£) снизу показывает номер слоя грубы.
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Здесь А։,•■)(/■) определяется соотношением

Д։‘)(г)" [|0г - ч Ф;- у )«'<»>И-2)

гк

где г*<г г,
Для Ф(Д) и Ч^,, имеем

՛։><»,- ՝։՝,»,-2^*. (1.3)
дГ, о1.

где функция энергии деформация материала А-го слоя, а /, и

А — инварианты деформации, постоянные, ()_ ~ -—

Из условия несжимаемости имеем

п(а? —Р2) г-),
! _____________ (1.4)

<? ֊1

где риг радиусы точки трубы до и после деформации соответ
ственно.

Для контрвариантных компонентен поверхностного напряжения 
6-ого слоя имеем

(1-5)

где п. — ковариантные компоненты единичной нормали к поверхности 
слоя.

В рассматриваемой зад.ои՝ л. = п, = О и «։ - 1 для иисппшл и
внутренних поверхностей слоев.

Следовательно, 
р — -г. р ֊֊ -и

(п)г г„ (и)г г/ • (л)г=гл+| (п)г Гп ;

На поверхностях составных труб имеем условия

р -‘ И1л г, /<’|(^։) /А։».,

— Р<Цг=Л, ^.'к А,и (гл).

- л. . - а . (1.6)

Р И Г - = Н ч<2И г, - А|_>։ (гЛ),

сЛ
Лл-1)г-г, - ’Ч —

’(л — 1)г Г„ //. с —И * А(П Л (Г« I,

т. к. согласно (1.2)

А;,(ц (г*) = 0. (1.7)
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Из условий Рщг --г = Р(к-\)г-г,, получаем систему урав

нений
//г, — Р\\у-г. = /?!, 

И । Ь\ и (л.) М?)» 

/7.- £.(2»(/>) (1.8)

7/,?—•.>} (г"л— |) — //<>.•—1|>

/7л-]) Д(л—»)(/■«)— Р(п ]) г г, —

К1 и R.. нормальные напряжения на внешней и внутренней по
верхностях составной трубы.

Для результирующего момента и результирующей силы па тор
цевых плоскостях цилиндра получаются выражения

Задаваясь одним из радиусов г։, г , гЛ| при помощи (1.4) н 
(1.8) можно определить постоянные /Д, /7.--։ и одно соотно
шение между /?։ и Р_.

Напряженное состояние в этом случае определяется соотноше
ниями (1.1). (1.9) и (1.10) с точностью до всестороннего сжатия.

Если известны нормальные напряжения и R на внешней и 
внутренней поверхностях, деформированное и напряженное состояния 
составной трубы определяются следующим образом. На основании 
|1.8) получаем уравнение

/?։-Д։>(г2)֊-£2(га) Дй-п(г«)-К,. 0, (1.11)

которое вместе с условиями несжимаемости (1.4) позволяет определить
радиусы гь г2,-- . Гп. Имея радиусы составных труб после деформа- 
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ими, находим деформированное, затем и напряженное состояния трубы.
Если взять л с отрицательным знаком, го получим задачу много

слойной трубы, вывернутой наизнанку.
2. В качестве конкретной задачи рассмотрим выворачивание 

наизнанку цилиндрической двухслойной трубы.
Размеры поперечного сечения до и после деформации показаны 

на фиг. 2.
В этом случае ' берется с отрицательным знаком и принимается 

- = 0.
Когда •՛■ имеет отрицательное значение, из условия несжимаемости

получаем

На основании (1.1) и (1.2) для первого слоя получим

= Мп — Д>)(г),

г’'сп = — ^>1>(г) 4- (-^7 -г ) - (-— — 0՜) ։ ■՛!>,

$ = + ('л'-’ ^)ф(„

•=?;> = = -=<?> ֊ о, |'2-2)՛

л..<г) = ֊)֊г,. (2.3).
и’ I \ ' - / <2՜ / I гг,

где г։ < г . г2.
Аналогичные формулы получаются и для напряженного состоя

ния второго слоя. Согласно условиям (1.6) и на основании (1.8) по
лучаем

Мп = Я։,

~ Л«)(г2)» (2.4)
Н.\} ■ - /?г — Д(2| (Гз),

Отсюда ясно, что для равновесия трубы необходимо

/?։-/?г=;£а>(г2)-!֊Л2)(г,). (2.5)

В случае, когда боковые поверхности труб։» свободны от напря
жений, получим
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М|> = 0.
— £(1)(г2)= £/.'>(г։).

На основании (2.6) и условий несжимаемости

а;-и֊= (г;

(2.6)

(2.7)
Н) . к

О- а-, = (г; г|) •/.

определяются радиусы г., г2 и г;1, а следовательно, деформированное 
и напряженное состояния трубы, вывернутой наизнанку, при любой 
функции энергии деформации.

3. Для иллюстрации рассмотрим следующий численный пример. 
Пусть двухслойная труба состоит из несжимаемых матерка \эв, 

для которых функции энергии деформаций определяются выражениями 

^(11

1^;.

А 3, 

2 (А 3)

<3.1)

(3.2)

для первого и второго слоя, соответственно.
Пусть в недеформвроланном состоянии размеры трубы будут: 

1 = 30 см, =95 см, а..— 20 см. о;1 - Юс.и.
Рассмотрим выворачивание трубы. I 1 род положим, что ее внеш- 

няя и внутренняя поверхности свободны от напряжений, а / = 1,
т. е. длина трубы не изменяется.

Из (2.7) и (2.6) имеем
г* - И = 300,••
г; — г՜-] - 225, (3.3)■

£.ц(г,.) — £и)(г3) 0, (3.4)
ФО1 = 2^ = 2, Ч\о = 0

1 (3.5)I Ф(3) 2֊® 4, Ч'Р) = 0.

<7/2
Согласно (1.2) имеем

I ... ........ ‘-К0, ^)2т-

(3.6)

Подставляя в эти уравнения значение (2

<2-=4<о? п ֊
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пол у чае.՝.:

< - г\ Г.У
гз +■ Я ~ •ф՜

Из (3.4) и (3.3) после простых вычислений получим

/1 1 2 \ г’(225 4֊ г?)
(62;> 225 ~ н~ 525~{) + 1п 25 (525 -I- г} )'֊ “ °’

откуда
г, 11.6563 см.

гл_ 18.9964 с.«,
гд 25.7072 см.

Компоненты тензора напряжений будут

/ 1 1\ . 0.21738 (760.862—г2)
Мзмва'й) 1п 7-----------

‘2г֊ 2(760.862 -г֊)
ь 760.862-г- г

_։1 2(760.862
• И °01 ”

где
11.6563 г 18.9964,

2.3026 4- 1п------ —- -----------  ■
43.674 (760.862 - Л)"

1521.724

где

4 (760.862 - /0
-

--и 4 4(760.86'
'|2; ՛,. 4

Г

18.9964 г 25.7072.

Результирующая сила на торцевой плоскости трубы определяется 
соотношением
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.'V = 2~ | г Р 11 «/г 2- гР{2}(1 г,

где

рЬ> ֊■??, и Л’>

Подставляя значения ”‘*6 и после простых вычислений находим

/V 1877.930 х-г.

Как показывают вычисления, радиусы рассматриваемой соста ■- 
ной трубы кри выворачивании ее наизнанку, как и в случае однород
ной трубы, увеличиваются.

•Этот эффект имеет место для любой однородной трубы. Для 
составной трубы при определенном соотношении радиусов составляю
щих труб, когда материал внутренней трубы сопротивляется упругим 
деформациям значительно больше, чем материал внешней трубы, мо
жет иметь место и обратный эффект.

Например, если взять двухслойную трубу из несжимаемых мате
риалов размерами а., 10 см, а 15 см, ах — 20 см и предположить,
что для функции энергии деформации имеем выражения

2(/,-3),

то после выворачивания наизнанку, при > ==■ 1. получим.

г։ 8.9646 с.п,

г. 15.9801 СМ,

г, 19.5029 с.«.

В этом случае после выворачивания трубы ее радиусы уменьшаются. 
Институт математики и механики
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«I. и. ՉՈՈԱՆՑԱՆ. Ik b. ՄԿՐՏԵԼՆ

ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ԽՈՂ11ՎԱ<ւՆ1)Ր|' ԶԴՄ11.Ն, ԸՆԴԱՐՁԱԿՄԱՆ Ե՛Լ ՈԼՈՐՄԱՆ ՃԱՄԱՐ
ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ Դե!141ՐՄԱ$1'Ա։.հՐհ ԽՆԴ!։ՐՆ1ւՐ1' ՐՆԴձԱՆՈհ!

ԼՈՏ՚ՄՈհՄՐ

II. մ փ и փ n I մ

հերկա աշխատանքում ւյխււսւրէրիււ մ է համսւսեռ, իղո4ւրոպ, 4ւնчեղ։է ելի 
ն/ուի/ երից պաա ր ։uu itnf աձ և ht"(‘ */քանա[ին խ ո է] ч if ч/կն ե ր ն ե pff4i )ut tjb Ո ղ շեր~ 
յ'երից կազ/քւքսւ’} րաղււպրւաւ իւ ч // ո if ակնԼ րի րն>[ ч։ րձ ։ч1р) ան և էէլոր-
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ման խնդրի (Հհդ Նան ուր լա ծ ա մ ր վերջավոր աոաձդական դ ե ֆ որմացի աների 
ւււեաււ թ յամրէ Ւե <իորմարիաների էներգիայի ֆունկցիան վերցվա մ է ընդհանուր 
ւէէես քովէ

Որպես մալլնավոր դեպք, ա սու քքււասիրվ ու մ է երկշերտ խողովակների 
շրչումր; Ոերվէսմ են թվա լին օրինակներ!

11.շխատանրում օդէոադսրծվա մ է համ սէսեո խողովակների Համար 11‘իվ- 
}ինի [ (՚ <?յ կողմ իր արված լուծ ուէքեերրւ

K. S. CH0BAN1AN, R. E. MKRTCHIAN’

THE GENERAL SOLUTIONS OF THE PROBLEM OF FINITE 
DEFORMATIONS FOR EXTENSION, INFLATION AND TORSION

OF COMPOSITE CYLINDRICAL TUBES

S u m m ary

The general solutions of the problem of finite deformations for 
extension, inflation and torsion of composite cylindrical tubes, compos 
ed of homogeneous, isotropic and incompressible cylindrical tubes are 
considered.

In particular the solution of the problem of cylindrical tube com
posed of two layers and turned inside out is considered in detail. 
Numerical examples are also given.

R. S. Rivlin's solutions [1, 2] for homogeneous cylindrical tubes 
are used.
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