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ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕННОМ СПОСОБЕ РЕШЕНИЯ 
КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ О КОЛЬЦЕВОМ ШТАМПЕ

В настоящем работе рассматривается задача о вдавливании же
сткого штампа кольцевого очертания в плане в упругое полупростран
ство с переменным по степенному закону модулем упругости.

Метод исследования не имеет аналога в работах [1,2,3], посвящен
ных той же задаче применительно к однородному упругому полупро
странству, и заключается в следующем. Проблема отыскания контакт
ных напряжений формулируется н виде интегрального уравнения, ко
торое является общим как для пространственной (в том числе и не
осесимметричной) задачи о кольцевом штампе, так и для плоской 
контактной задачи, с двумя участками контакта. Предлагается при
ближенный способ решения указанного интегрального уравнения, ос
нованный на одном обобщении (полученном в настоящей работе) ре
зультата Г. А. Гринберга [4] и на одном свойстве многочленов Якоби, 
обнаруженном нами [5].

Излагаемый метод может оказаться полезным и при решенин 
соответствующих контактных задач (пространственной с кольцевой 
областью контакта и плоской с двумя участками контакта) нелиней
ной теории ползучести в постановке Н. X. Арутюняна [6, 7].

§ 1. Формулировка задачи

Пусть в упругое полупространство ( <^л, ),
модуль упругости которого изменяется по степенному закону

Е—Е.7. (О v 1) (коэффициент Пуассона р* const), (1.1) 
вдавливается жесткий штамп, имеющий в плане форму кругового 
кольца с внешним радиусом а и внутренним Ь. Полагаем, что поверх
ность штампа задана в виде

z — ° (r> ?), & /•<֊«, О С т 2՜. (1.2)
Требуется определить нормальное контактное напряжение p(r, -fl 

между штампом и полупространством (касательными контактными на
пряжениями пренебрегаем), предполагая, что геометрия и нагрузка на 
штамп обеспечивают кольцевую область контакта.

С целью дать наиболее простую математическую формулировку 
поставленной задаче будем считать g (г, ?) представимой и виде 
ряда

См
2 W cos и? (1.3)

2'
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и, стало быть, контактное напряжение тоже должно иметь вид

Р (г, ®) р„(г) 4-£ р (г) соя«
И-»

(1.4)

Н. А. Ростовце։։ [8] построил формулу для определения верти
кальных перемещении V (г) поверхностных точек упругого неоднород
ного полупространства типа (1.1) от воздействия единичной верти
кальной силы, приложенной в начале координат (г — 0, г — 0). Его 
результат можно представить в таком виде:

<’-5>
а 

где

е ' _-։п _г_ 1 _ -'!Ч
2 )•-£.Г(1 ° 2 1-1-՝* I֊!1/

 с _____
’■|1___ 12(I ' * + <7.1] 1(2 >)

В работе р! для линейно-дсформируемогб основания общего типа 
дана формула, позволяющая вычислять вертикальные перемещения 
и«., (г. у) поверхностных точек основания от нагрузки </(г, т) вида

г/ (г, э) - * (г — р) соз р= 0, 1,2- •, 0.6)

т. с. от нагрузки, сосредоточенном на линии окружности радиуса у 
(с центром в точке г 0) и распределенной вдоль нее по закону ко
синуса. Принимая во внимание (1.5) и формулу (5.5) работы [9], най
дем

(г» г) = ;АМ^и (г. р)соз’։т, !1 = 0> 1. 2՛՛՜. (1-7)

Здесь и всюду и дальнейшем

։г. -1Г. (1.8)
а

Воспользовавшись формулой (1.7), нетрудно составить следую
щее интегральное ураннение:

С • £>(г)
р!Г(г, = —֊ (Ь г <о. И- 0, 1, 2-..), (1.9)

. ' Vл
из которого следует находить коэффициенты р.,(г) в разложении кон
тактного напряжения (1.4) по соответствующим коэффициентам % (г) из 
(1.3). Очевидно, случай р =■ 0 соответствует осесимметричному слу
чаю. Если же штамп с плоским основанием и находится под дек-
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ствиём произвольной вертикальной нагрузки, то для отыскания кон
тактного напряжения достаточно решить уравнения (1.8) при :՛֊ 0 и 
Н 1.

Рассмотрим теперь плоскую контактную задачу с двумя участ
ками контакта:
(֊֊о֊<х< ֊ Ь, ) и (Ь х ■ а, Обозна
чим искомое нормальное контактное напряжение через р (х), а верти
кальные смешения поверхностных точек основания в зоне контакта— 
через т»(х). Тогда в соответствии с '8| будем иметь интегральное 
уравнение

2^’С,Г(1
М'Т(։/2֊

'■ — хI * {Ь ■ |х|- а). (1.10)

Представив правую часть в аиле суммы четной и нечетной функ
ций и (х) и_ (х) г>_ (х) и обозначив через р (л) соответствующие 
им решения, так же как и в работе |5| интегральное уравнение (1.9) 
приведем к двум уравнениям

b х - о՝;

’ — v . (х)
>.(х, s)l s р [s)ds г-=Т5- 

k х о,

21+П1 + М0. \

1’ (1 i 2 * * * * 7 В) Т (7в —’/a*) cos ։,'гч՜ /

Здесь мы воспользовались формулой [5]

- I xyW ,(х, у) - I (v) cos 7svk[ |х ±(х-Ь^)՜ ].

Таким образом, обе поставленные контактные задачи можно сфор
мулировать в виде одного интегрального уравнения

а
y)^(y)dy = g(x) (6 Х<й). (1.11)

I»

При этом i случае кольцевого штампа следует положить

?(х) ?..(r)V. pj,) = r֊'e(r) (|.-o,l,2 •••). (1.12)

В случае плоской симметричной задачи

■■ g(x) = х՜ -('/) 'и. (х), />. М = *՜ ’-W, (1.13)

а при наличии косой симметрии

Р */2, #(х) = х ЧС )_1и_(х), л>_(х)-х" ’?(х). (1.14)
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$ 2. Об одном способе сведения интегральных уравнений 
первого рода к уравнениям второго рода

Рассмотрим интегральное уравнение первого рода

р, (; — •<)/. (г,) = /(«) (0<с «). (2.1)
V/V

Для случая, когда ядро зависит от абсолютной величины раз
ности аргументов, Г. А. Гринберг [4} указал способ приведения ин
тегральных уравнений тина (2.1) к уравнениям 2-го рола. Здесь мы 
дадим обобщение его результата.

Введем в рассмотрение интегральные уравнения
■X
р С:-Ч)?±(Р, = / (? ?) (0<: ։), (2.2)

О
Р>0, I = (2.3)

Очевидно, что
Л
р (։-’!)-.(?,* ■<)^| = / (« —; + р) (0 ■*). (2.4)

О
Если интеграл, содержащийся в уравнении

рИ^—(0 =<. ), (2.5)
о

расчленить на два с интервалами (0, у), (>՛, •> ) и последний перенести 
в правую часть, то вместо (2.5) будем иметь

□ «•
р- (: и (г,) (1>\ /(?) — р /) у (՛?-^-/) <7/ (0 < ; 7). (2.6)

0 «
Отняв от левой и правой частей уравнения (2.1) соответственно 

левую и правую част;՛, уравнения (2.61 и приняв по внимание (2.4), 
найдем

/(■;) = и(:) р։(я + О?,(/, ։)Л, ь(Г,։)-: ((, ■> ;). (2.7)

Таким образом, дело сводится к отысканию - (/. а — :) либо 
из (2.2), либо из (2.4).

Интегральные уравнения

|\(: (?, = / П I (.) (0 ;< ). (2.8)
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таким же путем, как и (2.5), приводим к виду
'■'41
р | Ч)® Ц-Н.)-рт(։—= + /)։• (;., »4 <»Л. (2.9)

V О

Откуда, принимая во внимание (2.2) и (2.4), получаем

V (Ь О ■=?.(?» | 9 (С -х -;)г' (Ь 3 (2-Ю)
6

или, полагая ; = з — ?։,

V (?, * —:) с (р, 7—-)— ? (/, ;)г 0, а /)<//. (2.11)
о

Первое уравнение из (2.10) и второе из (2.11) дают систему ин
тегральных уравнении 2-го рода

91 (?.» «) — ։՛, (?, ’ ֊ 0 9-(/, :) Л г, (р, :)

[?։(/, 0-?+(л01 (2.12)

?7(?» 5) ^ ։■’-(>, ’ 0?:(6 5) Л (?,«—;)• 

о

Исключив очевидным образом отсюда Г1 (?. :). получим интеграль
ное уравнение Фредгольма 2-го рода для (?, -)• 1՝ем самым завер
шается редукция в общем случае уравнения (2.1) к уравнению 2-го 
рода. При решении поставленной задачи особую роль будет играть 
частный случай, когда

т.С֊, О (р, ;). (2.13)

В этом случае система (2.12) вырождается н два независимо ре
шаемых уравнения. Действительно, подставив (2.13) в (2.12) и введя

О 9։С-. Оехр^֊; ± ?г(;>։ О,

г‘(Г', = V, (р, ;)ехр( -г V? ’ (2-14)

получаем следующие два независимо решаемых интегральных уравне
ния 2-го рода для новых неизвестных функций:

? С/. <) ‘'(у, :) _Г VII, * :)ехр^ — г 7. — /) } (/,;)<//.

о
(2.15)
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При этом нетрудно видеть из (2.14). что
2?-(>, ;) = ? (?, ;)֊■<_(?, =)• (2-й)

11р։։меним описанные построения к интегральному уравнению 
(1.11). Чтобы привести его к виду (2.1), достаточно сделать замену 
х ае , у — ае '• и положить

(ае՜ У г {ае )=•./. Н), 8 (ос )—/(^!. 1п(в'М = ».

I (I) = \У/, ('-'։)/. (։)</։. (2.17)

(I

Произведя и (2.2) замену переменных

; = 1п х, ц — — 1п у, у ~ — 1п г (2.18)

с учетом (2.17), будем иметь 
1

\ Мп (х, у) у 'V (1п —♦ 1п — ) <7г/ =- —/* И7., (х, — )՝
и ~ 5 \ г у / г \ г /
” (0 х, г 1)

1
1՝ !₽>(*>»)—V- | (пЛ |п-1)<Л/ » 1Гл(х, 1). 

и
Откуда следует, что в рассматриваемом случае исполняется 

условие (2.13), причем

7= 1 -V. (2.19>

Следовательно, для (рункции V (у, определяемой формулой 
(2.14) и являющейся ядром уравнений (2.15), будем иметь интеграль
ное уравнение

( (₽;(х, (г, г,)ул/ = з՛- (г (х. ’

О

;> —> ։՛» = —> (г, у) = и ( 111 » 1п )• (2.20)
а '2 \ г у ՝

Выполнив в (2.15) и (2.16) замену (2.18) с учетом (2,14), (2.20) 
и того, что

будем иметь

(2.21 V



О приближенном способе решения а :ачп о копытном штампе 25

Z ։-
՛-• (г, х) • в» (г, х) v*(r. s \-£---- (I,.’(г, 5s) X)— (2.22)

X х ! хх • s

(О г, X • 1),

2?*(г, х) -(г, х) Д<г, Х֊>. (2.23)

Уравнения (2.5) и (2.7) в результа те замены

с = 1и (о/х). ՛•՛; - 'n («чу). t = Ins, л7/< | In (п х)| n*(xl

и использования связи между элементами уравнений (2.1) и (1.11). 
даваемой формулами (2.17), приобретав . иид

Н7.! (х, у) и“ (y)dy - % (х), 0 < х а, (2.24)

1
?(х) = ««(х) |7.i.yM»(6S)s.;(s, 'Vs- (2.25)

, X bs / ' а f s

Полученное уравнение (2.24) представляет собой интегральное 
уравнение для кругового штампа [5] с такой же поверхностью осно
вания, что и рассматриваемый кольцевой. Стало быть, формула 1.2.25) 
связывает решение задачи о кольцевом штампе с решением задачи о 
круговом штампе. Таким образом, для получения решения задачи о 
кольцевом штампе следует получить таконое для соответствующего 
кругового штампа и решить интегральные уравнения (2.22։, после 
чего воспользоваться формулой (2.25).

§ 3. Сведение проблемы к бесконечном системе 
алгебраических уравнений

Для этой цели оказывается полезным следующее [5] соотноше
ние1 для многочленов Якоби Л,, (х):

1 В нашей работ«՛ (Изи. иуз-*в, Математика, ,Х:. ֊!, ;9ъб), дано :>боб);:< ”,.ь < .но
шении (3.1)

f-U;‘ р-;; 54i֊2j/՛-՜)^/

(О <7- х < 1, т = 0, 1, 2 • • ■; 2о = 1 - v ± (у ;՛• 1, 

2—1 -V -у Ч, Rc з <1).



‘26 Г. Я. Попок

1
«' J!L<a'- а:| •' <->,/- rj P;,.(l>. 0 /1. (3.1)

:б՛

1 ՝> 1(1—w | ;«• дп>1 (1 •" -г т)(» -. ------ . п =-------------------------------------------------- ,
2 '' 2 ' т! ՛' I1 4- I1- 4- т)

(л-) =/<;• (1-2л-4.

Будут полезны также следующие соотношения: 
։

| - —-——л Р^՜ (1 2лл)/ (ху) dx =
.՝ (1 *') О

Г(1 _Н /п! А> 1, 3<1 \
2 чН ' ' ' з = 1 -. • . -у '2т (3.2)

Г(1+?)Г(] а) (3)^1

_ ( 1>ярГ(1 X ) Г О 4- п)(ЭЬ.,
1 ,;֊(Л п)!п!Г(1- « • -? + п)С' 3—п)’

Последняя формула позволяет, очевидно, вычислять обобщенный 
[10] гипергеометрический ряд ЛР:(7, /, ՝։; '՝. '•՛, z) при д 1 для неко
торых частных значений параметров.

Соотношение (3.2) легко доказать, если под знак интеграла 
подставить выражение функции Бесселя в виде определяющего ее сте
пенного ряда и провести почленное интегрирование. Получающиеся 
при этом интегралы выражаются согласно формуле 7.391 (4) из [10| 
через гамма-функции Эйлера. Использование этого обстоятельства и 
подтверждает справедливость (3.2).

Формулу (3.3) можно доказать следующим образом. На основа
нии 7.512 (5) из [ 10] имеем

^G՛ М,_ 1) ֊ и՝( (։*к ■1։'?
|Rc:'>° ). (3.4)
' Re(l •• *+?֊*) >0 '

Подставив под знак последнего интеграла интегральное пред
ставление для гипергеометрической функции Гаусса (формула 9.111 
из [10j), буде^ иметь
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(е-^ гк’2(кл^^.
А! 2 .’ (1-м)

Если считать, что R© (р — > к) 0, Кех< 1 (дополнительно к 
предыдущему ограничению), то можно будет изменить порядок ин
тегрирования. В резудьта гс будем иметь

/ С —р м А) ,/л
1А 2(1 иГ 2 / ՝

<1 и

Разложив степень бинома по формуле Ньютона, легко вычислим 
внутренний интеграл. Внешний же интеграл будет представлять со
бой кобминацию бета-функций Эйлера. Воспользовавшись затем из- 
местным соотношением между бета и гамма-функциями Эйлера, а также 
формулой [10]

։?֊?)''’(' * 1 к,'? 1 • ? В

п.~~Сг гп ' т

= к’ 
(1 ֊? ֊?)/

получим соотношение (3.3). При этом ограничения на параметры, сде
ланные при получении (3.31. могут быть отброшены в соответствии 
с принципом аналитического продолжения.

Вернемся теперь к интегральному уравнению (2.20). Правую 
часть его. приняв н-_> знимаяие ортогональность многочленов Якоби [10]

1՜^:.-.' р.„1л,.„& = |()- т*" (3.5)
.! (1 ֊х-1 1ся. /И п

с.. = I (1 — 1՛ — ш) 1' (1 :» — т) [гп! 2 (1 ՝■> - ? — 2гп)

ХГН—V, р—
разложим п ряд

№ (.г, ՛ ) < ^,-Г (г)Рп(л։. (3.6)

При этом

.• 1 *’.г‘(.г. Г ) X՛ Р2(х)г/х , 7
Л ,.(/■)= I--------------- ------—--------------(3.7)

<«.» |1 -.г

Для правой части вида (3.6) решение рассматриваемого уравнения 
(2.20) и соответствии с (3.1) будет иметь ьид
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V* (г, х)
со

(х), (3.8|
;.֊0

где

л,(н 2 я։п “VI/п! /*, < 1 - о ; /и, 1 — ■՛> — *(Х -4- т; 2 — — ;< — 2тп; гг} 
'֊■'"=( 1)“(1 -И -]» т),„

?«(-*>_
х1—н‘Л;(х) 

(1 х=)'"
,3.9)

При этом для вычисления интеграла, содержащегося в (3.7), ис- 
.. льзовалась формула (1.8), затем, после изменения порядка интегри
рования, формула (3.2) и, наконец, формула 6.574 из [10]. Подставим 
гепер'ь полученное разложение (3.8) в (..'.22). В результате будем 
иметь

х (х).
• *-»)

I
хих)-^֊—.?.•( ') й;(х) (։.х»л- (3.10)

.V ՝ л՛ / ..) 5
и

Помножил обе части полученной формулы на г ■;/ (/г) :: проинте- 
:рировав затем с учетом (3.5) но г в интервале (0. 1), придем к следую
щей бесконечной системе алгебраических уравнений:

X. (л) ֊ У«,Д. (л) ֊• / ֊0, 1, 2---. (3.11)
Г« * \х/ '

При этом

.гф1 ” '' + к}</г (3.12)
-'\2 ш маьг /

(4,/ 0, 1, 2. А - ( - 1)‘2։1п =֊•>«(= (1--< !֊ г 4).՛,]՜').

Полученную формулу (3.12) можно привёсОД к более удобному 
виду. Для этого воспользуемся формулой

/1(1 - (! ֊ 2Х-') = (I Д- (и>- Л 1 р л - у: 1 • х?).
(3.13)

Чтобы убедиться в ее справедливости следует принять по нниг 
мание представление многочленов Якоби через функцию Гаусса (<рор-
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мула 8.962 из [10]), а также формулу преобразования 9.131 из [10]
для функций Гаусса.

Использование (3.13) дает

«А֊/ =
^‘’»*'(1 4!*),. Г г ( <■> - 1 4 И4 Г,

./12 .!1 \ 1 + н
о

1 н‘1 Чглй 
и 4- 2к н, I

или если заменить одну из функций Гаусса рядом,

где

«V (1֊ Г); ~ У՛) гл (1 ֊г՜ !л — /)■/» 
иг! (1 4 г)(г,

• тя.' । (3.14)

\

Полезно отметить, что полученный ряд сходится не только в 
случае ?<1, представляющем практический интерес, но даже и при 
Р = 1 (в силу 3.12).

Наконец, вычислим интеграл (3.15). В силу 7.512 (5) из [10] 
имеем

лг <6 ~ /1 — 4 к, 1 — ю 4- р 4 к. 1 $* А' -г г.ч: . \ЛтЬ —------------------ ,г. | I •
14н4 к • т \2 ю 4 ’/ 4 2к, 2 4 !*• 4 к т;

Воспользовавшись далее срормулой (3.3) и приняв во внимание (3.12.1,
после элементарных преобразований с гамма-функциями найдем

1 — о։ — и 2к I к! Г (1 -- т) Г £ -л т}
Г (1 — и։ к) || 1) г11 (1 ш т) Г (1 4 |м •]• ц т}

у (^^яГ(1-о)4^4-Л 4֊ п)____[
Г~Ч) л ! 1 (1 |ь 4 л) (ю -[ гп — п) 

§ 4. Приближенный способ решения задачи

Для получения приближенного решения рассматриваемой контакт
ной задачи удержим конечное число членов в разложении (3.8), оп
ределяющем ядро уравнений (2.22), т. е. положим

V/т(г)гга(5), #в(։) = ։֊.?'-Х(М. (4.1) 
т - Л

Для решения полученных таким образом интегральных уравнений 
с вырожденным ядром воспользуемся приемом, описанным в [11 ]. Со
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гласно этому приему для отыскания коэффициентом .4?/ , формирую
щих резольвенты

։՝;(г. ։)= ±У УхК,/,(<■>«,(/> (4.2)
4-07-0

уравнений (2.22) с ядром (4.1), следует пользоваться рекуррентными 
формулами’

Л(л-рх»(п 1) Г»(К |) Л.М-Ьл* Ь«/ .<гп ,«(•։) С«т/•*41/= >4* ----- ------------. Ла. ֊—• ■ « —-

(А,/ 1,2--п 1). (4.3)

ЛЙ-ДГЛ, Дя ։ 1 а„ Й: ”. ОД А?, 
л-՛՛

я;1 сЛ- д;у.

При атом ։• первом приближении (п 0) следует положить 

п -о«)՜1. <4.4)

1 Слгдуот отметить, что расеылтриплгчый прнсм рагпенин мнтегральпих урлп- 
псимК пки։։иплг1։т<41 методу послслолдтельмыя окаймлений (12| обращении матрицы 
мон^ирицигнюк системы алгебраически։ уряпнеиий. к которым приводи ген данное 
кктс,1 ралыюе уравнение (с вырожденным ядром) Поотому, гели но каким-либо при- 
чинам иополиаоипиие ргкурргнтпы։ формул (4 3) окажется неудобным, кооффициеиты 
•4*Л/ находить неиосредетвенио ил алгебраических уравнений.

Применительно к рассматриваемому случаю для вычисления Л. 
по формулам (4.4) и (4.3) а качестве а-.: следует брать величины, оп
ределяемые формулами (3.14) и (3.16), а для вычисления Л*!,՜ роль«*/ 
должны выполнять те же величины, но взятые с обратными знаками.

Если построены резольвенты (4.2), то решения интегральных 
уравнений (2.22) с ядром (4.1) получим по формулам

(г, х) = б (г, х) — (г, /) б (/, х)<//. (4.5)
о

Здесь б (г, г) в соответствии с (3.9) и (2.22) будут иметь вид

6՜ (г, х! = ?‘ V. /т (г)я„ (л), (х) ^(х)+-ЦТ7/П,(—)• (4.6)
„-о х \ х /

[ 1рнняв во внимание (4.2), подставим (4.5) в формулу (2.23), н 
результате будем иметь
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?>(г, л) 3՜ 2 /« (г)| ֊ й/֊)
’ -V \ х /

У՜—}՛ (4.7)

Коэффициенты В':':^ здесь следует находить из рекуррентных соот
ношений (4.3), причем роль а*,, как и выше для должны выпол
нять -_• а^, вычисленные по формулам (3.14) и (3.16). Наконец, под- 
станин (4.7) и (2.25), получим приближенное решение (будем снабжать 
его индексом п, показывающим порядок приближения) интегрального 
уравнения (1.11)

(4.8)

а вместе с ним и решение рассматриваемых контактных задач.
Напомним, что и* (.г) есть решение интегрального уравнения 

(2.24), к которому приводится контактная задача для кругового штампа 
с такой же поверхностью основания (по крайней мере в зоне 6 г с), 
что и рассматриваемый кольцевой.

Полученную формулу (4.8) можно упростить, если разложить 
правую часть интегрального уравнения (2.24) или (1.11' в ряд по 
многочленам Якоби, т. е.

о(0/) = \՛/ Р (1)В . (4.9)

В силу линейности уравнений достаточно получить их решение 
только для одного произвольного члена ряда

8:(а1) = г-.ГК(7), /=0, 1.2,--. (4.10)

Решение интегрального уравнения (2.24) с правой частью (4.10) 
в силу (3.1) будет иметь вид

и* (а-) «■(։֊•=) '«'(-)

или, если учесть обозначение, принятое 8 (3.9),

и* (х) -- х'£ (л а}. (4.11).
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Если теперь подставить (4.11) в (4.8), изменить порядок сумми
руя ния и воспользоваться обозначениями, принятыми в формулах 
(3.12), (4.3) и (3.91. то вместо (4.8) получим

с») ֊ (֊)՝^|֊ У {ЯГ(^)'^4֊\ а / (о՜—л-) ._0 I \ а / (а —л-)

(О//!
К(Ьх) | 
(У՜- 6՜) I

(4.12)

(2£,-? = №+г_/Л՜).

Коэффициенты /Л’\. определяются из формул (4.3), причем роль 
ан должны выполнять :: ау, найденные по формулам (3.14) и (3.16).

Итак, формула (4.12) дает приближенное решение интегрального 
уравнения (1.11) с правой частью вида (4.10), а вместе с ним и ре
шение тех контактных задач, которые к нему приводятся. При реше
нии же последних, помимо контактного напряжения, которое п разби
раемом случае можно вычислить, пользуясь формулой (4.12) и учиты
вая (1.12 1.14). часто интересуются интегралами от контактного на
пряжения.

В связи с этим вычислим интеграл
р

Л(11, <՛») — [х) х 'с1х = а՛ 4.''(а/)‘

Если ввести обозначения

(4.13)

* ^ (/)<// 
(I ֊ РУ

(4.14)

и подставить (4.12) в (4.13), 
интегрирования будем иметь

то после очевидной замены переменной

э* ֊т> I
----- (ак1 г Е^)е* •
о I

(4.15)

Займемся вычислением интегралов, фигурирующих в (4.14). Оче
видно. можем записать

‘ ■֊(/ /)£ 

О 1՛
Первый интеграл здесь легко вычисляется благодаря ортогональ

ности многочленов Якоби (3.5). для вычисления же второго интеграла 
следует, воспользовавшись формулой (3.13), разложить подинтеграль
ное выражение в степенной ряд. В результате будем иметь

А;= ----- Ь'ЛК ^ = °. ’• 2- '. (4.16)

где
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b'iv ֊ =2(1 + 19*1 Д /Ц2-Н9/

= Л՝,г!’-г-'" +

При к 1, воспользовавшись формулой (3.13), можно убедиться, 
■что

Ai(?)- (1-----к = 1, 2, 3- -, (4.17)
՝' 24 а-зт՜’

Для вычисления интеграла, определяющего е , следует н (4.14) 
•сделать замену $—'//. В результате будем иметь

’ 2.-1
е. = ?' *I , К к) (4.18)

Л и —«’»

Преобразовывая последний интеграл точно так же, как и инте
грал. определяющий Ь.-.- (формула (4.14)), получим

9
- (1 — “).t (1 — »•> ; 

/гГ՜ sin ~՝4՜ 

— lL±_l± V<W~*VU 4- 4- k>j ։
к\ ft /!(1 -’1)Я«4-/)

Укажем еще на один способ вычисления интеграла (4.13), кото- 
юый может оказаться более удобным. При этом будем исходить из 
•формулы (2.25), которую, учитывая (4.11), можем записать в виде

Г = Jg;i֊)-b-,(^-)r4s. ֊)֊ • (4.20)
| ' а / J V а / \ a/s

о
Принимая во внимание (2.23) и (3.10), найдем

?г’($, 0 = ֊^-֊ УЛ (S)[X- (/) 4-х՜(/.)]. (4.21)
«= ՛

Если теперь вместо .-¥/ I/) ввести новые числовые неизвестные

. t 4 ’.¥П (0^, (4.22)

то в результате подстановки под интеграл
пользованием (4.21 • будем иметь

(4.13) выражения (4.201 с

/.՛ (:ч и') ~

3 Иэытгян АН АрмС'СР.

<! - | .7, -i-

(АГ* — ) а;-.

Механика. № 2

(4.23)
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При этом хд следует находить из бесконечной системы урав
нений

ес
= j Va,yX„ ± 6,4-Ге/ (/ = 0,1,2,-.-), (4.24)

*֊«
полученной из (3.11) путем се интегрирования согласно (4.22).

Если довольствоваться приближенным значением для интеграла 
Л(?. ш). то следует урезать (законность чего предполагаем) получен
ные бесконечные системы (4.24).

В заключение конкретизируем полученные формулы применительно 
к случаю, когда в упругое однородное полупространство ('> — 0, 
<’> = 1 2) вдавливается кольцевой штамп с плоским основанием под 
действием внецентреино приложенной (эксцентриситет е) прижимающей 
силы. Обозначим угол наклона штампа через н, а осадку его через 
՛. Тогда вместо (1.3) будем иметь

g (г, г) = ?» • *4х = cos z (4.25)

и, соответственно, контактное напряжение будет определяться согласно 
(1.4) формулой

р(г, с) = р$(г) -ф pjrjcos «. (4.26)

При этом согласно (1.12), (4.10), (4.12)
got г) <• &0. gt(r) = (гН).;Ф0, £G0 = 2(l ;t;),

Чтобы определить осадку и угол поворота штампа при задан
ных Р и е будем исходить из условий равновесия штампа

л 2*.
՝I Р (*> y)x"dxdy ^р(г, г) cos'1’* угп։ ’ drdf /Vя, т = 0, 1.

t՛ т л1a * "
Подставив сюда (4.26), получим

н
Ре - 2՜ :՜ Гг/> , (г) rmdr, т 0, 1 (4.281

или, учитывая (4.13), будем иметь

откуда найдем

£ = 4Д»(0, S)’ 4/0(1, 1 2)
н ,

Одксскнн инженерно-строительный 
институт Поступила 20 VI 196b
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Գ. ՅԱ. ՊՈՊՈՀ

ՕՂԱԿԱՅհՆ ՇՏՍ.ՄՊ1» հՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ հՆԴՐԻ ԼՈԻՄՄԱՆ 1Г1- ՄՈՏԱՎՈ1' 
ԵՂԱՆԱհԻ ՄԱՍԻՆ

Ս. մ փ ո ւ|ւ ո ւ if

■Տ^»ւ/ւււ«/ Հ տոաիձանա լին օրենյ>ով փ ոփ ոի> ։) ս ւյ աոաձղական,ո թյան >քո- 
դա./ ունեցող, կիսատարտծու իմյան կոնւոակւոային խնղիրների մուոավոր յա- 
ծումր: 11րսյևո ա/դպիոին ղի ս։ա րկ'[ ոլւք են օղակս։ քին չւոամւղի տարածական 
կոնտսւկաո։ էին խնդիրքէ և երկա կոն տ ակ։ո ի /ոեղամառուք հսւրթ իւնդիրր։ հ րկրո 
խնդիրնէրրն Լ լ րերվում են մեկ առաջին ոեոի տարբերական կո րիղու[ ինւոե֊ 
'1Ր"'1 հոյւքաոարման. որն ա/նա հե ւոե րերւիէէմ Է էերեդհոյմի երկրոյոլ սեռի ինւոե- 
'/Ր'"1 ՝։'1“11Աււ,,էր>ք անր; 'Լերջինի։։ մոտավոր րյյծման հայքար այս։ ա ղ ո ր՛) վա մ են 
Օակորիի րաղմ անդաէքնև րի >/ի րանի հատկա թ յուններր, որոնր հա)։ոնաբեր~ 
ւքել են հեղինակի կողմ իղ:

G. Ju. POPOV

ON AN APPROXIMATE METHOD OF SOLUTION OF THE 
CONTACT PROBLEM FOR ANNULAR PUNCH

S u in in a г у

A method to find the approximate solution of the contact prob
lem for an elastic half-space with varying module of elasticity (the 
power law of change) is proposed. A spatial contact problem -with 
ring domain of contact and a plane contact problem with two domains 
of contact are considered.

For both problems we have obtained the Fredholm integral equa
tion of the first kind with kernel, depending on the difference of ar
guments which is reduced to an integral equation of the second kind. 
For the approximate solution of this integral equation a properly of 
Jacobi polynomials, revealed by the author, is essentially used.
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