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КРУЧЕНИЕ ПОЛОЙ ПОЛУСФЕРЫ ШТАМПОМ

Решению задач кручении полусферы пос։ ящены работы Абрамяна 
Б. Л., Баблояна А. А., Гулканян Н. О. [1—5].

В настоящей статье рассматривается задача .> кручении полой 
полусферы, скручиваемой посредством поворота сцепленного с ней 
жесткого штампа, когда на части горца и на сферических частях по
верхности заданы напряжения. Решение задачи получено в сфериче
ских координатах способом, отличным от работы [3|. Задача сведена 
к решению тригонометрических парных рядов. С помощью некоторых 
Преобразований эти ряды приведены к рядам по полиномам, являю
щимся комбинацией полиномов Лежандра. Определение неизвестных 
коэффициентов в парных рядах-уравнениях сведено к решению квази- 
вполне регулярной бесконечной системы линейных алгебраических 
уравнений.

$ 1. Постановка задачи

Рассматриваемая задача сводится, как известно к определе
нию функции перемещения ‘1* (г. х), которая внутри области осевого 
сечения удовлетворяет уравнению Митчела

<>г՜ г дг 0 2՞
(1.1)

Если предположить, что штамп расположен в области г = О,
«<г<с<6 (фиг. 1), где и и Ь — внутренний и внешний радиусы
полусферы, то функция 4՜ (г, г) должна 
удовлетворять следующим граничным 
условиям:

V = /г (а С г •./ с, г 0)
"г9 = /1И (с г <Ь, г 0)

ч. = /г (°) (о < 0 2 ’ Г = Ь)

Здесь /. - угол поворота штампа. 
Введя новые переменные



4 А. А. Баблояи. H. О. Гулкзнян

уралнение (1.1) можно преобразовать в уравнение

+3^-4-^ = О,
01 0V Ot д\

(1.3)

а граничным условиям (1.2) придать вид 

»Г(0, /)•=* (5 = 0, 0 .

•--/։(П (5 = 0,

05
:»=/.(;)«бУГ? 60-ь 5]6Л+1(:) (0< ; ...1, / = /։) (1.4)

*=1 ։

м = Л(:)=С| 1-« (О<5 < 1, t 0),

где РгЛ՜-} полином Лежандра, G

3 -- In —> 
а

модуль сдвига,

/,= 1п—• 
а

Здесь предположено, что функции /։(=) и /֊1(0 можно разложить в 
ряд по полиномам Лежандра.

Напряжения ■; и перемещение -<• и ноной системе координат 
будут определяться через функцию ՝«' (:, /) по формулам

Г/, _ г. Ч—- <;՝։
0(1— С-)——. ~t— — о| 1 ,

д; 01
(1.5)

v — ае‘| 1 — С։Г (/, :).

Функцию перемещений Ч'(/, ;) будем искать в следующем виде:

*։•(#. ■) Л-1-^.-3' : 0„|֊;_֊|п(1 5)-<1 +

- V e_1'[/l*sh Pt t 4֊ /?;ich t%f] P/frxiU) +

■»
I S^_,+tA/($)e-^X։(Z), (1.6)
t-i ' k

где
^■!t U) = » sin *!'• ։\COS L’kt [3, 7;

Удовлетворяя третьему и четвертому условиям (1.4), после не
которых выкладок для коэффициентов А՛,, Вь, Во, О0 получим сле
дующие значения:
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А= —-1----- ту՜—~ ( а СЬ Мт + ?* М :՜

511 /к^\ • $*

у-Ьке,։՛ 
(&—*') зЬ 1'к1х

-, ^— -тг—На 511 М» сЬ МЛ •+■
зп к — ’••

'ЗкЬкв՛1^ 
(Й ֊ *") зЬ

(1.8)

Ьр — а 
3(1 -е-::,‘) ’

Здесь учтено, что |1]

[(1

О

С;)^: =

О

(24-Ы) (24 4-2)

44 4֊ 3

(р¥=4)

(р = 4)

Удовлетворяя первому и второму условиям (1.4), для опреде
ления коэффициента /Л получим парные ряды

со
- у<г’7лЛ , +.ч, (0) а (/) ֊ »-| А +

Л-1

1
1֊в-3'՛ -г I (1.9)

со - 1 Он р -л,> 9Ь^/ЛР_.;4,,.։/(0)е-7։(/) ֊ 2/,(0
л-1 ° 1 е

Вводя обозначения

ИЛХ.' = А/5֊! 4Ид| (0). Л։ = “ ^о,

?(0= •2^֊^

(^</</։).

(1.10)

/(о=֊-֊г^[Ц։т+'֊‘)+
/ е-л \ 00 • 1+ о„ ( е֊3։ - 1е֊^ ^—֊ ) Уе ’*Рг»., ГО) —■
՝. 3 / г*£ а՜

—-----{ак [»яЬ /* (/, П 8*. сЬ /*-(/։ /)] бхе^ [? $11'М ?*сЬЗ^],
ЯП ;'й/|

(1.11)

■Ли..И0> (1.12)

парные ряды (1.9) приведем к виду
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ОО
Z„4- V г"^(1-Л7)Л(П = /(Н (0</<?)

*-։ 
со 

tv¥ke-'/*(n = g(/) (?<?</,).
A-i

(1.13)

£ 2. Решение парных рядов

Для решения парных ряд՝и поступаем следующим образом. Пер- 
нос уравнение (1.13) дифференцируем по t и умножаем на е,г. Умно
жив второе уравнение (1.13) ид вычитаем из него интеграл от по
лученного выражения, умноженный на . с. ко второму уравнению 

г

применяем операцию| С՛' ՝| . При »том получаем

v 
по
24(1 - N >(«;- »•)sin:՝./ - Fm (0</< 
л-l
«э (2.1)

~3?)cosp*f - G(0 (/<*<Gh
*֊1

где
F(f.i (О

во -»
G(f) 33 4 Xt — e 'о (O — i (xlCA/x.

/■ —1 V

(2.2)

, ,o . 2 I 2 . -/ / r.t
Далее умножим первое уравнение (2.1) иа sin ^cos~

— cos — ) dt и проинтегрируем от нудя до г-, а второе — умножим

2 I 2 . *։ / Й r.t V .
на------ мп ( cos cos । а! и проинтегрируем от У до г..

G 2^ G G '

Тогда будем иметь

г С / -fj
У X. (з: 4- -> ( cos ’ ) =■ f\ ($1 ֊ v X Л'« (•/■ *■ г: ) X J гоя- |
А-1 \ G ' *Т| \ G

(0<fj<?) (2.3)

УЛИ։ !•’։ г. ('cos — )-G-,(0) (?<։</,).

*-i G ՛

Здесь
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'■ cos—sin--
f----------------------- (2.5)2/2

/։ : I cos— — cos — 1 
' Л tj

Функции z- (х) представляют соб )й разность полиномов Лежандра 

г» (х) = Л 1 (х) — Р»(х).

Функции составляют полную ортогональную систему
функций a L. ( — 1, 1], т. е. любую функцию /1x1 можно пред
ставить в виде ряда

где

H.ri - у„ -։(.г), 
<•=4

(2.6)

(2.7)

Рассматривая (2.3) как разложение вида (2.6) и пользуясь формулой 
(2.7), для определения неизвестных коэффициентом Л"« получим бес
конечную систему линейных алгебраических уравнений

,Г; Х->(со4^)с։ж;4<л 4-х^’- (28)
где
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Д| г՝
</* I Л, (9)с1^ г-7со$'՜֊| С\ (<-) ֊ 2>(сои— ')(№. (2.9)՝

,) *՜^’ ՝■ / V 2^1 \
о э

Выведем теперь уравнение для определения Х(1.
Легко нидеть, что найденные из бесконечной системы (2.5) зна

чения X).- удовлетворяют уравнениям (2.1), (2.3) и второму уравнению 
(1.13). При дифференцировании первого уравнения (1.13) пропадает 
постоянное, вследствие чего первое уравнение (1.13) не эквивалентно 
первым уравнениям (2.1) и (2.3). Поэтому уравнение дли определения 
А', выведем из первого уравнения (1.13).

Умножим обе части первого уравнения (1.13) на е и затем под
ставим в него значение X из (2.8). Меняя порядок интегрирования 
и суммирования, получим

■ у МО ± =/(0 «- ! У
(2.10)

Пользуясь значением интеграла (см. приложение)

и значением ряда (см. приложение)

<։п _”՝ л')с/.т
__ 2н__

/ дб г.л- ■
СОЗ — СОЗ —

\ /

(2.12))

где
о т) )сЬ7хе~’<<։ ՛՛

’■ |сЬя(/1-А-)е։' (/<х).
(2.13)

упростим выражения, входящие в (2.9). После ряда выкладок будем, 
иметь
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—- У Х;,ХР (7- -[։•;’) I г,< / соз с?)
2р > ' .]■'■ ’ 2*.

ОО

ХУЛ(0 
л«։

'•Ч / \
—г------ ., 2- I СОБй \ г, /

оо
Х^Хр/.р (/)

■

X с(д "} <1Г> 
' 2/։

а
—е'уад,(’а
։Ь г'1 » 1

1 “

2 Л и։ + ’г
е^Ч) /(())<; - • 1 У՝ '

2 яЬ а/1

*сЬ з (/■ х) з)п с/х 
2/։

4՜ 1
2/л

-у 
СО$

/,
СОЗ —

/։

••X
* $։п сЬ х (/. — х) с1х 

2/;_____

( СО5—•• - СОЗ - Л )
\ /1 /> /

(2.14)

Подставляя (2.14) в (2.9), после несложных преобразований оконча
тельно найдем уравнение для определения Х։1

I 2
2 яЬ Х/։

V л>( ՛^ 
р-1

I1;) г/» (СО5 ֊ ) И7 СО ^}~

Я
4 ^г։(б) г(б)</о4 ^;։0) и7(С)с/о о, (2.15)

где

1^(0)

••X. * з'ш —— СП х(/. х) с/л՜
.5 2/,

“С?2ГГТ՜՜^ ֊
4 , СОЗ — СРВ

V \ /, /, ./

(2.16)

Исследуем теперь бесконечную систему (2.8).

^о֊/(О) И
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Предварительно введем обозначение

П —<Г—Л. (2.17)

Тог ха беек вечная система (2.8) приведется к виду

о.՝
У к \а*рУр Ь;,. (2.18)

Р-1

/.-I ( соя— 1 Рл ( соя ՛ I
«, V ՝ *1 ՝ 6/ 1 п2 / -3 \ «#/ -/ \
X ■ ----- — Р.՝.-ц соя ) - I соя - 1 ,

п - 1 2 \ 6 / X Л /

(2.19)

6» ֊ 4 Л. С2-20)

- . 5Ш-----соя------ а/
2_1_2 /1____ 2^_____

I. I /
1 . ' СО5 - СОЯ — )

V \ /х (./

(2.21)

Для доказательства 

оценим X о՛/՛!
р ।

регулярности бесконечной системы (2.18)

3|_1 2 V 1____ 1_1
Ц; <• I А р' '(<• — /?) I к т*. I Р • Р - к I

з з । ; 1-, :֊. 51п2 • 1
8

(2.22)

Здесь принят«՛- во внимание, что
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= 1 4֊
р.р ■,+..(°)

Р i(0)

1 С!\? при — О [5]

а суммы рядов, входящих в (2.22),

при

оценены с помощью интегралов

(' J -J- *
J х л — к I к J к I 
.;+ 1

* 1п(| 4-1֊ | 4)' 

к ՛

Т dx „ | 1 2 . i . 1 • | к

J х‘"(А X) 1 к I к - 1 k ГА- -г 1
1

Полученная оценка (2.22) стремится к нулю при А — со, как 
ос

О (А :). Поэтомх\ начиная с некоторого значения Ао> V а\ станет 
!' -I

меньше единицы, т. е. бесконечная система (2.18) квазивполи? 
регулярна. Значение Ап легко можно определить при численным ра
счетах.

Отметим, что в рассматриваемой задаче ;՛¥,■. имело порядок 
О (А՜՜). Поэтому оценка (2.22) получилась порядка 0(А" ). Если б:,.

л>
имело порядок 0(А՜ '), s «-■.,« также стремилось бы к нулю, нс՛ 

р-1
А / Ь> к \ 

уже как 0 -у- j.

Поскольку к кашей задаче и 6', (՛;), входящие в выражение 
(2.9), непрерывные функции, то свободные члены системы 6* при 

возрастании к будут стремиться к пулю, как О (А՜ :). Вследствие 

этого неизвестные коэффициенты ’/.՛ будут иметь порядок 0{Л՜ '). 
(Это можно доказать путем применения метола последовательных 
приближений).

Таким образом, ряд, входящий и выражение для перемещений, 
абсолютно сходящийся, и поэтом} сумму итога ряда всегда мол.нс ՛՛ ՛ - 
числить. Ряды же, входящие в выражения напряжений, абсолютно не 
сходятся. Суммы этих рядов у краев штампа обращаются и беско
нечность,.

Выделим глазную часть ряда ,՛. выражениям для напряжения 
" (О, t). Согласно (1.5), (1.6), (1.8), (1.10), (2.17) имеем
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I О 00 р: У» 1
' 10, П ; (а-' - /.՝,.) е ֊•^•Д(о—— - . (2.23)

I 1 - <-’ 3!' 4֊ V; I
(0</<?)

Подставляя и (2.23) значения неизвестных У из (2.18), после 
ряда пыклад ж для напряжения ■ (О.М под штампом у его границы, 
т. о. для значений г, близких по значению к 5, получим

1<- (0, /) » ։;Р
Л/сО5 

2/,

/ СО5~ СО$ ֊' )
'» /, /

(/•</,), (2.24)

где * (/) уже ограниченная 
Л/ определяется формулой

и непрерывная функция, а коэффициент

М I 2 Л',(Ю V У,?։;У.; (со,!*՝)
(2.25)

; 1ри получении выражения (2.25) было использовано значение 
ряда

-֊ 2М агс 5֊,п--- 2/Л- (.г < /).
= ։!п^-

2<։

(см. приложение).

(2.26)

§ 3. Парные ряды по косинусам

Если вместо (1.13) имеем парные ряды по к'синусам

V А’д ( 1 - V. ) Ч, СО5 ’.։ f /(/)֊ а:

л>
(3.1)

го подставляя а = 0 । бесконечную систему (2.18), для определе
ния Н'.'из.честных У։ получаем бесконечную систем} вида (2.18),

(о</<?)
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где а/>р определяется формулой 12.19), а 
формуле

свободные члены Ь.;— по

Уравнение для определения X в этом случае упрощается и прини
мает вид

где

Х֊/(0) ( с1$г

Отметим, что к полученных результатах встречаются интегралы, 
которые в конечном виде не берутся. 11ри численных расчетах, поль
зуясь формулами, приведенными в приложении, зги интегралы можно 
представить в виде рядов по функциям ук(х) или г՛, (л՜) и вычислить 

полученные ряды.

Приложение

Ниже приводится, как вычислены интеграл (2.11) и суммы рядов 
(2.12) и (2.25).

1. Для вычисления интеграла (2.11) воспользуемся значением 
интеграла [8]
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Умножая обе част։։ (П.1) на sin проинтегрируем по

лученное выражение но 7 от нуля до t. Меняя порядок интегрирова
ния, будем иметь

i -9 '> -a- t
• ctg — Л ( • sin ^ /(-?)</? '

. ----------JFS ֊ , . М <**•»

, cos — cos — , (cos — cos — ) 2s։n —. 1
֊• \ /։ /, / V \ G tj 2te՝

Полагая в формуле (П.2) /(-) = 5'т'°'' и учитывая при этом 

(2.5), найдем значение интеграла (2.11).
2. Чтобы найти значение ряда (2.12՝, предварительно вычислим

Для этого подставим в эти ряды второе из значений зЦсоз—/ 

(2.5) и затем поменяем порядок суммирования и интегрирования. Да- 
лее, пользуясь известными значениями рядов [7]

у *sin *-v = " sh 2 -.л') (О < х < 2z;
k" - i- '2 sh az

cos kx z ch a (z — x)1_ (0 - ,
~ /. 2 z sh jz 2aa

к значением интеграла

sin —— dx

zO zx\"* 1/9
cos--------cos — ) '

. ti
после некоторых преобразований найдем значения вышеупомянутых 
рядин.
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где

НА 51П I СО5 'ЛЛ X

6 ( *> (( у х
/} 5Ь«('/|- < Л') “ 5И 'А

2 ’ зЬа/։ > ֊•/ х) и и

2 вЬ

С?Х(/. х) г/х
(П.4)

п (. I |с1т XX §Ь О (/>•■<)

К) (/

Аналогичным образом вычислим ряд

” д*
_ * 51П О.Л, х](1х

!_ I 2 2'. '
/со$± СОЗ—")

'- V /» /1 '

где

(2Л1, х) =
|сЬ ?х сЬ - - /)
1сЬ?;сЬ։(/| х)

Имея значения рядов (П.4) и (П.5), а

-5 \
соз — ] сох '1 : - 

А /

также ряда

(11.5)

значение которого можно получить, пользуясь зкачгкиями рядов (4,> 
и (5) из работы [7|, вычисляем ряд *2.12).

3. При выделении главкой части ряда .՛. выражении для напря
жения •; (0, /) нами был использован ряд (2.25;. Для ։ нчнеления ряда 
(2.25) первоначально были получены значения рядов

(П.7)
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Значение первого из рядов (П.7) можно получить так же, как и ряда 
(П.6), т. е. пользуясь значениями рядов (4) и (5) из [7] и учитывая 
При ЭТОМ, ЧТО I/, (х) — Р/;֊- (.г) — р!:{х)

Чтобы вычислить второй ряд (П.7), подставим в него верное значе

ние г;. I соз — из (2.21) и поменяем порядок интегрирования и сум- 

мирования. Затем, учитывая значение ряда |8]
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Здесь было использовано значение интеграла

cos-----J-
_____ 2Л

J (cos - r - cos - I

° '6 tj

Г 2/, 
------- arc sin

sin
____

sin
2/,

Имея значения рядов (П.8) и (П.9), легко 
<2.25).

найти значение ряда
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A. A. BABLOYAN, N- O. GULKAN1AN

TORSION OF THE HOLLOW SEMISPHERE BY MEAN’S 
OF A PUNCH

S u m m a г у

In this article the problem of torsion of a hollow semisphere is 
considered, when il twists by turning a rigid round punch, applied on 
the central part of the diametral section of the semisphere. On the 
other part of the surface of the semisphere stresses are applied.

This problem is reduced to the dualseries-equations involving the 
functions (’.7). Unknown coefficients in these scries are determined 
form the quasi-regular infinite system of linear algebraic equations (2.18).

2 И:«։.։ч--ни АН АрмССР. Мсх.лннкл, .№ 2
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