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О ПОЛЗУЧЕСТИ ТОЛСТЫХ ПЛИТ ПРИ СОВМЕСТНОМ 
РАСТЯЖЕНИИ И ИЗГИБЕ

В данной статье, нс пользуясь приближенными допущениями клас
сической теории плит, даются решения задач об установившейся и 
нёустановившейся ползучести [1,2] прямоугольной и круглой плиты 
при совместном растяжении и изгибе. Рассмотрены также совместный 
изгиб, кручение и растяжение прямоугольной плиты. В этих случаях 
задача приводится к нелинейным уравнениям, требующим применения 
приближенных способов решения.

§ 1. Установившаяся ползучесть прямоугольной плиты при сов
местном изгибе и кручении. Рассмотрим ползучесть прямоугольной 
плиты, на торцах которой приложены [изгибающие [моменты М՝, М. 
в крутящий момент // («риг. 1).

Приведем общие уравнения установившейся ползучести [1]:

соотношения между компонентами напряжений и деформаций 

— = = /(?« ) 5.Г, -.о- = /(<>)

Оу з = /(;.):у, -ух = /(^Нуг, (1.2) 

• ‘■г =/ О' )''«.«»

(1.3)

где интенсивность напряжений и интенсивность скоростей деформа
ций определяются выражениями

1' — Зу)‘+(«у — (=.՝ — <г)' • 6 -г — ■•*[-),

*=тт~ ~ 

а компоненты скоростей деформаций связаны с компонентами скоро
стей зависимостями

(1.4)
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Он . Он , ди*
СЛ = —> Су = — • •: ------ »

их Оу дг

_ди , дг о _ ду дп п ди , ди’

-~Оу^Ох' ог ду' а?4՜՜*̂
Приведем сначала решения уравнений (1.1) (1.5), когда скорости де
формаций не зависят от х и у.

11олуобратным способом, примененным в [3], скорости ищем в 
виде

« = 2 '^.^2 Ахх*  -\- Схуг Лох 1\у -г Сог + £0.
V

V = 2 | Сгхг Ч- Вхуг — (2С„ — £>0) х 4- В^у -г /70г : (1.6)

V
А Н д । д՛

«• 9’ *' ----- т’ У'------- ~-----'*՛  — С։ху — всх — Н(,у-(А()-\-В1))г— Фо,
*- —

где , и ■< неизвестные функции от г. а А-. Вх,-• • произволь
ные постоянные. Согласно (1.5) имеем

;.։՝ А^ - Ахг, ~ В(у ֊ Ьхг, 7,։>.. = Со - С։г. (1.7) 

Представляя некоторые компоненты напряжения в виде

=л (2:., --IV)/(;/), =у = ог-Н;., 2;У)/(;/). ֊хУ = \п./(«'/), (1.8) 

подставляя в уравнения равновесия (1.1) и интегрируя, аналогично [3] 
получим

'г = — а,х — Ьху ֊ с0, = а։2 4֊ а(„ 61Ъ (1.9)

где а։, Ьх-•—новые произвольные постоянные.
Вводя обозначения

5=1 ;; ■ - \;‘у , Т= | (1.10)

будем иметь

□, I 5Т+ т\ ;.= | 5-Ч-~ (1.11)

При степенном упрочнении

/֊ йГ՜՛. (1.12)

Тогда при помощи соотношении (1.11) (1.12) приходим к степенному 
уравнению отябсительно / 

:т 2 2’г,
57;՞՜1 + Т-Г՜' = к" ՛. (1.13)

Определяя из этого уравнения /, получим явные выражения компо- 
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центов напряжений и скоростей через координаты и произвольные 
постоянные.

Для рассматриваемой задачи (фиг. 1) компоненты скорости ищем 
в виде

и = Аххг С1уг, V — Сххг

Ах В։ А1 4- Вх .. (1.14)
«՛ ~1>х 2^"՜—2՜ ■' с'ху'

Тогда

II 7։
 

ч*

II Сз

■<

II о г* (1.15)

;. = 7|г|, ;=1 Л? + Л,В,+5? + С1!. (1-16)

Компоненты напряжений возьмем в виде

= , = (2А, гВ։)г/(-;|г ), зу=(Д 25։)г/(т|г|),
(Ы7)

Подставляя (1.17) в статические условия

4

з,-гс/г = М-.

л
1 2уг</г = М.,

л

'Лу2</2 /•/, (1.18)

-л 
получим

А 2М՝-֊М, 

ч
где

-л

2М, - мх 

ч

й

-л 

с ^֊, с' V (1.19)

Подставляя (1.19) 
м

7 7-ГТ֊=-’

.! = ( /(•. ! г ) г'(1г.

՛՛
в (1.16), получим

(1.20)

М |7 мг мхм, -\-М?+ЗН*  . (1.21)

При степенном упрочнении (1.13)

г да I—1 I Л
У =-------- —-М т Л (1.22)

(т + 2) *

Подставляя значения А1г и С\ в (1.14), получим

2М։ М, Н
и =----- у— - Х2 ■ 1/2,6] 2] ՝1

2МХ - М, .. 2М2

V

Мх й

2М.-^, 
—--------- -иг

М, 4- М ..

н
— хг, 
V

н
(1.23)

12 у 12
} у

12/ Уху-

Компоненты напряжения (1.17) в случае (1.12) примут вид (г^>0)
2 Известия АН АрмССР, Механика, № I
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В частном случае, когда плита подвергается чистому изгибу, 
/7-0.

Когда, кроме изгибающих М2 и крутящих // моментов, на 
торцах плиты приложены также растягивающие силы Лг։, /V, к 

сдвигающая сила () ((риг. 2), ком
поненты скорости будем искать в 
виде

и А1хг г Сгуг А^х,

г С.хг 1 г; г 4- Вйу.

(1.25).

^-^֊֊С.ху— (40Д,).-, 

а компоненты напряжения -в виде

о. =[2А1-г50-| (2АтД)2|/(;,), 3>. [До |-2в0-|֊(Л1 2ад/(Ъ).
(1.26)

'.’У ( Со “1՜ С1г) / ). ~ '• ։- --- ~У'
где

₽։-4^+24^, +гад В0А„ г = 4;+ад, + В; ■ с?

Кроме (1.18), имеем также статические условия

л ь л

лб/г = М՝, ч-,<1г = Л՛'... - •« * -лус!г — (2. (1.28)

Подставляя (1.26) в (1.18) и (1.28), находим

^1=(2Л4-В0)Л֊|-(2Л1 + В1)Л,

ЛА-(2А + ^)./։ (2/ц ^։).л

— ^о/о И՜

где обозначено

Л= \/(Г^4֊Рг±֊г7^2)^ ■ (

(До 4-2^)./,-, -ИД, ‘ 2ВХ)/Ь 
(1.29)

м2 (Дс. 4-2/у Л ֊)֊ (А + 2^)7:.
(1.30)

Я=С0./։4-С\Л, (1.31)

!>
1)^‘/(| а֊- - (1.32>

и
п = О, 1, 2..
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Когда заданы деформации, постоянные /4(1. Во, • • • становятся 
известными и тогда можно легко определить напряжения и внешние 
силы из (1.26) и (1.29)—(1.32). В случае заданных внешних сил 
(1.29) (1.31) представляет систему шести уравнений с шестью неиз- 
яестнымн Ао, /4։, В,, С'о и С1։ решение которой можно получить
только при помощи приближенных приемов.

Аналогичная задача совместного изгиба, кручения и растяжения 
прямоугольной плиты для идеально-пластического материала рассмо
трена и |4].

§ 2. Неустановившаяся ползучесть прямоугольной плиты при 
совместном изгибе и кручении. Рассмотрим задачу ползучести и ре
лаксации прямоугольной плиты, материал которой подчиняется соот
ношениям наследственной теории ползучести Ю. Н. Работнова |2|, а 
торцы нагружены изгибающими моментами Л/։ (О, М.. (() и крутящими 
моментами Н(/).

Наряду с уравнениями равновесия (1.1) имеем соотношения между 
компонентами напряжения и деформации 

(2.1)

|2.2)

где 5/ и определяются по выражениям (1.4), п зависимость между 
перемещениями и деформациями—по (1.5), где ?)•»••• заменяем 
через гГ։ =у,Выведем решение системы приведенных уравнений 
ползучести, когда компоненты деформации зависят только от 2 и /. 
Аналогично § 1 положим

и 2^ *.«<*>  0^4֊ Л,(/)л'г + С, (/)г/г-г Л0(?)л —

4՜ А (0 4՜ (О -г4*  £<.(0,
V 2( 7,.(г, 0</2 С,(()«+ в, (/)</-’ I [‘2Са ({)-%(/)] * +

-I Д>(/)у + Нб(О։+Лв(О. (2.3)

ю„_
2 2 ■

_ Л, (?) В, <()_.. С| (/> Ху (^д. _ ... В„(1}\г-(М. 
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где тг/ и ;•... неизвестные функции от г и /, а А1 (/!,■•■ произволь
ные функции от /.

Для деформации имеем

4(О+Л։(/)г, В0(/)+В։(/)л то. = С0(/) \-CMz. (2.4)

где А(/, -)

Решая (2.2) относительно "ч и г?водя обозначения

резольвента ядра — К (I, -), компоненты

(2-5)

напряжений
представим в виде

1 (2^ -^)Л(зД
= у =.• г(£։ 2М Д ( ■-! ).

х՝у — 7 Гу А (-<)»
(2-6)

Подставляя (2.6) в уравнения равновесия 
аналогично [3] получим

(1.1) и интегрируя,

°/ ֊ - «1 (Н х ֊ (/)// — Со (/),

~хг = а։ (/) 2 4- аа (/). 6։ (/) г -֊ 6о(О, (2.7)

где а։ (/),••• также произвольные функции от К
Используя обозначения, аналогичные (1.10) (1.11), получим не

линейное интегральное уравнение Вольтерра относительно Д
________ / ________

Г- ■ д) + р (|/ ■* ’ <2'8>

<1

Для нашей задачи, аналогично § I, перемещения ищем в виде 

м Ла(0**  1 Сх(1)ух, V С, (I) хг В^Г) уг,

Тогда

ел = Д։(0г, £у = ^։(0г, 7ху=С։(/)г,
________________ _____ ________________ (2.10)

5 = тр|,. •; = Г'Л;(()-|֊Л։(/)В1(о +ВГ (П + С;(/).

Компоненты напряжения представятся в виде

о,- (2Д։ Вх) г/*  (; | г | ), "л-, = (7 । 2 ), (2 Ц)
Зу=(Д։֊Ь2Я1)2/я(7|2 ), ,дг _ Ту.. - 0.

Причем аргумент / иногда для простоты опускается. Из условий ста
тики (1.18) будем иметь

^ = 2(2^, + ^)/.-, М, 2(АХ^2ВУ)^> Н = (2.12) 
где
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!>

(;г)

о

(2.13)

В случае релаксационной задачи, т. е. когда заданы деформации, 
Д։, и С, будут известными, и ио формулам (2.11) и (2.12) легко 
определить характер изменения напряжений и внешних моментов во 
времени. В частности, когда деформации во времени не меняются, то 
А}, Вх и С։ будут постоянными. Тогда

/
; —Х(0 1+ ('/?(/, -)</-. (2.14)

7 И л

Следовательно, напряжения (2.11) и моменты (2.12) но времени ме
няются по закону’/(/). Для реальных материалов 7. убывающая функ
ция по /.

В случае ползучести, когда заданы внешние моменты, разрешая 
систему уравнений (2.12) относительно Д։, Вх и Г’., получим 
34,(0 = 31(0 2ЛМ/^,(0. С(0 Ж..

6/, (0 6/, (0 2/, (/)
(2.15)

Легко заметить, что

•;/, М = -֊֊1 М- М,М. 1- №+ ЗН-. (2.16)
2)’ о

Принимая для г степенной закон <р = к™, получим

В (тО' + |'('тГ/?('’ (2-17)
Л / Л \ Л / АА

о
Отсюда

I
* пГ * •

а л= —(2.18)
1 ' (ш4-2)л

7.« (/) = /МО 4- Гк ((, ֊) с/т. (2.19)
М.(0) ,)М(0)

м

Полагая в (2.И) и учитывая полученные выше соотношения,

для напряжения находим (г 0)
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Имея значения /»(/), ио формулам (2.9) и (2.15) легко определить 
компоненты перемещения. Общий множитель /$(/) характеризует за
кон возрастания деформаций во времени с учетом ползучести мате-

п * М (О
риала. При постоянных внешних моментах имеем -------1 и

М (0)

х,«) = 1+')</֊. (2.21)
II

Когда, кроме моментов, на торцах плиты приложены растягиваю
щие силы Л'։ (0> и сдвигающая сила (2(£), компоненты переме
щения, напряжения и внешние силы будут иметь аналогичный (1.25) — 
(1.32) вид с тем отличием, что Дъ 50,՝ • • будут функциями от /, 
а вместо /(=/) будем иметь /*('■)■  В случае релаксационной задачи 
А,. /4։,- • будут известными, и но вышеуказанным соотношениям 
легко определить изменение во времени напряжений и внешних сил. 
I 1ри постоянных деформациях напряжения и внешние силы будут 
убывать во времени как функция /(/).

§ 3. Установившаяся ползучесть круглой плиты при совместном 
изгибе и растяжении. Положим, что на боковой поверхности круглой 
плиты приложены равномерно распределенные изгибающие моменты 
и растягивающие силы А’ (фиг. 3). Уравнения равновесия осесимме
тричной задачи имеют вид

Соотношения установившейся ползучести следующие:

'г ’ = -з, —б =/($/)

=6 а = / (;/) , 'г: = / (Ъ ) г1ггг

Ъ /(М&, 
где

3/ “ I (=Л - =»)- + (39 3.-)’+(Зг—6^ .
I б

-3=1 (I- =б)2 г (;п- 1-)24-(Ь I-6/,;. .
I 6

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Компоненты скорости деформаций и скорости связаны зависимостями

ай , и , дхи
-- —- ।

дг г ()г
2Г„. = ֊֊֊֊• (3.5)

Ог ()г

Предполагая, что скорости деформаций не зависят от г, полу- 
обратным способом для нашей задачи получим
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1 ~--------— - - ■ —~~ : - _'   ~ ------ —=—————--.-д

д
и ~ (Д„ Д։д) г, «.« С 1 г՝ Агг- — ЗД^г, 

2 (3.6)

До Д։г, ;. = 2Д0 — 2Д։г, т)м О,

где Д[)| Д։, С — произвольные постоянные.
Принимая

ъ 50 35.,/<ГЗ|;-,!). зг-^. = 0, (3.7)

удовлетворяем уравнениям равновесия (3.1). 
Подставляя

Ъ 3(4֊ Д,2)/(Г 3՜ до4-Д։д|) (3.8)

в условия статики 
А л

1М. ^гггс1г = М (3.9)

О (I

и полагая ;г^>0 по всей толщине плиты, получим

УГ(АМ,Л) УГ(Л,-д.Л)
/V 1 С /(х)х^х, М /(х)х^х- ^°/У.

4 J Д1 Д։
Уз Ли Ух л„

Для степенного упрочнения (1.12) имеем 

т г!
2 

Ъ 50 3 (Д() 4-Д։г)г’',

СТ 1

м = А—ГГ«А + АЛ)” 1 АГ'],
■(1+ ттт) Д։

(3.10)

(3.11)

(3.12)

ст - I

»Г= А А' [(А+Л./.)”-՝ .4 '■] ■֊«■Л'- (3-13)
(2-Ьт)Д1 Д։

В случае, когда меняет знак, т. е. когда '-г 0 при 0 г - -гв
ОД 

2^ - ® ) и I- 0 при г /?, будем иметь
д»/

։ 'з (Д„-Л։А)
IV =4-1 /(Х)х</х,

А Л _ -13 Л.
Уз“(До-{-Л։А) -гТх1*

Л/ ֊ ——1—- I / (х) Л"<7х |- ——■ , | / (х) ֊х-'с?х -
ГЗДГЗ 7 )ЗД1.’ 4։

(3.14)
Для степенного закона / имеем
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т > 1
о, = 4=3 ■' (Д,+ А*)1А  + А*Г ” (3.15Х

»1 ч-1
л' ? Л-НД+ААГ1 ( АГ'1. • <з.1б)

(1- т)Л։
III • 1

м = о3 Л.АГ 'К А,Г 1- (3.17)
(2|™)Л։ А,

В случае чистого изгиба /V — О, г0 . /։. Из (3.16) (3.17) находим

(3.18)

Подставляя Иц и А1 в (3.15), получим

Закрепляя какую-нибудь точку плиты, например, 
и՛ (0, 0) 0, получим С 0. Тогда

(3.19)

принимая

(3.20)" л֊(х-у)г- и» /4։ (Аг

§ 4. Неустановившаяся пслаучееть круглой плиты при совмест
ном изгибе и растяжении. Рассмотрим совместный изгиб и растяже
ние круглой плиты (фиг. 3), материал которой подчиняется наслед
ственной теории ползучести Ю. Н. Работнова [2] 

(4.1)

(4.2)

где з( и -I определяются по (3.4), а зависимость между напряжениями 
и деформациями — по (3.5), где ;г, заменяем через гп,- .

Компоненты перемещения и деформаций примем в виде

н Ми (0 + ы=С(1) 2 Д. (О Д-г՜ АО)«’»

(4.3)
*г г.- 2Д. (I) - 2/41 (/) г, -гг 0,

где /10, /1։» произвольные функции от /.
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Компоненты напряжения будем искать в виде

= 3(Д,- Л-л)/*(1  3| А ■ А^ |), зг ֊гг 0. (4.4)

Выражения (4.3) (4.4) удовлетворяют всем уравнениям принятой тео
рии ползучести.

Подставляя зг из (4.4) в интегралы (3.9), принимая для ? сте
пенной закон « к՜-"', при &г>0, 0 ֊-, г Л получим

,.■> -1
ЛЧ7) 3 2 к )(А 4-Л.ЛГ 1 ֊ АТ 1 ;

1 -|- т I А

ЗА I(I 
№4-1

2 + /и А]

т х 1
з 2 к (4, +АЛ)”*1 — АТ*'
1 т ° /1:

3 " к (А„ д,/.)”՜

2 4֊ т А]

СТ 4 1
З2 к , (А А. к} АГ^_ 
14-ти 0 А]

/?(/, ~.)<К (4.6)՝

Когда г, меняет знак, т. е. е, 0 при 0 < г < з0 и е, > 0 при 
г0 к, будем иметь

Ш4֊1

д,(0 - (4,4-ААГ '֊(.--4)՞*'  +
1 4*  т I

I + [ М„ + 4ЛГ '-_(гАГ1 в т) , (4.7>
3 Л
О

Л/(/) =

ст - 1
3 ՛ к (А4֊ ААГ ; ( АГ՜2

2 4՜ пт А]
т 11

3 2 А д (АН-л.к)т ’֊ (.^АГ 1
14-т ° А\
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3 ■' * (Д, Л,/.)” Ч(֊4Г:

о
А?

3 к (А„ + А,Л)
———
1 — т а;

(—А,-,)՞՜1՜'
Я(/, (4.8)

В случае релаксационной задачи, когда деформации не меняются 
во времени, А„ и А} будут также постоянными во времени, и тогда

3г = 30 = 3^(/)=3о-/.(^), Зг -,г = 0,

К (И ^/(1), М(1) = М07.(/),
где 

ЛГ4-!
< = ®!=-з 2 ЦД4֊Л12)И| 

ОТА- I
у (л„4-л/Г 1 ֊ЛГ1

1 ° 1 4- т Л։

2_-_[
_ 3 2 к (А.4-А,Л)" ‘֊А,Г •' Аол/
= — -------------------о-------  — Л(| при

2---/П л։ л։
т Ь 1

□; 3 2 А(Л0 +Л։я)|Л04֊Л1*ГЛ

(4.9)

(4.10)

2г > О
0 л < А,

1
/V = 3 * * (АЧ-ЛХЛГИ ( Лог 1 ։

1 -г т Л,
(4.11)

61А I

М _3 2 к (Ао-{-ААГ+Ч (-А)^ 2 _А0 /у 
2 + т А\ А1

при £т<0, 0 г < г.), ьг >- 0, гв < г < А.
Когда заданными являются М (I) и А^(/), из (4.5) (4,8) будем 

иметь
л1-М

3 - (Ао А- Лг/|)"' ' ֊-А"՜"

1 т Ау
о

I
А/(П [я (-) К(1, ^<1֊, (4.12)

т - I
3 - (А„֊н а,/.)'՞ -Й - АГ2
2 т А]

т ■ I
3 2 к „ (Ло՜ А./г)'" Л.7+։

֊ — — /*о 72
1 4- т А\

при '-Г 0, 0 -С г < А;

М((Ц- (л/(■.) К(1, 

и

(4.13)



Ползучесть толсты։ плит при солмсстиом растяжении и изгибе

ш-1

з՜7՜ * (Д,- А,Л)՞ '-( А)՞14'
1 4*  т А.

-М֊., (4.14)

О
ГП4 I

3 к (Д(,-|-Д,/»Г ; ( Д.,)՞* ’
2 ь т д!

и» + 1
3 •' к л (А, 4- ААГ '-(- Л)՝"

1 I т Д։
М(П + К(I. ■■)<!■■

О
(4.15)

при 1г 0, 0 с с0| ։, О, ;0 : К.
Рассмотрим теперь частный случай

О, из (4.14)—(4.15) получим
чистого изгиба. Принимая

Л (О (4.16)

7.(0 ֊ + -ПЛ.
М (01 1М(0)

о

Компоненты напряжения и перемещения в этом случае будут

(4.17)

Таким образом, напряжения меняются во времени по закону Л/ (/), а 
перемещения — по X, (О (4.17).
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II |Г ф п ф п I

ЛЛр/р«» г>< </, у »иЬии» (•) 1։Ъ чпцчн ^п“ч ■

»/ шЪ ицч(«ч/ ЛЪ /оЛ {цПр ми»^Л^«Д ։Г<м^»։нр ЛнЛи)'ч 

/։Л»суЛ 1<{< ^ич)։ч>Г(1 /уи«у/иЪ/м^уил)
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^■/7 [>էնդ(ւ րնհ րը Հու<)1ւ[քւ<ւ օդտադործւիէէ մ է- 1/ի ւ/ահակադ ա рЛ եղանակը։ 
Տեդափո{սու ւքհերի ու ft ու ահու I ու ու fd յան մեջ iy ու ըոէն ու1րյ tn մ Լ z' անդամ, որը 
մտցնում Լ- nt դդում tfnntnnfttp յածման մեզ1

M. A. ZADOYAN

ON THE CREEP*OF  THICK PLATES UNDER COMBINED 
EXTENSION AND FLEXURE

S u m m а г у

In the present article, without using the assumptions of classical 
theories the solutions of the combined extent ion and flexure of rectangle 
and circular plates in the cases of stable and unstable creeps [1. 2] are 
given.

In solving these problems, the semireversal method is used.
The non-linear equations of these problems are to be solved by nu

merical methods approximately.
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