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В. В. КРИСАЛЬНЫЙ

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В СИСТЕМЕ ДВУХ 
МАССИВНЫХ БЕТОННЫХ БЛОКОВ

Вопрос о расчете температурно-усадочных напряжений в массив­
ных прямоугольных бетонных блоках, существенно влияющих па проч­
ность и долговечность инженерных сооружений, рассматривали в своих 
работах Маслов Г. Н. [1], Белов А. В. [2], Гвоздев А. А. [3], Аб­
рамян Б. Л. [4], Арутюнян Н. X. и Абрамян Б. Л. [5], Прокопо­
вич И. Е. [6 С|], Александровски։։ С- В. 110] и др. авторы. Однако, 
достаточно полного решения до настоящего времени этот вопрос не 
получил.

Еще меньше изучено термрнапряженнос состояние системы не­
скольких блоков, исследованием которого занимались ДятловицкиЙ Л.И. 
и Рабинович Л. Б. [II], Колчин Г. Б. [12]. В работе [12] рассматри­
вается термонапряженное состояние двухслойной полосы конечной 
длины, составленной из материалов с различными модулями упругости, 
находящейся в условиях плоского напряженного состояния. Решение 
задачи построено так, что на торцах каждой из полос остаются не­
уравновешенными касательные напряжения, вследствие чего нельзя 
считать задачу рошенной с точностью до принципа Сен-Венана.

В настоящей работе приведено решение задачи о температурных 
напряжениях в системе двух массивных прямоугольных бетонных бло­
ков с различными модулями упругости, находящихся в условиях пло­
ского напряженного состояния. Температура и каждом из блоков из­
меняется только вдоль оси у, а тем пет..турная функция Т ( у} в любой 
момент времени известна (фиг. 1).

еЛ

Рассмотрено два случая:
1) система свободна от внешних связей,
2) на длинную сторону одного из блоков наложены абсолютно 

жесткие связи (заделка в абсолютно жесткое основание).
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1. Следуя методике [1] и полагая верхний блок свободным 
(фиг. 1), запишем следующие формулы для приращения напряжений 
и перемещении, вызнанных приращением температуры Г(»;):

’.г = т.Е | т т пу Т(у)},

5У <֊? 0, ’Л'у О,

и J.(m ֊ пу) х,

(1)

(2)

(3)

Здесь х коэффициент температурного расширения бетона,
Е модуль упругости,

т — 2(2 — 5 ). п Л (֊ 5 - О \
/Л Л / /г \ Л /

/I >1
О \Т(у)<!у, 5 Т(у)у(1у>

*' (у

/» - высота блока, ;« коэффициент Пуассона.
2. I («.пряжения и блоке, вызванные контактными усилиями, воз­

никающими на поверхности сопряжения блоков, определяются фор-
мулами 

г» 
=Л У /" («<»/) COS Xi Л', (4)

1-1 

ОС

э>-֊ V / (x..y) x; cosx/x ф u — бу, (5)
J-l

-,r) = У / (X, y) a, sin x: x — hx, (6)֊
1-1

записанными при помощи функции напряжений 
о® ,

Г COS 7i X -t֊~x~ 4֊ -֊x-fj, (7)
1-1 2' 2

где 
з 

/ ‘ У ) bl ,'t< ( i/' ) •
t-] 

■>л; (>(//) СП/ch 7/# • 6v. shx;(/ ' C^iJ/chXjf/ * гЛ.,■՛/, у sh 7i у.

а, b, С.,, ак-i, bi.., C{:i и (I.ч< — постоянные, /' (п.у) и /’('.■</) первая 
и вторая производные по у,

X; —
2/ - 1

21
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По известным формулам теории упругости получим перемещения

и
1 . — 51П X (8)

V -----ГР՛ (7| Ч сох а'х аУ 
к I.՜

1
2

(9)

где ։•>։ (х) и ՝"_•(։/) произвольные функции. 
Подставив (6), (8) и (9) в зависимость 

ди <70 2(1 |- «)
ду дх Е

после преобразований получим (аналогично |13|)

У /" (^у) ՝2]'("су)^ 1 /?(711/)а|։ х։п а/ X 4(2 4՜ р) Ьх

/:[;•>. (х) 4 ■< (</)]. (Ю)

Простая подстановка показывает, что

Г" (^//) 1 2/' (М/) *г + Г^у) <г> - 0.
7.;

Тогда из (10) определяются функции 

где 7, 5 и г,։ произвольные постоянные.
В силу симметричности задачи 

« |х-0 = °- 
откуда можно заключить, что

0.
Прием, использованный в |13) для преобразования формул на­

пряжений, применим к преобразованию формул перемещений (8) и (9) 
с целью получить для перемещений на длинных сторонах блока одно­
членные выражения с одним неизвестным коэффициентом под знаком 
суммы.

Выражения и квадратных скобках в (8) и (9) запишем в следую­
щем виде:

1 1
!1/(։.;,у)Са.։<Вс| (*< </), 

Я| я-.-։
•I

Т7у) х;: :</' (7, у) У С\|7. (7., у),
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где
;«(«/</) [(1 - lOo»/ - 2</л,]сЬ я,1/ [(!-{- р.) Ьм 2cwlsh».-,y !֊

(I I1) См*, У ch а,у (1 4֊ n) dk,9iу sh а,-у.

•н (*.- у) = [(1-|- ?) («,/ 4֊ сыЪ у} — \ У р) (hi1 sh 7/ у :

4- 1(1 4֊ у) (Ai-, I (hiliу) (1 — !l) Ci-Jch у, у.

Представленные в таблице коэффициенты ал,, Ао, сы и (hi опре­
делены из следующих четырех систем уравнений:

МО) ֊ 1, ;ь(з./>) о. Си (0) - 0, :и (7,л)=о,
(0) = о, $»(«М) = 1, Zb (0) 0, <՝. (*. А.) 0,

Мо)=о, (*/ А) = 0, -з.՛ (0) 1, ;w (а, Л) =о,
(0) = 0,

Таким образом, 
при у 0

;։. (^А)֊ 0, ^(0) = 0,

по (8) и (9) получим

и — — ( 5' Си у-.- sin а, л՜ — «ал- J 
՝/-։

:и(х,А) 1.

|> (11)

50
У Си ’X, COS а,- Л' аА — 

1-1

Два блока сопрягаются по длинным сторонам без взаимного сме­
щения по поверхности контакта. Напряжения в каждом блоке опреде­
ляются как сумма напряжений (]). вызванных приращением темпера­
туры, и напряжений (4) (6), вызванных усилиями на контактной по­
верхности. Коэффициенты С.,, а и А находятся из условий на контуре 
системы и условий сопряжения.

3. Система блоков свободна от внешних связей. В этом случае 
граничные условия

при у hy
1) =ly(xrAt) 0, 2) -,V.V(.Y, Л։)=0. (15)

Условия сопряжения блоков при у О

Л(2 U) х‘ - Л=]’, I ֊,■ (14)

3) 0Jv(x, 0) = 3?л-(л-. 0), 4) -|v.։ (-V, 0) -Jv.։ (л-, 0),
5) «1(л, 0) /л. (.г, 0). 6) (л՛, 0) - г., (л-, 0).

(16)
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На грани у !>.. граничные условия будут

7) з.ч(х, Л2) 0, 8) -2^(х, Л,) 0. (17)

Кроме того, выбранная функция напряжений (7) позволяет инте­
грально удовлетворит։» условия па торцах каждого блока в отдель­
ности. т. е. условия равенства нулю главного вектора касательных 
напряжений

ь՝
101 ( - Л у)<1у 0, И) р,.։у( 1,у)<1у 0. (18)

Здесь и далее первая цифра индекса в напряжениях, перемеще­
ниях, функции /, А. и коэффициентах С . указывает номер блока 
(фиг. 1).

Вследствие однородности граничных условий 11 на (15) и 7) из 
(17) на свободных горизонтальных гранях системы блоков оба усло­
вия (18), при наличии условия 31 из (16), можно заменить одним экви­
валентным условием, выражающим равенство нулю главны՜ > вектора 
нормальных напряжений, приложенных к одному из блоков на поверх­
ности их контакта

г /
1| 3|у(.г, 0) г/л- 0 или "2у ( V, 0)ч/х ֊ 0.

*-(

При этом соблюдается равновесие каждого блока в отдельности. 'Гак 
как задача симметрична относительно оси у, то и самоуравновешенная 
эпюра нормальных напряжений на контактной поверхности должна 
быть симметричной относительно этой же оси, что позволяет брать 
интеграл в последнем условии от нуля до /.

В настоящей работе вместо условий 1.0) и И) из 118) взято 
условие

9) Ь|у(.г, 0)<7х - 0. (19)՝

|1

Таким Образом, кроме условий на длинных гранях, можно инте­
грально удовлетворить условия на торцах каждого из блоков при 
помощи девяти уравнений с девятью постоянными по геометрическим 
координатам. Поэтому для свободной от внешних связей системы 
блоков я полиноме функции напряжений следует положить коэффи­
циент Ь равным нулю.

Коэффициент а не может быть равным нулю, так как при выб­
ранной функции напряжений нормальные напряжения (5) в точке 
(± /, 0) были бы равны нулю, что противоречит физической картине 
явления.



Таблица коэффициентов ан, bu, с.,,

к 6». Cki

1 1 2 , — -- <7jj
1 — « 

- С|/ (3— u) sh ai/ichx?// (1 "■) л i՛ (3 U) sh՜' Д, h
1 4՜ 1» 1 4- « 1 4֊ J* ./(:», ®/Л) J ( !Տ 7>՜ 1

9 2 <1-,, 1-!Ղ (1 I-10 я/A ch в/Л (3 ;ւ)տհ»ւ/» (1 :՛•) Д; h sli Д? h
i -Ւ? 14 ... * ,/(1Ь «/Л) ,/(!S

з -2 л, 1 , 1 - н х/.. (1 !l) Ն /1 — (3 — 10 sh Ti h ch 2, h
1 -1 ։*■ 1 4- и 1 4- н ./(1S Д/Л)

4
9
— <Д| 1 Տ* <-н Հ՚ւ (3 ;•) sh ՛■■, և (1 10 7, h ch у, h

1 1 :» 14-1» /(-, ^./o

«чЛ) 1(1 10 Д/Л]՜ [(’3 }ւ)տհ^/ւ]յ
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Если Т (у) представить в виде алгебраического полинома (что 
вовсе не обязательно), в (12) положить £0 0, то условия (15) ֊(17)
и (19) с учетом (2), (3), (5), (6), (11)—(12) и представлений

• 4£л 8/~ •
1 Di, cos J.i х, х = —/Лч sin «։- х,

" 1-1 

х՜

где 

запишутся так:

1) -о, 2) /и(’<Л|)=0,
Т.7.{

3) /и(0)֊/.ч(0), 4) /н(О) ֊4(0),

5) C:i, kC-iii — [<7.(1 к) a sA'j (/n.. ֊ ni։);,

61 Cvm — kCw 2Dit /.., 2 \ r . .
----- /- , h£։(m n։>, 
-a/ \ aj /

7) (^ Л.) ֊ 4£>^ о, 8) 4 (а, Л4) = 0, (20)

1 °°9) а=-±-£(-1)։ :х//1։-(0>. 
' ։-1

Здесь к — —■ 
£.

Особенностью алгебраической системы уравнений (15) (17) и 
(19) является то, что коэффициент „а" нс зависит от номера члена 
ряда и определение С свести к решению самостоятельной системы 
уравнений для каждого члена ряда не удается. 11озтому решение этой 
системы может быть получено следующим путем.

Из условий 1), 2), 5) и 6) коэффициенты С|.« выражаются че­
рез а, С^кс, параметры блоков и функции о֊.,-

С:1? = В.а-кС^- О.,

С’|?| рнО Х Р2։С>М - рХе, (21)

С;зс кС.„’,',

= Р:^ - /А-..С.-Н Р8Г
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Из условий 3), 4), 7) и 8) с учетом (21) определим

С’ш = ֊ у7/а I

С22/ ֊ д5-а д61, (22)

С= диа д,)у

С\>.։1 д3!а ди.

Тогда из условия (19) с учетом (21) и (22) можно выразить коэф­
фициент „а" через функции (0) и параметры блоков в конечном 
виде для любого числа членов ряда

1 °°
“7՜2 (^и ($) 4՜ С? (0)~ '?.։/ (0) д^к -г 'С։ (0) <«в/]
' ։-1 а =------------------------------------------------------------------------ -- ----------------

1 00
1 -֊2( 1)‘ ' а.[?։/(0)'«и ' (0) дик ?.и (0)ю5։-|

‘ /-1
после чего по (21) и (22) определяются коэффициенты С*/.

4. На систему блоков ио грани у /г. наложены абсолютно же­
сткие связи, лишающие точки этой грани всех перемещений. Для 
определения постоянных С։«, См, а и 6 следует условия (17) заме­
нить условиями сопряжения системы блоков с абсолютно жестким 
основанием

7) н,(х, Л2) 0, 8) гч(х, Л2) = 0. (23)

В этом случае условия 1) из (15) и 7) из (23) неоднородны и 
условием (19) можно заменить только условие 11) из (18).

Для обращения главного вектора касательных напряжений на 
торцах нижнего блока в нуль следует сохранить условие 10) из (18), 
а также сохранить и постоянную 6. Аналогично предыдущему случаю из 
условий (19) и 10) из (18) выражаются независящие от номера члена 
ряда коэффициенты а и Ь через С/{<> * последние определяются из 
остальных условий через а и Ь и подставляются в выражения для а и 6.

11осле определения „а“ и „6“ находятся коэффициенты С.՛,-.- 
Существенно упрощаются вычисления, если

/«1 = 1 М (24)

При этом вычисление коэффициентов ам, Ьм, са/ и с/,./ производится 
только для одного (например, верхнего) блока. Для другого блока 
берутся те же коэффициенты, но «.<, а-.։, Ь\,, Ь>/, си, с? , (/:< и г/ц из­
менят знак на противоположный.

При наличии условия (24) упрощается и вычисление функций
Так, вместо четырех функций . |0), (0), (?> Л>, 

учитывая зависимости
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^«1 (0) = ;.ч1։‘л),

•-.ДО) = -։.(т,/|).
<,(0) ^Да.Л). I

?3Д°) “ -зД’/А). ^;<0) = ^(7։Л), (25)

АД0) = ~'аД’Д»), •^(0) = у;<7,л),

листа точно в։»։ числить

— ци и (0) - з. (А*. ; с։()

только для одного блока.
Для другого блока остаются тс же функции, по знаки ((0), 

(0), (0) и •>., (0) изменятся на противоположные.
Зависимости (25) справедливы в пределах одного блока при 

любой его высоте.
В качестве примера рассмотрена система блоков, жестко связан­

ная с основанием при равномерном повышении температуры верхнего 
блока ни один градус. Для вычислений взято / 8 ,и, Л։ |Л.| •1.ч,
А՝։ 2-10՜ кг сас, Л'֊ —2.5-10 кг слг. Эпюры упруго-мгновенных на­
пряжении показаны на фиг. 2.

Фиг. 2

5. Учет ползучести бетона при определении температурных на­
пряжений в системе бетонных блоков производится при помощи на­
следственной теории старения, созданной Масловым Г. Н. (14), Ару­
тюняном Н. X. [15] и развитой Прокоповичем И. Е. |16|, Манукя­
ном И. И. [17|, Александровским С. В. [10] и др.

В рассматриваемой «»даче влияние ползучести на напряженное 
состояние еи<?Агмы блоков выражается и зависимости постоянных по 
геометрическим координатам

С«., а и А (26)

от времени, т. е. вместо ковффвциентов упруго-мгновенной задачи
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(26) в выражения для напряжений и перемещений войдут функции

ЛЮ, а* (О и 6*(0. (27)

Так как в (20) все условия, кроме пятого и шестого, от ползучести 
не зависят [15], 116], то в них следует только заменить коэффициенты 
(26) функциями (27).

Условия 5) и 6) в (20) от ползучести зависят, поэтому, приняв 
закон изменения модуля упругости согласно [ 15] п виде

£(-.) £(1 ),

а выражение для полных относительных деформаций согласно [16] н 
виде

б(/, т) 1 £•(֊} 1 Н(т)[] - е֊^֊-']:,

вместо условий 5) и 6) получим следующие условия:
<х>
х’ С... (!) «< $т а, л- «а* (/)л- 
»֊•I

<0
С'.н (!) »,• $|п а, х — ца* (!)х 

। I

ч- С । ( : Г) л
I I

''>(!, ") г/- ~ ’ [™г(0 — М, (/)] X,

1 ” . Г* -
—----------- V Сг-. (/) 3/ соя $ х | \ С .-и (') ъ сон 3, Х'н (!, Т <!֊.
*1 ՛։) I » у ։'—I

। «*> г;°°
С л. (/) а, СО$ 1, А- I 5' (’..:.• (••) 2; СО5 з, А'< (/, ■ )(!'.

3 |4-1П1(/) (1 ։՛■)( [Л ('/)- Л( (/)](//; ;•
I 2 .? |у. 01

Здесь т возраст бетона, — время укладки верхнего блока 
(время укладки нижнего блока т 0).

Решая совместно систему (20), записанную с учетом ползучести, 
получим необходимые функции от времени С.;(!) и ал(!) для опреде­
ления напряжений в свободной системе блоков.

В случае, когда система блоков стороной у /;3 связана с абсо­
лютно жестким основанием, используем гу же систему (20), записан-
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X

ную с учетом ползучести, в которой условия 7) и 8) заменяются 
следующими условиями по (13) и (14):

1 -[У СяЛОа^па/х - р[аЧ/)-ь6*(ОЛ2]х

со

տ՜ա а* х — յւ խ՜' (՜) 4՜ 6* (՜) /ь] .г Կ{(, ՜) ժ՜ =

'4™շ(0 4՜ ո.չ{է)հձ х,

; ՜, -! V Йи (О V соя а, х ам (է) հ.Հ — ձ* (0 [(2 4~^)х2 
'•>(*) 1ւ—ւ

00

Ն ՇՕՏ <Կ X а* {--) և, + -֊֊ ծ* (•) [(2 4֊ Ի) №

> ք'շ(է, ’)</' «] !«• /п.,(/)А2 | -ул.,.(/)А5 4

Ւ -֊■ ո2 Ա) № — (1 փ|0 | 7’,( у) <7

Как и в случае упруго-мгновенной задачи, добавляем условие 
10) из (18) с заменой (26) на (27).

()дссский ннж£11срно*строят>'льцый 
институт Поступили 24 VII 196Տ

•I.. Վ. М‘М1 Пол­

ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԸ ՕԵՏՈՆՅԱ ԶԱՆԳՎԱԾԱՅԻՆ ԵՐԿՈՒ 
Н1.П ԿՆԵՐԻ 11ԻՍՏԵՄՈՒՄ

'/՝/։ տ.ար կվու մ Լ տե դադ ոմ տն տ >Ո րր ե ր ժամկետներ ՈւՆեդու] րևէոոնյա երկու, 
երկար ոէ դդանկյուն բլոկների ոիէէտեմում >արթ շերմարորվաձային Հիճակրւ 
!'րէկներր (ծ ր. ր ւր! ո > >է են երկս>ր կողմերույ' կոն ա ա կ ւո ո։/ին Ո ակե րեու ււկ 
սւ ււ ւո նէք փ ոխ։ոդարձ սրե դո։ փո/։ւ Ո> էքների է

Դխէէ ար կվում կ երկու դեււ/ր.

I) էւխւէոեմր' էորււոսէ Է էորաւոբրն կապեր(էց,

2'ք րրյկներիր մեկի երկււ/ր կողմր կւոո՚վաձ կ րարարձսւկ կոշտ Հիմնա- 
տակիր:

երմաւէաիճանի :իուիոիւմուն սրոտհէէէոով ւսէււս^սււրււծ լւորումների աճերր 
աո անձին րւոկոէմ որոշվում են հայտնի բանաձևերով:
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հոնաա կաա յին ուժերից ւաւաջա g ա ր) րորումներր որոշվո ւմ են համապա­

տասխանորեն ընտրված լարման ֆէէւնկցրանե րի մ իջոցով, սր/ւնր րա վարարում 
են կււնւոակաային մակերէււոյթի ե եղրաղծերի աղաա կողմ երի վրա ղ ու и ւ // / րրրհ 

ունեցող պայմաններին: ներքին ճիղերի h ւոեղափււիւէւ:մների վրա սողքի h ծե­
րացման աղղեցա^յունր որոշված ե. If ա и լո վ - Հա ր ո ւթ յո էնյան ի սւեսւսք]յան օղ֊ 
նււէթյա մր <

V. V. KR1SALNY

TEMPERATURE TENSION IN THE SYSTEM OF TWO MASS 
CONCRETE BLOCKS

S u m m a г у

A plane thermo-tensioned condition of the system of two long 
rectangular blocks made of concrete and placed at different periods 
of time is examined. These blocks are conjugated by their long sides 
without mutual displacing on contact surface. Two cases are taken 
under consideration:

1. the system free from outside bonds,
2. the long side of the block is connected with the absolutely 

rigid foundation (base).
The determination of stress increase in a separate block that de­

pends on the change of temperature is done according to the known 
formula of G. N. Maslov.

The stresses from contact forces aro determined by means of pro­
perly selected function of tension that satisfies the conditions on con 
tact surfaces and on the free sides of outlines (contours).

The influence of creeping and aging upon the interior stress and 
transference is taken into account by Maslov-Arutuniara’s theory.
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