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К) К. ЗАРЕЦКИЙ

ПОЛЗУЧЕСТЬ СЛОЯ ДВУХФАЗНОГО ГРУНТА ПОД 
ДЕЙСТВИЕМ МЕСТНОЙ НАГРУЗКИ

§ 1. Постановка задачи

Рассматривается напряженно-деформированное состояние двух
фазного грунта слоя конечной мощности Л, находящегося под дей
ствием нагрузки е/(г), распределенной по площади круга радиуса 
г а (фиг. 1).

Система уравнении, описывающая напряженно-де формирован ное
состояние двухфазного грунта
пиопные свойства и свойства 
зучести „скелета" дается 
ме [1] 

в

1^4'(0-г (!'■ 4-') и, * (Й
(/ 1,2,3)

и учитывающая одновременно фильтра- 
пол- 
фор-

Фнг 1 Расчетная схема

> /о.

” у-рНА-.»
3/г,֊|. Ор 

(И

Здесь ц, а, /, 3 интегральные операторы Вольгерра вида

—
!՛■!/( 0 :1о У (к) -)р (-) и-

»
•

1»
г/»

а„ \К,Л! -■> у (-֊}<!-■ 
V

(1.2)

- — э —
! —_(а 9ц)։ 3

70

Кроме того, л,, 15, 6՝, постоянные Ламе, к коэффициент фильтра
ции, ‘,1. объемный вес воды, п — пористость, объемный модуль 
сжимаемости внутрипоровой жидкости.

Рассматриваемый слой грунта мощности /? характеризуется двух
сторонним дренажем и подстилается скальным основанием.

В соответствии с принятой системой цилиндрических координат 
граничные условия задачи формулируются следующим образом:

1. при г 0 и- 0, 1г; 0, р 0, (1-3)
2. при 2 Л 0, =„ — 7 (г), Р 0. (1.4)
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Отметим, что совершенно аналогично может быть рассмотрен 
случай „прилипания“ слоя грунта к скальному основанию (при г 0 

смен։,синя и, 0) и случай одностороннего дренажа | ' 0 при

г 0).

В дальнейшем дли получения замкнутого решения примем про
стейшие предположения относительно свойств двухфазных грунтов 
основания. Будем считать, что ннутрнпоровая жидкость несжимаема 
{■/w - ), а ползучесть „скелета" характеризуется постоянством ко
времени коэффициента Пуассона • const. Последнее соответствует 

условию равенства ядер операторов « и 2. т. с. Knit) АЧО 
|2|. Резольвенту этого ядра будем обозначать ()(!)•

Решение системы уравнений (1.1) представим в виде

щ (1 (>)<?/»-<’. 5„ ^Ч э);\ (1.5)

где nJ"1 и соответствуют мгновенному состоянию двухфазного грунта 

основания и удовлетворяют всем граничным условиям,
w;” и :'{՛ соответствуют состоянию при / > 0 и удовлетворяют ну

левым граничным условиям.

§ 2. Мгновенное, напряженное состояние консолидируемого грунта

Для получения выражений мгновенного состояния 5}|я и двух- 
(ранного грунта необходимо, как это следует из >1.1) и (1.5), п соот
ветствующей у пру юн зидаче положить коэффициент Пуассона рав
ным 0.5.

На основании работ (3—6] и условия • - 0.5 будем иметь

(,h^.chMch(-p)-(z^),h,sh(>.^

/г J Л / — sh л ch >.

(•2.1 >

(2.2)

0։<в

Сумма гля&ных напряжений мгновенной задачи выражается и форме
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§ 3. Определение порового давления

Функция порового давления 

I 

P(r, z, М p(r, z, /) \ Kit, ~)р(г, г. ^(1՜ (3.1)

определяется, исход;։ из (1.1), как решение уравнения

с^Р с (3.2)
(И 1 '>

при граничных условиях

Р р 0 при z = 0 и z — 1։ (3.3)

и начальном условии

Решение уравнения (3.2) записывается в форме

•V В л
Р(г, 2, /) г'<//■■’ | р'(г, г', О, О’, 2,г, /)/^")(г', г"\<1г'. (3.5)

•7 V •/II -кН

Функция Грина Г (г, г , О, О', г, г', () данной задачи может быть 
представлена в виде выражения

где
А’՛“՛ — г | г'- — 2гг' cos (О — О').

Подставляя (3.6), (3.4) и (2.3) в (3.5,1 и учитывая значения следую
щих квадратур 

к- 

—с

2. 2п i е Л(»г)/։, (дг') а<Л — е ՝ ‘
J cl \2ct 1
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4. \ кт (2 | сЬ / г ।(Ь‘ А ————— (1 сЬ '■),
? \А / \Л / /-'•֊Ь(л-)-
1>

(при п = 1, 3, •

получим окончательно

п՜
ОО П Х1П 2 ։

X 1 У֊' '!'</'• (3.7)
я-1.3 {п~У |

Теперь уже нетрудно определить и пороное давление, если разрешить 
интегральное уравнение (3.1) относительно р (г, г, /). Резольвенту 
уравнения (3.1/ будем обозначать С? (/, ‘1.

Тогда будем иметь

(3.8)

Здесь обозначено через

л-..л;г.= , ։ ( —

Г О с (2е

а функция /1 ( > ) задается соотношением |2.2). В важных 

(3.9)

частных

случаях эта функция принимает значения

а)

б)

в)

/1 ( ) - у ֊' Jl | а— л ] при (/ (г) <) — сопз1, (3.10а)
\ п / \ Л /

(У
р 
2г.

в случае приложения сосредоточенной силы Р,

(3.106)

Д( л | = 2/.(/ ].. ( а при </(/■) ( 1 ~г )’ (3.10а)
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Можно показать при условии 0(')</"Р что несобственный вн-

<>
теграл (3.8) сходятся равномерно относительно своих параметров 
и является непрерывной функцией переменных 2 (0 г Ь) и / 
(0</<_оо).

Полученное выражение для пороного давления (3.8) удовлетво
ряет граничным условиям. Проверим выполнение начального условия. 
Для этого и (3.8) положим / О

выражения (3.8а) и (3.4) совпадают,Чтобы показать, что

(3.8а)

представим

функцию ch / -- ' | в промежутке (О, Л) н виде ряда 
\ Л /

l֊v —
ch/ z) 6nsin~2 (3.11)

V /։ / п Тэ. ,։

«
л

Ьл = ֊$ I ch ( z ) sin П zdz — 2~ (1 ch >) — П---- - (3.11а)
Л J \. /i / Л /•"՛ 4֊ (л-)՜

о

Учитывая (3.11) и (3.11а), нетрудно теперь выражение (3.8а) привести 
к виду (3.4).

Таким образом, найденное аналитическое выражение для поро
вого давления в слое консолидируемого грунта при действии местной 
нагрузки отвечает всем поставленным граничным и начальному ус
ловиям.

В табл. 1 приведены значения функции /?(/) " р!I), определен-
Ч

НЫв для глубины 2՜ А 2 при /- = () и действии равномерно-распреде
ленной нагрузки (/—const. При этом ядро ползучести принято н 
форме Q(/) - '<■

Как видно из таблицы, поровое давление но времени сначала воз
растает до некоторого значения, а затем надает до нуля. При этом 
время наступления максимума и его величина зависят как от филь
трационных свойств и свойств ползучести грунта, так и от размеров 
области приложения нагрузки и мощности слоя. В том случае, когда 
„скелет“ грунта не обладает свойствами ползучести -ас), поро
вое давление сразу падает от начального значения до нуля.
3 Известия ЛИ АрмССР, Механика. № 6
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Таблица

Таблица значении р(/} р(.*) при —1 ~
9 1 Г

/.
Й

с
н* *1

МЛ
0 1 10 10 11Р «I

0.5

0.1

0.01

0.1
0 01

0.1
0 01

0.658 
0.658 
0 658

0 658 
0.658 
0.658

0.024
0.1ь2 
0.179

0.435 
1.055 
1.081

0
0.062
0.150

0.024
0.909
1.58

0.19 10
0.061

0 -л
0 25 10
0.649

0
0.19 10 ‘

0
п -3
0 19-10 ‘

0 
0
0

0 
0
0

5

106 
0.1 0.1

0.01
1 ~

0.01 0.1
0.01

0 684 10՜1
0 684-10՜*
0.681 10
0.684-10՜'
0.684 10
0.684-10՜

0.605-10 '
0.143
0.146

0.606-10 :
0.129
0.132

0.432 10 1
0.405
0.608
0.605-10՜ 1
0.436
0.711

0.42-10 '
0 782-10 ՛
0.533

0.432-10 ‘
0.510
3 66

0
0 ֊4
0.427 10

0.42-10
0.48-10-’
0.055

0 
и
0

0 
0
0

$ 4. Определение тензора напряжения [з '?] и смещений ։//'

Компоненты тензора напряжений з);-1 будем искать в виде 
г

^|'(Л« Л»д)^+(1 Пл

• и 1 — 2*

а смешения 
։

Н и 2(1 Ч А-
•» I.1 11 2' дг~

и

где />(՜.) 
вида

дается выражением (3.7), а •> бигармоническая функция՜

9 (ЬС)^' 

л
X , /-1., (/) йЬ / г

/!,(/) яЬ/аг А.. (/)сЬ/2 /г><

Л,(/>с!иг )| ■' ''г' *1.
/ I А7 I

Функции /1..(/), 
четырех условий:

Л.Д/) и /4,(0 определяются из следующих
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1. з‘б==0 при г — 0, 2. при г - О,
(4.4)

3. г9) — 0 при г /г, 4, м'Л* О при г — А.

Указанные условия вытекают из граничных условий (1.3) и (1.4), а
также ввиду того, что з՛1,՛ и ։? ' тождественно удовлетворяют (1.3)

и (1.4).
После ряда громоздких выкладок получим

А(0 (1 — '2'}л- (1 — 2м) (4 • с!»' I $Ь ' ($11 / — /)
/• (••. с/)

(1 — '0 6’0 / я'п > с!։ >

АЛВ = л Т/- /'<л- с,}' А‘=0՛ 
(1 - *) о»

АМ =֊ сЬ>-
(! — •') (7,, /■ — $Ь л с И >■

/г|/, С/),

где обозначено

.$!> > (1 д / а
$11/сК>- X Л

(4.6)

Теперь нетрудно записать окончательные выражения для составляю
щих суммарного тензора напряжения [=;. (/)] и компонент смещения 
М/(0.

Для краткости выпишем лишь вертикальную составляющую сме
щения н-{1) при : !։. После ряда преобразований будем иметь сле
дующее выражение для осадки слоя конечной мощности

/1 -

г ։(г’0У')—~| Г И1
2(.ь,К \Ь / !— $1ис11' I

4(1-2,)
< $11 / с В ■՛

(4.7)

Здесь (1»ункц,ия ?.,(<, /) определяется по-прежнему в форме (3.9), Най

дем значения осадки основания и „стабилизированном“ состоянии. Для 
этого в формуле (4.7) устремим I —' .В результате будем иметь
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5(г, ©о)

х11+4(1_2,)
л зИлсп'

Теперь покажем, что существует следующее равенство:

у п'--՜____ 1 >. эй ■ си ՛

п^. -Р 57 (1-ьсь7г
(4.8)

Действительно, воспользовавшись известным равенством Парссваля 
применительно к ряду (3.11)

будем иметь

' (). ай I ей/ ) 4(1 с1| / )'* у---------—------—г

. .֊ 1';
откуда непосредственно следует (4.8).

Преобразуя затем (4.7а) с помощью (4.8), получимсоотношения

(4.76)

В случае, когда свойства ползучести у „скелета" грунта отсут
ствуют (СИЛ1 0), „стабилизовавшееся* значение осадки совпадает 
с упругим решением. Так. например, при действии равномерно-распре

деленной нагрузки но площади круга г .4 | >■ ՝| </'" /.^ | ) 

будем иметь
«Л

х(г, зо) (4.41

что совпадает с решением, полученным в работе [4].
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Рассмотрим некоторые численные подсчеты, проведенные по по
лученным выше формулам, принимая </ (г) <7 const и (?(/1 ;-е ՛՛.

Для этого случая формулу для осадки запишем в форме

Результаты численных подсчетов показывают, что перекос штампа 
во времени возрастает, достигая некоторого максимума, а затем па
дает до первоначального значения. Последнее легко объясняется, исходя 
из того, что скорость осадки под центром гибкого штампа больше, 
чем под его краем.

Очень важно также знать среднюю интегральную величину осадки, 
которую можно определить, исходя из соотношения

и

2՜ 5 (г, () rd г

= —---------- ;-----------  (4.12)
~<г

В соответствии с этим средняя осадка подсчитывается также по 
формуле (4.10), но функции и •՛• (/) принимают значения

В табл. 2 приведены значения степени консолидации U
Sep ( )

слоя конечной мошности при действии на его границе равномерно- 
распределенной по нлошади круга г а нагрузки g в случае, когда 
грунт не обладает свойствами ползучести (Q(0 0).
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В табл. 3 приведены результаты некоторых расчетов степени 
консолидации грунта, „скелет“ которого подчиняется закономерностям 
наследственной теории ползучести с ядром <2~ *>е՜ ' .

7'оолгги« 2

Таблиц« значений степени коцголидацнн слоя с.՛՜ при <։ со
X.; (ОС)

*г — « щ
с/ и-

10՜ ' 10՜ 4 иг- ю ՝-■ 10 1 1 10 «о

0.5 П.5 0.572 0.573 0.581 0.628 0 773 0.99? 1.00 1 .00 1.00
1 .0 0 5 0 57-1 0 574 0.577 1) .,<»•) 0 689 0 901 1 .00 1 .00 1.00

0 5,0 0 $ 0.715 0.745 0 745 0.7-17 О.7ь5 о 82 7 О.'Мл О.ччо 1 00
10.0 м 0.8В 0.814 (1.8’4 0.815 0 821 <• 863 0.937 0.987 1.00

0 5 0.75 0 785 0.787 0.7'1 0.814 0 886 0.973 1.00 1 .00 1.00
1 3 1 0 0.75 0 7>3 0.784 0.789 0.800 П 883 0.951 1 .оо 1.00 1.00

5.0 0 75 0.873 0.873 0.873 0 87-1 0.883 0.914 0.072 0.999 1.00
10.0 075 0.907 Н.907 0.907 0.908 (1 910 0 925 0.970 0 994 1.00

Таблица 3

Таблица значений степени консолидации
1»։

Й 1 1> 0.1 ֊

(1 1 1 ՛«
_?т _______________

10- 10 1 10* ' >.՝

11՛ 1>ДМЧ 0.131 0.630 0.999 1 1 1
111 , 0.1П 0 469 0 ни] 1 1 1
111 - 0.015-1 0.0" 8 0.388 0.715 0 995 1 1
И) 0 "1:4 0.095 0,:ы 0 5’»:> О 755 (• 995 1

Ю 0 0451' 0.135 II 5-15 0.9:18 0.999
1

1 ; 1
10 0.0151 0 1,՝.1 и. 595 0.82) 0.9-13 0 099
10 11.0151 0 13.3 11 409 0.765 0.812 0 "43 1
10 0.0151 0 133 (' 498 0.71՛։ ՛::. 7:.; 018421 1

10 : 0.0Ж 0.151 О (>48 II № I 1 I 11
10 ; 0.038.; и. 1-1 I 0.5'6’ и 095- I 1 I 1
10՜ - О Г:8.: 0.1 ֊7 0.52ч 0.873 П 'Ю7 I 1
10 ' <>.1!;32 О.ГЗ 0.514 0.798 0.888 0.997. 1

Ю ■ 
1?-.| 
I!. -
Н)

0 0682
0 0582

0 157
0 155

0 60$
П. 585

0.969
0.010

0.999
0."71

!
0 999

0 (1682 0.155 0.582 0.882 0.921 0.972
|0.0о82 О.155 0.875

1
0.881 0.921

I
I 
I
I

фиг. 2 приведены некоторые
мошности.

Наконец, ни
Фики консолидации слоя конечной 
честь „с; еле та“ »рунта.

сравнительные три
у ч и т ы ва юш не и олзу
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Фиг 2. Записиv.iH in степени хонсоли-
даиии сдоя Г՜ о։ »речей»

1

3.

§ 5. Принцип Н. X. Арутюняна для двухфазной среды

В тех случаях, когда свойства грунта таковы, что можно принять 
=const (или что то же при A'U)) и сжимаемостью
воды пренебречь а!;. - ос, решение задачи ползучести двухфазных 
грунтов может быть легко получено из решения соответствующей 
задачи при /С(Г) 0.

В этом случае, как нетрудно убедиться, уравнения (1.1) будут 
удовлетворены, если принять

а«(Н «,.(/) л.,г. „ ч- [ <2(/ - “)««•(•) А(п., А <5.1)

1«

где tit (/) ՛%,)., смещения п аналогичной задаче, но нс учитывающей 
ползучесть „скелета грунта" (.<(/! 0); (?(/) резольвента ядра
К(П интегрального уравнения спстояння.

Действительно, подставляя 1,5.1) к верхнюю строку 1,1.1), будем 
»меть

л1г; п4- (1։..4- ',|)ш .V/ Л И...- (-5-2)

Левая часть написанного соотношения равна по предположению 

1 '/<(••) " ’
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При этом функция р ■■ определяется из решения уравнении 

сА> °Р- (5.3)
()t

Функция же Р (i) при v const и «ц. —>.ос является решением урав
нения того же тина, что и уравнение (5.3)

Поэтому, • •ели граничные условия для порового давления постав

лены вида — 0 и р — 0, то решения уравнений (5.3) и (5.4) тож-
оп ■_ ■-

дестпенно совпадают, а соотношение (5.2) превращается в тождество.
Таким образом, можно сформулировать обобщенную теорему 

Н. X. Арутюняна [2] для двухфазной среды. В случае, когда коэф
фициент Пуассона „скелета грунта" не меняется во времени (* const), 
а поровая жидкость несжимаема (7,;. • ), смещения находятся по
формулам (5.1), напряженное же состояние с учетом ползучести „ске
лета" будет тождественно совпадать с напряженным состоянием, най
денным в предположении, что Л (/) ” 0

ii} (5.5)

I 1оследнее справедливо, если граничные условия поставлены в
- (>Р о напряжениях, а граничные напоры заданы вида: лиоо V, лиоо 

(in
Р = 0.

Вт. Կ oiU'biJhb

հք՚ԿՓԱՀ, 8Ն1ԱՈքԼ1՛ obPSb ԱՈՀՔ1' Sb'l.llJiU.b Bbllb Աք),Դհ»Ո1’ԹՅԱՆ Wi

II. մ փ в փ в i մ

Հէէղվածամ դիտված է երկֆազ րնահողի /ւ հդոբէո թ(ան շերաի րսրվածտ՝- 
դեֆսբմս/րիոն վիճակը: Աղդ շերտի մսւկերևտղթին կիրառված է г (I շաոա- 
‘քիրք ունեցող շրջունի մակերեսով բաշխված (/ (Г) /'/'•"£•' է, շերտում
ծսէկուոկենու(ին է\նշման մանրամասն կերրէւծ ո* fd յու նր ե որոշված շերտի 
նստվտմվէր: քքուցադրմ ան համար բերված են մի բանի թվտլի՚էւ րս ծ ու,մեե րէ
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THE CREEP OF A LAYER OF TWO-PHASE SOIL UNDER THE 
ACTION OF A LOCAL LOAD

S и m in з г у

This paper considers the stress-strain state of a layer of a two- 
phase soil of „||M thickness.

On the surface of this layer the load 7 (r) distributed on the area 
of a circle with a radius r a has been applied.

Detail analysis of porous-pressure in the layer has been mad«՛ and 
the settle nent of th- layer determined. For the slltistr.tt 1՛ >f the theo
retical solution some examples have been computed.
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