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Л. А. ХАЧАТРЯН

УСТОЙЧИВОСТЬ КРУГОВОЙ КОЛЬЦЕВОЙ ПЛАСТИНКИ, 
СЖИМАЕМОЙ РАДИАЛЬНЫМИ СИЛАМИ. ПРИЛОЖЕННЫМИ 

НО ВНЕШНЕМУ КОНТУРУ

Рассматривается задача об устойчивости круглой кольцевой пла
стинки постоянной толщины, сжимаемой радиальными силами, равно
мерно распределенными но внешнему контуру, когда внутренний кон
тур свободен от нагрузки. Эта задача исследовалась рядом авторов 
|1. 2], которые ограничивались рассмотрением лишь осесимметричной 
формы выпучивания пластинки. В настоящей работе эта задача решается 
при несимметричной форм? потери устойчивости, когда выпученная 
срединная поверхность пластинки имеет один узловой диаметр, г. е. 
антисимметричную форму потери устойчивости.

Рассмотрим круглую гонкую пластинку радиуса и с концентри
ческим отверстием радиуса />. сжимаемую радиальными силами интен
сивности Р, равномерно распределенными по внешнему контуру.

Как известно [3], уравнение устойчивости пластинки в полярных 
координатах имеет вид

/;лдм. = - 77.x.

где [) — цилиндрическая жесткость, 
кие погонные усилия,

■и» прогиб, 77, Т',, 3 внутрен-
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Внутренние погонные усилия определяются из решения задачи 
Ляме [4]. В рассматриваемом здесь случае для внутренних усилий 
будем иметь

а

2 . ■^и՛
г ОгбЬ

Подставляя выражения (4) в уравнение (1) и учитывая соотно
шения (2) и (3), получим
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где

Л А Хачатрян

(5)

(Ь)

Приведем выражения для нагибающих и крутящего моментов и 
перерезывающих сил, необходимых для рассмотрения граничных усло
вий задачи

Mr D(/-} 4֊ jv/.и), ֊ — [) — (Au՛),
dr

Mr. - D(x„ + Q, - D-'- ֊֊ (Ato), (71
r (tfl

Vr^Q,--^.
2 r dk

где V, обобщенная перерезывающая сила на линии г const, 
•ь— коэффициент Пуассона.

Рассмотрим два случая закрепления внешнего контура пластинки: 
шарнирное опирание а заделка.

В случае шарнирного опирания имеем следующие граничные 
условия:

при r = a w — 0, ЛЛ=-0,
при r b Mr о, /, =0, 

а н случае заделки имеем

п Лпри г = а а» — U, =0, 
dr

(9) 
при r b М-0, К = 0.

Как видно, для решения поставленной задачи необходимо решить 
уравнение (5) с граничными условиями (8) или (9).

Представим п» и виде

ш(г. 0) = IF (г) cos (10)

где п целое число, представляющее собой число волн выпученной 
срединной поверхности пластинки в окружном направлении.

Подставляя (10) в {5.1 и заменяя
зг — .V, (11)

получим относительно IF (лг) следующее обыкновенное дифференциаль
ное уравнение

*• Г1՝՜ -Г 2to №' -г ',х= - [л (п — 2) + •■;] ) л-= W f

- |х֊ ;֊ |л(л- 2) ֊ »;)) хК- - Ла[ха (2ла+2л 3-v«)j 1Г=0, (12) 
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где

'<•; 1 (/г ])“ а-})- . (13)

Краевые условия для П (л՜) получим, если с учетом (11) подста
вим (10) в (8) и (9). Тогда для шарнирного опирания, после некоторого 
преобразования, будем иметь

1. 1Г=0, I
При X 'О

2. хН" ДГ 0, )

3. хЧГ-ихГ н-?1Г-0, । (14)
,,, . при х — т-Ь.

4. х’1^ -[(2л--р1) н(п2֊1)]л-1Г | Зл֊1Г 0,՛

В случае же заделки остаются те же условия, кроме второго, 
которое заменяется условием

1Т 0 при х ֊ зл. (15)

Общее решение уравнения (12) при произвольном значении п 
весьма трудно найти. Однако, при п 0 [1] и п — 1. соответствую
щих осесимметричной и антисимметричной формам выпучивания пла
стинки, это уравнении решается достаточно просто. Для того, чтобы 
полученные ниже формулы, определяющие критические значения сжи
мающей силы, были бы справедливы и при п 0 и ври п 1, посту
паем следующим образом.

Рассмотрим уравнение

х’1Г,; 2л-ЧГ 4-{г֊[п(л 2) | ՝4]}х'-’1Г -

|.г • [л (л - 2) - '<]! х 1Р — [л''х”‘ — л ( л — 2) (*л — 1)] 1Г— 0. (16)

Нетрудно проверить, что при п -= 0 и л = 1 уравнения (12) и 
(161 совпадают. А общее решение уравнения (16) можно найти при 
любом л. Действительно, заменой

1Г ֊"г-г (17)
X 

уравнение (16) приводится к виду 

х-|л‘"'Д | х? (х- Д)г]' (л 1) [х’-г" хг ֊г (х՛ •-՛*“) г] 0.(18)

Далее, заменой
Л<-" Х2 X (^-^2=;/ (19)

получаем
лч/ Н (л 1) у/ 0. (20)

Интегрируя последовательно уравнения (20), (19) и (17), найдем 
общее решение уравнения (16). В этом решении нас будут интересо
вать только случаи п 0 и п — 1. Чтобы не усложнять выкладки, не
которые постоянные интегрирования можно определить предвари
тельно.
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Из уравнения (20) имеем

у - Сх։“л, <21)

где ('—постоянная интегрирования. Нетрудно показать. то для рас
сматриваемых здесь задач эта постоянная равна нулю. Для этого до
статочно в уравнение (191, с учетом (21), подставить значение z со
гласно (17) и воспользоваться граничными условиями (14). Причем, 
при п 1 надо учесть четвертое условие (14), а при п 0 следует 
рассмотреть третье и четвертое условия одновременно. В результате 
этого из уравнения (19) будем иметь

z= CJ (х) + С.У |л>, (22)
’л 'и

где J (х), ) (х) функции Бесселя первого и второ։՛՛.՝ родов ин-
“՛: '.'I

декса а из уравнения (17), с учетом (22), получим

Теперь, удовлетворяя первому условию (14), получим

1Г(х) х’Пс,;. (Л-) СТ, (х) </v ■ (24)
,1 , " п хя
••а

Для определения входящих в выражение (24) постоянных инте
грирования С\ и С. следует использовать остальные граничные усло
вия. А именно, в случае шарнирного опирания второе и третье ус
ловия (14). а при заделке —третье условие (14) и условие (15). Под
ставляя выражение (24) в указанные условия, для каждого случая 
закрепления получаем два линейных однородных уравнения относи
тельно неизвестных постоянных С и С...

Приравнивая нулю определители указанных систем, полу ։им 
следующие трансцендентные уравнения для определения критических 
значений сжимающих сил:

в случае заделки

=
K.Jaa) " : (։W у ]{1Ь,

7 6 л

в случае шарнирного опирания

ЧуД7а) +J 
па п

.] (ла)
п

/,-11’4)
(26)

у (։о) + у 
аа * ”

п ~|L Г. (ii) Л.֊1(^) Л
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Еще раз отмстим, что выражения 1'25) и (26) енраведлины лишь при 
п Ойл 1.

Для определения критич* < кого значения сжимающей силы из (25) 
и (26), поступаем аналогично [1 |. т. е. при фиксированных значениях 
п и н задаемся значением >.■ «, и из выражения (13) определяем

>6 I < Ö» 1F- с?7)

Затем находим правую часть уравнения (25) или (26). После ятогп, 
учитывая, чт՛» ш -/» >, определяем то наибольшее значение ' • 1
(•■и • ■.։։<• I < : ЮЩ<М иикмгш.ш՛-му Н1ЛЧеНИК» критической силы), при КО* 
тором леная часть уравнения (25) или (?(») становится равной ранее 
найденному значению правой час г;։. Тогда, в силу соотношений (6) 
и (27), критическая сила будет определяться формулой

D - (о 1.
<г >*՝

• •՛!. (28)

Таким образом, задаваясь каждый раз значением >г։, можно опре
делить некоторое значение ՛ Ь а и соответствующее им значение 
критической силы.

Результаты некоторых вычислений приведены в табл. 1 о. При
чем, таблицы 1 — 4 относятся к случаю заделанной пластинки, а таб
лицы 5 и б—к случаю шарнирного опирания.

В первых строках таблиц приведены наименьшие значения крити
ческих сил для сплошной пластинки (՛ 0), взятые из работы [5|.

7’волиуи 1 Таблица 2 Таблица 5
п-0. > 0.3 п = 1. ? 0.3 П 0. U 0.2

'« * Ра- D ‘я - Ра- О "'я '֊ Ра- D

0 14 68 0 26.37 0 14.68
7 6 0.1612 13 5414 9 4 0 2003 25 4229 7 6 0.1585 14.0174
54 0.19% 13 5601 52 0 2082 23 0452 5 4 0 1960 14 Ü868
32 0 2812 14.5586 3 0 4228 22.9669 3 2 0 2759 15.1696
2 0 3807 17 6980 4 0 5397 29.1907 2 0 3755 18 2820
3 0 2423 25 0126 5 0 6014 37.0553 3 0.4877 25 6393
4 О 5589 33 0168 ь 0 6425 45.5UM 4 0.5552 33.6625
5 0.6054 41.4835 7 0 6728 54 3995 5 0.6023 42 1542
6 0 6404 50.3450 8 О.ЬОбь 63 6548 6 0.6378 51 0433
7 0 66811 50 5778 0 0.7160 73.2095 7 0.6658 60 2907
8 0 600b ьо 1033 10 0.7323 83 0272 8 0 6886 69 8694
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Таблпуи •/ Таблица 5 Тиблицп 6
п 1. И 0.2 п֊(). ч 0.3 п 1. 0.3

/ Ра:О ■>„ .■ । р,-в - р^.о

0 26:37 0 1 4.196 | 0 13.36
9 4 0.1980 26.0434 7 6 0.3284 2.9878 9 4 0.2876 11.7783
5; 2 1)2909 24.3368 5 4 0.4143 2.7151 5 2 0.4455 | 9.08-87
3 0.4130 24.3096 3 2 0-5925 2.3110 3 0.657'» 6.5505
4 0.5327 30.2958 2 0.7712 2.0441 4 0.8315 1 5.3581
5 0.5962 38.0809 3 0.8986 1.9074
6 0.6384 46.5101 1
7 0.6694 55.4190
8 0-6937 64.6662
9 0 7136 74.1946

10 0 7302 84.0588

На основании приведенных здесь таблиц построены графики, по
казывающие закон изменения значений критических сил (Ра՝ /У) в за
висимости от отношения внутреннего и внешнего радиусов пластинки 

(>. Ь а).

Рассматривая таблицы и графики, заключаем, что характер из
менения критической силы в зависимости от ՛ один и тот же как 
при симметричной, так и при антисимметричной формах выпучивания 
пластинки. Именно, в случае шарнирного опирания с увеличением 
1 критическая, сила монотонно убывает (фиг. 3). В случае же заделки 
с увеличением ’/■ критическая сила сначала убывает, а затем начинает 
достаточно быстро возрастать (фиг. 1, 2). С другой стороны, срав
нение критических сил в случаях симметричного и несимметричного 
выпучиваний пластинки показывает, что здесь существенную роль
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играет вид закрепления края пластинки. Рассматривая устойчивость 
пластинки при шарнирном опирании и при заделке, получаем каче
ственно различные результаты. Эго различие заключается в том, что 
в случае шарнирного опирания при любом отношении Ь а наименьшие

значения критической силы получаются при симметричной форме вы
пучивания пластинки. А в случае заделки, начиная с некоторого зна
чения отношения Ь а, наиае п>п и? значения критической сил:.։ уже не 
соответствуют симметричной форме выпучивания пластинки.

Институт математики и 
механики АН Армянской ССР

Поступили 5 III 1966
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Л. A. KHACHATRIAN

STABILITY OF THE CIRCULAR RING PLATE COMPRESSED BY 
RADIAL FORCES, APPLIED ON THE EXTERNAL CONTOUR

S ii in tn ary

The problem on the stability of the circular ring plate uniformly 
compressed on the external contour is considered. The problem is sol
ved foi symmetric and antisymmetric forms of disstability in two cases 
of plate fastening on the external contour (hinge supported and 
clamped).

The values of the critical force depending on external and inter
nal plate radius ratio are found.
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