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М. Л АЛЕКСАНДРИН

ОБ ОДНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ 
ЛЕЖАНДРА С КОМПЛЕКСНЫМ ИНДЕКС ОМ ПРИ ЧИСТО 

МНИМЫХ АРГУМЕНТАХ

Многие задачи теории упругости, связанные с интегрированием՜ 
уравнения Лапласа в специальных системах ортогональных криволи­
нейных координат (сферических, сфероидальных, тороидальных и дру­
гих), применяющихся при рассмотрении краевых задач для областей 
соответствующего вида, приводятся к уравнению Лежандра |1|, [2]

(1 г")1 11 — '2г ^и- - - п(а 1) и 0. (1՛)
</д՜ с1г

Как известно, решениями уравнения (1) являются функции Ле­
жандра Рп (г) и Эти функции достаточно хорошо изучены, и
для них имеются интегральные представления, когда аргумент г дей­
ствительный, а индекс п любое комплексное число Ке(л)^> 1 [1|,
[2]. Эти интегральные представления успешно применяются при реше­
нии задач теории упругости методом интегральных преобразований [3]. 
Однако, при решении задач в сжатых сфероидальных координатах |1 ], 
|2|, |4] встречаются ։|>ункции Лежандра с чисто мнимым аргументом 
вида Р ։ |‘(/ьЬя) и С? I. (.(/бЬя), для которых не имеются интеграль­
ные представления. Некоторые вопросы, связанные с разложением 
произвольных функций в интеграл но сферическим функциям такого 
вида, исследованы в работе [5;.

Настоящая заметка посвящена получению одного интегрального 
представления для этих функций.

Известно [6], что функция Лежандра первого рода Рп (с) при 
любом комплексном п выражается через интеграл Шлефли

Рг. (z)
J_CJ£ 1;" 
2-ZJ 2Л(/ z) ՛ 

г
<Zz, (2)

где Г произвольный замкнутый контур, выбранный так, чтобы вы pa­
ff' I)"՜1

жение-----—- с точками ветвления (1, 1, г) приняло свое
(/ — z)

исходное значение при обходе контура Г.
Если Re(z)^>0, то за контур Г можно принять окружность с 

центром в точке z и с радиусом (г՜ ֊ 1)'։, так как при этом точка 
( = 1 оказывается внутри, а / = — 1 вне контура Г։ и поэтому, как 
в этом легко убедиться, вышеуказанное условие выполняется [5].
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Произведя под интегралом (2) 
4- \z" 1) (?՛՜ И Л 2 (Л 1> cos
мент, для Л; (д) получим |ормулу |5|

замену переменных: ( z
р, где 7 промежуточный аргу-

1 Ля
(Hi.

•2hz Л՜՜) • (3)

Здесь за контур интегрирования можно взять простую
няющ.ую отмеченные точки в оставляющую точку Л О

В случае Re (z) X 0, например, при cos О J

дугу, соеди- 
елева [ 1 ].

I)
этой дугой может служить отрезок прямой, соединяющий точки е 11 
и е' . При этом из (3) оказывается возможным получить интегральное 
представление для Л-1 cos ')), известное как интеграл Мелера* Дирихле

<• cos п -
Р.-. {COS %

cos
г' .— d>.
cos 0)

1

Ь

Однако, в интересующем нас случае чисто мнимых г, аналогич­
ное преобразование будет возможным, если только за путь интегри-
рования взять

Фиг

вместо отрезка прямой контур, указанный на фиг. 1. 
где положено г = IзЬ ?- и, следовательно, кон. 
цами контура будут Л = 7е 1 и А — 7е’. Как 
видно из рисунка, путь интегрирования состоит из 
трех участков: прямой от точки /е ’ до г՜-, 
полуокружности н радиуса ' и прямой от точки 
Л до 1՝е\ Докажем, что при Кс (/>) 2> 1 за путь
интегрирования опять можно взять отрезок прямой.
соединяютий точки 
по полуокружности

ie ’ и ie , так как интеграл
стремится к

г — О. В самом деле, полагая А ^е՜ 
получим

нулю, когда
я = ? -Г Г;

7

Л"

1 — 27 sh ih 4

---r r(3- : :>i: e e
1 27 C sh 7

d

откуда видно, что при Ие(п)> 1 
вместе с з.

Таким образом, доказано, что

1е՝
Р- • /• (7 ?) = 1

этот интеграл стремится к нулю

ie

------------------------ dh
(1-2 ih sh 7- -f- /г) '

(5>



Об одном интегральном предсганлспин функции Л. жандра 5

где в подинтсгральном выражении аргументы многозначных функций 
должны быть выбраны так, чтобы arg (1 2ih sh а 4- /г) стремился к 
нулю, когда Л стремится к л вдоль положительной действитель­
ной оси.

Полагая в формуле (5) h = iy, получим

Р_ . — С ('-v) ‘ ' Л/ -!

I (е՜ !/}(е у) -- г

+Д?_ —____ -____ ֊<///. (6)

II

Произведя замену переменных: в первом интеграле у е а во 
втором у е' , после ряда преобразований получим интегральное пред­
ставление

Р , (/sir/) -i-----— в l’-------- e—
12֊ 2<sh/ sh*)

’x

■ ' Z - i ±______ <>,. (7)
12“ Jl 2 (sh я sh /)

которое после разделения вещественной и мнимой частей примет вид

, ( ? sh я) = 1 1 е ' 
2Н

cos՜/ sin՜/
I sh Z — sh«

<//

-I e
cos՜/ I
I sh 7 — sh /

cos -/ sin --t
I sh / sh я

cos </ sin '/
I sh ? sh /

(7*Уe

Однако, в приложениях удобно иметь вместо (7) и (7*) пред­
ставления, содержащие интегралы лини» по одному из промежутков 
от у до х։,- от 0 до я или от 0 до х՝ [1], [2], [3]. Пользуясь тожде­
ством |11

Р >-(z) Р . (г).
из (7*) легко получить следующие соотношения:

- _S^' dt - lh - Г ֊֊^------<11,
I sh <• — sh / 2 J I sh f shя

(S)
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. tcoaz‘ at = cn,^ i
I sh 7 2 J | sh / sh a

(9)

Эти соотношения позволяют придать формуле (7') окончательный вид

P i-Aish*}
cos 'i sh sin ~t ch

f------------ 2 ._____=- dt 4

cos “f sh 
i՛ 2

sh I shх

sin '1 ch
2-Л (10)

Л нелогичным образом 
интегральное представление

из соотношений (8) и (9) можно получить
для интеграла ( ос, a i и виде

б

1 sh / — sh •

D .. , cth՜՜P- (z sh "1
cos't sh sin ՛-/ ch —

’ 9 9
i -------------- ------------------- — dt

I sh x sh t

cos'/sh • sin '1 ch
՛ 2 9

-------------------------- —df
J sh я — sh Z

(11)

Так как дифференциальное уравнение Лежандра, решением которого 
является функция Р . ,-(Zsh -՛), имеет действительные коэффициенты, 
то функции Rei/3 -(/sh y֊)] и ]ш |Р , (Zsh-?)] также являются 
решениями этого дифференциального уравнения. Поэтому общее ре­
шение уравнения Лежандра можно представить и виде

С։Кс|/’ ՛ (Zsh?)] C..Jm'֊P i (ish?)].

В частных случаях, когда С CV и С։ ֊֊ С.,, получаем следующие
хрупкими:

р.(?) 1 JRe[/3 (i sh?)J +Jm|/<. , (Zsh >)]{ -

cth гл sh
‘ cosjt  <h'

- , 1 sh / — sh x

<7-(')՜ 77 Re|P i (Zshx)j Jm[P r-(/sha)]) =

v-
clh՜՜ ch -7 •

2 sin՜/
. I sh / — sh a

(12)

(13)
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К функциям р (?) и д. (?) можно придти также исходя из интеграл։- 
ного представления для функции Лежандра второго рода () («Из).
Учитывая формулы (8) и (9), функции р. (з) и д (?) можно представить 
также в виде

Р- (*) =

Ч («)

с 1Ь сЬ — 
2

сЧЬ -- я!։
2

НЯП 7 _  1՛ 51П ~1
I яй ?• — я)։ I ,’ | яЬ ■> яй I О |»

—--------------<И
I зй ?• — яй / 

II

_ СОЯ 7

, I бЬ? яй / 
о

(12*)

(13*)

Гак как /?.(?) и д.(?) имеют простой вид, то я приложениях вместо
..-(/яй?) и () , ,/-(/яй?) удобно пользоваться именно этими 

функциями [6].
Интегральное представление можно получить также и для 

<2 |. |т(гяЬа). Пользуясь [1] формулой
х-1 I ,Л 

СМ*) I----------------------- , <У/г,
.) (1 2гЛ4֊Л-)։
и

при £=/ЯЙ? И п — 2 /' получим
—/с 1

О ՛ ,и- (7б1։ я) = I ----------------------- (Н>.
.1 (1 2 г яй зЛ 4՜ /г)

(1'1)

(15)

Сделав замену переменных но формуле 7։ — 7е из (15) получим
окончательное интегральное представление для <7 ; (/яй а)

(?-■ (7яй ’) — в_ Г со֊4 7 я։п */ соя 1 я։п 7
2 I з1։ / зЬ V зЬ / — яЬ з

7/
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M A ALEXANDRIAN

ON AN INTEGRAL REPRESENTATION OF LEGENDRE'S 
FUNCTIONS. EXPRESSED IN COMPLEX INDEX AND PURE 

IMAGINARY ARGUMENT

S ii in m a г у

In this paper wt haw arrived it an integral representation for 
Legendre's cone functions, expressed in pure imaginary argument. Such 
integral representations are made use of in dealing with a number of 
elasticity theory problems in spheroidal co-ordinates.
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