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Г 3. МИКАЕЛЯН

УСТОЙЧИВОСТЬ МНОГОСЛОЙНОЙ ОРТОТРОПНОЙ 
КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

Как изпести», при рассмотрении устойчивости цилиндрических 
оболочек под действием осевой сжимающей нагрузки, начальное рав- 
мовеч’ное состояние обычно считается безмоментным.

В настоящей работе рассматривается задача устойчивости началь­
ного моментного равновесного состояния многослойной ортотропной 
круговой цилиндрической оболочки. Исследуется влияние места прило­
жения нагрузки по торнам оболочки, а также характера слоистости 
на величину критической силы.

Фиг 1.

В основу станится теория СЛОИСТЫХ анизотропных оболочек [1].
1. Пуст։» ’ и / криволинейные ортогональные координаты, сов­

падающие с линиями кривизны координатной поверхности, •• — раесто- 
нпне по нормали от точки (*. /, 0) до точки (», 3, •;) (фиг. 1).

За координатную будем принимать поверхность, находящуюся на 
расстоянии -i от внешней поверхности оболочки.

Считаем, что плоскости упругой симметрии материала каждого 
слоя перпендикулярны к координатным линиям 3, .

Предполагается, что для всего пакета оболочки в целом справсд- 
липа гипотеза нсдсфор.мируемых нормалей.
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Пусть осевые сжимающие силы с интенсивностью Р равномерно 
распределены но торцевым линиям х 0, ?. — / координатной поверх­
ности.

Имеем следующую разрешающую систему дифференциальных 
уравнений:

1_ у V
R д

/Лар /Лар и՛
д'Ш

г) г (>3-
(1.1)

ЦЬрш /-(«,<■)? 1 д'-  о-ь д՞-™
R ди՝ дг- дЧ-

ду д-гу___2 </•>
д'У дР (п д?, ат. д'* ’

(1-2)

где -м ֊- нормальное перемещение; с функция напряжении, через кс-
торую внутренние силы 1\, Т. , 5 представляются следующим образом:

Г. = ֊ Л
д'*՛- ՝ д? д'*> *

Ltd ) - с с. а, — (к = 4, 5, 6).
‘ оР ՛ ОРОр 4 дГ ՝

Коэффициенты и-, а.., Ь, имеют вид [1]

С:. 1 , Ср Сл.>
и- . а. -------- 2 . а,о ’ ‘ »> <>

а, -֊ А'ПС,..), 2 = С„Си. С?.,

°. ;Г (А'„ С... 2 К,+ ^С„) 2

а„ -КЛ^.

*. А. 2<1,К'1С1.֊А',-,СИ)>

6. - 2[ц, КИА,. С;; (А'.Л.: + АГй» С,.

I- Агл=с„1 - 2 (/Л, ֊ ֊^)

6, = Ц.֊ \ (К:.С„-‘2К.,.:К'кС1, А(.-Си).

/1

(/;. ֊ В; ('•! ՛• 1), 
г-1
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Кц 5՜ 2^ Д;/Д('о- Ч-|) 2 Д (А — о/—։)],

■’>. < 1) 3 Д (%•—() ЗД<_’(^ — '*/-։)],
3

расстояние внутренней поверхности 7-го слоя от внешней поверх­
ности оболочки (фиг. 1),

«՛ г«֊, * &֊«,,
а= -.'й, 4а..

11ри определенном (критическом) значении нагрузки для оболоч­
ки возможны два весьма близких положения равновесия. Пусть для 
одного из них (которое в рассматриваемый момент теряет рвою ус­
тойчивость) нормальное перемещение «• и функция напряжений с, а 
для другого соответственно ад։, Ср Тогда, очевидно, можно написать:

«•’։ п» 4- ад0, 
?Тг=Г ?п»

(1.3)

где п? дополнительное малое перемещение, которое нужно сообщить 
оболочке, чтобы перевести ее из первого положения во второе, а 
|п соответствующее приращение функции напряжений.

Подставляя (1.3) в уравнения (1.1), (1-2) и учитывая, что ад, ֊ 
связаны той же системой (1.1), (1.2), получим уравнения устойчивости 
и вариациях

М«/)?, £(ал)ад<>=2֊^
09.0 Л Ого. О’Г О'р

(Рю <7~ад1( 1 Э~ад0
~д^՜ R д& ’

Ь(Ь) ) «>„ М«л) . ֊1 —֊ — -
R 02՝ ог- ор

<՛ - д Ш 
др Ог" дг- Ор

О-?о 2 <•>•? <^0 2 О;го_ Ё2?0
др дг- дг 02 0/ дгду Огдр

(1.4)

2. Для определения критических сил необходимо иметь значения 
ад и характеризующие ненозмущенное состояние оболочки.

С целью упрощения дальнейших расчетов значения :<՛ и : будем 
определять методом Ритца.

Рассмотрим случай, когда оболочка шарнирно закреплена абсо­
лютно жесткими шпангоутами по торцевым линиям координатной по­
верхности.

Прогиб оболочки под действием сил Р примем в виде
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л . " а 
ТО А 51П — (2.1)

который удовлетворяет геометрическим граничным условиям шарнирно 
опертой оболочки (при 2 0, т. — /, = 0).

Потенциальная энергия оболочки имеет вид [1]
2ч А’ I

։/= | | (с, г;' + с.т'-; + с,п«,)<м?, (2.2)
6 и

где 
д-и>

С\ — - (/1]]С]| 2 АпА1:Сг,А^С.А,

С, = (ДьСп 2 Ау:А..Сг. н- А^С^,

О’, -(^։։СИ -|- 2С\ Аи^2\ Н-
&

— <^1А| ^гА1)

С| /1։1 /1)оС 1։ /11։ /4'22^-Ч:; "|՜ А.^Ау^С'^^,

А Ат (-42 ■г^:/4ч^'22)

^11^11 ^12^12,

С, - (Я-.^пСл Ау.Л./-,.. А.2гс/иСг_. А.-Ап^,.,) 

А-,|/-1։г КкА2.у,

А..= ^֊, 41։=-^-,
О ..„ с> и и >
•• ••

о ^։А22 ֊

^2 “ (Аг>Сп АГ։,.С12), 
• а«

г/։2 = .1(4^

с/21 = (> ^мС’։2).

Используя уравнение совместности деформаций (1.1) и граничные 
условия

7'1 ~ Р, Т-2 — Тс при а 0, а I,
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ДЛЯ г и усилий 7\, 7 получимХ
| аII о- г- 

֊■Р “՛? 81И
1 2

Т.Р
2 ’

(2.3)

7’ А1
Т, Р

1

сопх1,

) <21- 'Л.
(2.4)

о/ °1 г- Р

где Те осредненное значение тангенциальных усилий в координатной 
поверхности оболочки (по направлению /). которое определяется из 
условия замкнутости оболочки и имеет вид

.4.,
1Р.

Подставляя выражения (2.4) в (2.2) и интегрируя, получим

V 2 ?.Я1 '(С, С. Л’ С,/)Р֊

(2с./-С.) (с;/ч-сл)֊| 2 РА

Работа внешних сил имеет следующее значение

г р-2тг/г д1։
где

А, 1(Л,л -Д„)Р-2^ВД-

—величина сближения краев оболочки под действием сил Р.
Таким образом, для полной энергии упругой системы имеем

Э V— 1Г.

Равновесное состояние оболочки характеризуется вариационным 
уравнением

гэ о.

Это уравнение связывает параметр прогиба .4 с нагрузкой Р.

(Ц (ДК-2С7֊С։)~
А 2-------------------------' —— Р а.Р.

С:и ‘ -- с_, (— -) Свн (— )
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С>

В частности,

С. —, 
■ 2£Л

для однослойной изотропной оболочки, для которой

И
ЕЬ
R ’ «>

в силу (2.1) и (2.5)

Г

Сл
24(1 -г-‘) ’

о. </,

</

С"
0,

А

/

£Л’

£Л՜

с>

/1 ՛_••_՛

о,

1_ 
£Л ’

получим
4 Р 

г.ЕК
-֊*/? 51П ֊

I
(2.6)

Из (2.6) видно, что отношение к характеризует 
С

место прило­

жения нагрузки Р. Например, при

Д О

д =

д
2

Л

К С

КС

0.

— К 2.

Отметим также, что согласно (2.6), когда

Д = 0, R

однослойная изотропная оболочка при сжатии не изгибается («> = 0).
3. Считая, что при потере устойчивости образуются /и полуволн 

вдоль образующей и п полных волн вдоль окружности, примем для 
а»<, и выражения

л ■ ,п*О(1 /1 51И -------- $«п
R

г> .Г„ Д. —֊
. л? 5111 — , 

R

(3.1)

которые удовлетворяют 
оболочки

однородным граничным условиям на торцах

0, ^ = 0, Т = 0 при 1=0, а /.

Подставляя н < 1.4)
(2.3), а также 
Галсркина, пр.

значение прогиба (2.1), функции напряжений
(3.1) я пользуясь вариационным методом Бубнова- 

дим к однородной системе алгебраических уравнений

՝։> ( а л ) ‘ ՛&
8 «г,/3

г.(Дт: 1)
■|л Ф (а..)Д, = 0,
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(3.2)

где Ф(оЛ), Ф(пл). Ф (А,) квадратичные формы от переменных ՛՛, 
I1 с коэффициентами соответственно

«и
и- ау . Ь..—, ад л., , о.,; />.,
2 ՛ 4 2 ’ 2

Здесь приняты следующие обозначения:

Приравнивая пулю определитель системы (3.2). для верхних 
значений критических сил получим

' 1 ֊ ( ՛ ) ‘ ,4՜՜^' П I* (°Р 1?°" П1'''’՜’\ I-/ с (4 пг — 1) I -(4яг —1)
(3.3)

откуда для однослойной изотропной оболочки будем иметь

В случае, когда торцевые линии координатной поверхности шар- 
йр.рно связаны со шпангоутами, которые, оставаясь круговыми, допус­
кают радиальное смещение (:е:?) точек оболочки, можно принять

* < л л , •а՛՜ и՝" А $։п—.
/

Для этого случая, повторяя предыдущие рассуждения к преоб­
разования. получим

(С, 1’Д ।) — IД ]н С ։)

/1" 2 Р —֊ а Р,
С:а-

«• (а‘зп1-֊- -: Аг:Р^Р,
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Здесь

Ф(а/)Ф(6у)

8 ь;,
-(4 т֊ 1)

Ф(о>)------/?6 °՛ ,, (Ч’ГФЮ )
т.(4т- 1)

(3.5)

Для однослойной изотропной оболочки

где

(3.6)

При формула (3.6) дает известное значение критической

силы однослойной изотропной оболочки [3]

(3.7)

4. Считая начальное состояние оболочки безмоментным, из (3.5) 
получим значение критической силы многослойной ортотропной обо­
лочки, совпадающее с найденным в работе |4]

(Ф(о.) ֊֊ ^+Ф(о/)Ф(М

(4.1)

Относительное 
кого" значения ( Р )

отклонение критической силы (Р^։) от „безмомент-
имеет вид

/
/>; . гг 8

Р'„ 4 т֊ 1 ֊ /е֊
Ф (оД_ _ 1 /' Р
Ф (о,1 «| \ R «4

Как видноциз (4.2), величина относительного отклонения в основ­
ном характеризуется числами полуволн в осевом (т) и полных волн 
в окружном (л) направлениях, коэффициентом а , зависящим от места 
приложения нагрузки, и физико-механическими характеристиками слоев 
оболочки.



Устойчивость многослойной ортотропной цилиндрической оболочки 61

Величина / быстро увеличивается при усилении неравенства 
п^> т.

С увеличением докритйчёского прогиба (который характеризуется 
коэффициентом а’ ) поправка / увеличивается.

С целью выявления порядка поправки рассмотрим некоторые 
примеры.

Полагая в (4.2) Ф (ах?) О, а, ~ О, для однослойной изотропной 
оболочки получим

. _ п-___ 16 Л
' “ 4/П- —1 ֊֊ /?’

где знак плюс соответствует случаю А Л, знак минус А 0.

При т 1, п 6, считая —- - , получим / - 38.5" .
R 50

Рассмотрим двухслойную оболочку, составленную из изотропных 
материалов с равными коэффициентами Пуассона.

Пусть наружный слон изготовлен из стали

Ел — 2-10е кг см՜, /?։ 0,3 см, ?։ 0,25, 

а внутренний ֊ из поликапролактама

Е._ 10’ л-г/слб, Л2 = 1,5 с.и. 0,25.

1 Трвмем R R.40 с.и, I - -R.
Условно будем считать т 1, п 4.
Значения критической силы (в т с.и) получаются в пределах

5,4264 Р' 19,697

при 0 А

Поменяв местами слои, получаем

3,4191 Р, . 6,2885.

Считая начальное состояние безмо.менгным, ио формуле (4.1) для 
обоих случаев расположения слоев оболочки получим

Р'„ 5,8207 т՝см,

причем Р , ввиду •՛։ не зависит от места приложения нагрузки.
Таким образом. в некоторых случаях, выбор места приложения 

нагрузки, по торнам оболочки и способа расположения слоек может 
иметь очень важное значение с точки зрения ее устойчивости.

Условия закрепления краев также могут значительно влиять на 
величину критических сил.

Из (3.4) для однослойной изотропной оболочки при абсолютно 
жестких шпангоутах

р______________________________ ___________________________________ .
. 32 Н 1 /-■ ____32 _____1 / 1п \ *

4 т՜֊ 1 R С 1, ^ (4^ 1) т՜ \ ~7?/ 
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а пр։1, шпангоутах, допускающих радиальное смещение, согласно (3.6)

р-.о = _________________
41 1 ՀԼ п՜ 1 £

4 m- 1 /е с

11рн сжатии по срединной поверхности ( Д ) в случае

ml, п 4, / = «/?, v-0,25

жесткие шпангоуты увеличивают значения критических сил на 36" .
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Հ. У.. ՄԻ₽ԱՏնԼ6ԱՆ

»։ՍՋ1րւա»ՐՏ ՕՐԹ11ՏՐ11Պ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ԴԷԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ 
ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈհՆՐ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

թողված ա մ 4[iuii/iiiJ Լ թաղանթի մ tttf ևն tn ա լին հէսվաււսէլւսւկշր\ոէ.թ լան 
ւյիԱտկ1ւ կալոէ նրո թ լունը։

Հև տաղրւ էույում Է nut անւլլււս էին աժերի կիրաոման ահ էյի և թաղանթի 
շԼրաալնtn թլան pitta (թի ադղեւյութ լա.նր կրիտիկական աժի վրաէ

G. Z. MIKAELIAN

STABILITY OF MULTILAYER ORTHOTROPIC CIRCULAR 
CYLINDRICAL SHELL

S u in in a г у

In this paper the problem of stability of initial momental equili­
brium state of the shell is considered.

The influence of the place of axis load application on the shell 
and also the influence of the nature of the multilayer on the critical 
strength are investigated.
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