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А. III. ПЕТОЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ И КОЛЕБАНИЯХ ТРАНСВЕРСАЛЬНО­
ИЗОТРОПНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ

1. Рассматриваются задачи о статической устойчивости и коле- 
■баниях прямоугольной трансверсально-изотропной пластинки, сжатой 
вдоль одной из сторон равномерно распределенными усилиями 7'.

о.агается, что пластинка шарнирно закреплена но всему контуру,
а плоскости изотропии параллельны

В статье [7] уточненная тео­
рия изгиба пластинки во втором 
приближении приведена к интегри­
рованию уравнений

С'1>„= ’• (1.1)

9
о, (1.2)

ЗиЛ* 
где £) —цилиндрическая жесткость, 
/г - нолутолщина,

9 интенсивность нормальной

срединной плоскости пластинки.

к поверхности пластинки нагрузки, Фиг. 1.
Е и 6՝- упругие постоянные в пло­
скостях изотропии, С. модуль сдвига п перпендикулярном к пло­
скости изотропии направлении, Фо и у искомые функции, зависящие 
от координат л* и у.

2. При рассмотрении задачи о статической устойчивости пла­
стинки в правой части уравнения (1.1) вместо д нужно подставить

д — 77>1и.'<|. (2.1)
Тогда (1.1) примет вид

г'Ф„ = 4֊ (2.2)

Задача приводится к интегрированию уравнений (2.2) и (1.2) при ста­
тических и кинематических краевых условиях, налагаемых на изгибаю­
щие моменты М. и М.., прогиб п’о, элементарные вращения <։>1 и о>2 на 
контуре пластинки.
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1!еречисленные 
формулами

величины определяются через функции фо и

8з", —Зр2Я'° I1 10(1—<9 Л ?* Ф°’

Л/,
4 / •> ■> 2— «о(1—( <Яфо 1^2ф0 —
Р \ 5

4 / о
— $0 (1 ֊ 10 — (<?2фо

** \
(2.3)

35/Л? - 1 15- 1—/гу-'р2Ф0.

в* «1
-

<л
 

о -о 1 15 ֊1-'р

Подставляя значения и'.:1 из (2.3) в (2.2), получим

г'ф» —֊ (1 ֊ 4,гМЧ. (2.4)

Представим интеграл уравнения (2.4) в виде

'>>» = У(г/)51п-^. (2.5)
а

где )’(//) — функция, зависящая только от у.
Внеся (2.5) п (2.6), получим для У уравнение

У|Х-6։УИ-62У 0, (2.6)

Здесь

т՜ , .
«' 1 10(1 «) ’ ('2.7)

Е
Е.

Из характеристического уравнения для (2.7)

X4 — >^г - 65 0 
получим

(2.8)

- |/ 6? —462
2 (2.9)

6|' 4/л (--мД *֊—• 
■ \ I) ) I)
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Ниже будет показано, что при потере устойчивости /д — 4/>.?>61, сле- 
довательпо, корни /։._• будут действительными, а мнимыми.

Обозначив

j -■**=. v| 1 \ (2.10)

интеграл уравнения (2.6) получим в виде

У (у) С, ch *0у С. sh у ֊• Су cos у С\ siп у. (2.11)

Аналогичным образом полагаем и (1.2)

?-4«)cos—. (2.12)
а

где У (у) —функция от у.
Подставляя (2.12) в (1.2), получим

6’֊֊? 0, • .;=(>=- -Л). (2.13)

Из характеристического уравнения для (2.13)

0 (2.14)
имеем

«!.2= ± 'о- <2.15)
Поэтому для &(у) получаем

б(у) = С5сЬт0^ 4-С«5Ьт0у. (2.16)

Выбранные функции Фо и - в виде (2.5) и (2.12) удовлетворяют гра­
ничным условиям и»0 = ЛГ։ = еэ. 0 на кромках .г 0, х = а. Постоян­
ные интегрирования С> (г 1,2,•••, 6), входящие п (2.11) и (2.15), 
определяются из граничных условий, налагаемых на края пластинки 
I 4-

։
 Задача упрощается, если учесть симметрию упругой поверхности 
пластинки относительно осн х.

Г Выражения (2.3) дают

и».> |С։(14 А։>=- Ар-) ch у С,(1 Ay’ A,;-) cos '%у] sin m’-֊A .
а

М.. — I) j~ мв (1 - н) ch -0 у С, - [*J (1 — кJг) X

|-л:(Аг>.’֊ и)]ch м-С։ -[.^(Ay’-l) >а(Ау?—р)]cos?<»։/• С4| sin — 
I a

(2.17)
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<•> -i- s(1 • c h у ֊ crt 4- '>■ (1 kj■- ktf) c 1։ ։rt у C\
•J

- / (1 ky.֊ 4- /^32) cos % у • Сл cos —— .
I a

где введены обозначения

*- k> (2J8)

Граничные условия

U’o M<, ֊»j 0 при у — записываются так:

(1- Л/-՜ krf) cha.i-y-Cj 0 ֊֊ 4-/-4֊^)cos?0~-C3 = 0,

֊ -Л. (1 !*•) ch -0 [ • С, (я;(1 ку ) <■ (kj- — |>)]ch я0-֊-• С։ f-
О 2,

-Г[?•(*?= !)+։■=(*/ ։>)]cos3„֊֊’C3 °. <2-19)
•5

—So • -0 с h ■— - с„ /. (1 — к/:: k/J-l) ch а0 >֊֊ • сг 4- 
О 2-

- /. (1 ։ k,ir k^i) cos % -֊ • Сл- 0.

Прираннивая нулю определитель системы (2.19), находим

cos?o- 0, (2.20)

следовательно,

Зо
2п — 1

6 я ("՜ 1. 2, З, - ), (2.21)

1 |/ Ы—4Ье, —
2

'2п 1
6 (2.22)

Ид уравнения (2.22) находим

|Ь! (2.23)

Для того, чтобы получить первую критическую нагрузку, надо поло­
жить п 1, поэтому
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где

(2.24)

а . . 8$Г։-- Зи« .. /г
С~ Ь’ 10(1-19 №՝ (2.25)

При * 0 формула (2.25) дает значение критической нагрузки, опре­
деляемой классической теорией.

Обозначим

(2.26)

Приравнивая нулю первую производную функции >(с), находим те 
значения с, для которых критическая нагрузка принимает минималь­
ные значения

с т ]/
Подставляя значение с из (2.27) в (2.26), получаем

= _4__
' (14*)* ’

Р^ 4
6* (1 ֊ *)й ’

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Для графического построения функции у (с) определим координаты 
точек пересечения кривых устойчивости при переходе от т кт 1 
полуволнам

Из равенства (2.30) определяем абсциссу точки пересечения 
двух соседних кривых устойчивости

т 1)2 г*Ч2т -1)*'— & (2т8 4՜ 2т 1) 
2(1֊֊*)

(2.31)

Подставляя (2.31) в (2.26), получим выражение для ординаты этой 
точки

-1 Известия АН АряССР, Механика, № 4 
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3֊ (2т- 2л1 1)| 4гп"(т-|-1)֊ Г(2тп !)• 4м֊(т 1)" к(2т 1)-.
2т։(тт1)г(1֊Л)а

(2.32)
На фиг. 2 представлены графики функции у (с). По оси абсцисс

а отложено отношение сторон ~- с, а по оси ординат у (с). Для не-

построены кривые о (с), соответ­
ствующие гп 1, 2, 3, 4---. 
Для каждого т 1, 2, 3, 4, - • • 
? (с) имеет единственную точ­
ку минимума с абсциссой с

'"I г+г
Части кривых '/ (с), пока­

занных сплошными линиями, 
определяют значения крити­
ческой нагрузки для данного 

а значения с ֊ ----
Ь

Для коротких пластинок 
кривая устойчивости, соответ­
ствующая т 1, дает наи­

меньшие значения критической нагрузки, а для сравнительно длинных 
пластинок минимальные значения для критической нагрузки получаются 
при

Все данные, необходимые для построения графиков функции ?, 
помещены в приводимых ниже таблицах.

В табл. 1 и 2 приведены значения координат характерных точек 
функции > (с) при 0,3.

В табл. 3 даны координаты точек кривой < (с) для разных зна­
чений к.

’• = Д_
Ь 10

Таблица /

£ 
С,

£ 
£. 1с

Точки пнп

ф։и!п

О 
2 
3 
1 
5

0
2
3
4
5

0 
0.207
,0,308

<Л0.414
10.513

1.0 
0.810 
0,727 
0.644 
и 570

4
2.746
2.338
2.000
1.748

1.414 
1.П7 
1.004 
0.864 
0,752

4.500
2.999
2.510
2.074
1 .791

2,443 
1.942 
1.758 
1 .549 
I .365

4,167 
2,816 
2:383
2.021 
I .764

3,464
2,800
2,580
2,206 
1.944

4.083
2.780 
2.360 
2,013 
1.756

с т
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Таблиии 2
I, I
Ь 20

Точки пнп т —1 т —2 т 3

с Е
?ш1п

— — — — — —>

(?, £1 £ ст с 'г' с •? с

0 0 1) 1.0 ■1.00 1 ,414 1,500 2.405 4,167 3,464 4,083
2 2 0.052 0,949 3.613 1,195 1.086 2,327 3,749 3,285 3.682
3 3 0,076 0,926 3.418 1 .295 3,820 2,363 3,590 3,275 3,485
4 ■1 0.104 0.901 3.281 1 .258 3.602 2,304 3,391 3,114 3,336
5 5 0.128 0,880 3.145 1.223 3,433 2,213 3,152 3,044 3,194

Таблица 3

\ * 
с 0 0,052 1,076 0,101 0.128 0,207 0.308 0.414

0.4 8,410
1 
6,107 5,422 -1,785 4,362 3,363 2,523 2,102

0,5 6,250 4,960 1,528 4,112 3,811 3,071 2.461 2 ,036
0.6 5,139 4,295 3.993 ;3,689 3,463 2,884 2,375 2 .004
0.7 4,537 3.918 3,686 3,447 3,266 2,790 2,343 2,009
0,8 4,202 3,708 3.516 3,318 3,164 2.746 2.349 2 .040
0.9 4 .044 3,623 3,456 3,282 3,115 2.766 2,396 2,043
1 .0 4,000 3.623 3,472 3.311 3.185 2.814 2,175 2,188
1.1 4.036 3.656 3,513 3,391 3,271 2,929 2,584 2 .298
1.2 4,127 13,793 3,655 3,507 3,390 3,053 2,708 2,418
1.3 4,285 3 .957 3,822 3,676 3,560 3,222 2,876 2,583
1.4 4,469 4.142 1,012 3.863 3,746 3,404 3,051 2 ,750

3. Рассмотрим теперь задачу о собственных колебаниях пла­
стинки, нагруженной вдоль одной из сторон постоянном, ранномерно 
распределенной нагрузкой 7^>. Для получения уравнения о собствен­
ных колебаниях пластинки в правой ча­
сти уравнения (1-1) вместо </ нужно под- 

ставить
2 _ __ У ___ <^0 ։ (31)

()х~ # д?
где удельный вес материала пла­
стинки.

§ ускорение силы тяжести,
Л полутолщина пластинки,

—— ускорение точки срединной по­

верхности пластинки.
Разрешающие уравнения (1.1) и (1.2)

при этом примут вид Фиг. 3.

д-щ? 27<>Л ,
/9 с/х՝ д(~

(3.2)

0. (3.3)



52 Л. Ш. Петоян

Задача приводится к интегрированию уравнений (3.2) и (3.3) при ки­
нематических и статических краевых условиях, налагаемых на изги­
бающие моменты Му и М.:, прогиб я»,, и элементарные вращения ՛՛. и

Перечисленные величины определяются через две функции Фо и ® 
формулами (2.3).

Подставляя значение из (2.3) 1$ (3.2), получим

т.ф„ - ֊ -£(1 - *,у։) 2^֊ ~ (1 *,Г) Ф.. (3.4)
I) fix Dg ut՜

11редставим интеграл уравнения (3.4) в виде

% = Q (у) sin — • sin <■»(, (3.5)
а

где Q {у} функция, зависящая только от у.
Внеся (3.5) в (3.4), для Q получим уравнение

Q’V o։Q" a.Q О, (3.6)
где

(3.7)

8s? ֊ 3u, h . m*
10(1- U) a

о» частота колебаний.
Из характеристического уравнения для (3.6)

/’ - atP а. = 0 (3.8)
получим

/,...֊ ± | ,, , _ ± | (3.9)
2 2

Можно показать, что I —4аг>-«., uj 4av ^>0, поэтому корни Zi.u 
будут действительными, а /3, i — мнимыми..

Обозначив

а = | / °’՜ °’ ~4а- 9* =
о I 2 • ’ 1 II

интеграл уравнения (3.6) получим в виде

Q ( у) Су ch < у ֊ С., sh \ у Cj cos у С у sin 3’ у. (3.11)

|/|<а;-4аг-а,) (310)

Аналогичным образом полагаем в (3.3)
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9 R {у) СОЯ т'‘Х'51П <м/, (3.12)
а

где А (//) — функция от у.
Подставляя (3.12) в (3.3), получим дифференциальное уравнение 

■относительно А (у)

R" - 0, (3.13)
где

\ 5# /

Из характеристического уравнения для (3.13)
•,*_ т; = 0 (3.14)

имеем
•>} - ± ֊о, (3.15)

поэтому для R(у) получим

А (у) = с\ сЬ -оу 4- Св яЬ т0у. (3.16)

Выбранные функции я с I? виде (3.5) и (3.12) удовлетворяют гра­
ничным условиям

то .'V, ше — 0 при х = 0, лг - а. (3.17)

Постоянные интегрирования, входящие в (3.11) ։: (3.16), определяются 
из граничных условий, налагаемых на края пластинки,

а«У = М-. = 0 при у 0, у — Ь. (3.18)

Подставляя (3.11) и (3.16) соответственно в (3.5) и (3.12), из (2.3) 
для «т0, ЛЛ и <ох получим

и»0 = [(1 -г А/2 - А։у) сЬ у ■ Сг (1 ~ А^2 — ку;} яЬ у/ • С2 4՜

4-(1 А/2 ад֊’) соя X,уС3 (1 А/֊ А^’2) яш V.у • С։) я։п <•>(, 
а

(3.19)

М. I) I ֊ - у-0 (1 ’.1) (эЬ -о у • С5 - сН -0 у • С.4 [а;/ (1 — к у) -г

I -г /" (А.,՜/֊- »9] сЬ % у С։ [у (1 ку} 4֊ ха (ку — р)] $Ь\у С.,
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и- >. (1 А-/.֊' к3\г) «И < у/ С.. >.(14- ку- 4- ЛД?) соб У у ■ С., I-

414֊^ ֊«?)5։п?;,//• С. т~х соб б ։п <՛>/
а

где введены сокращенные обозначения

, 2 , . 7 $? —и.^=-тМ=. к, 15-Ь1ГЛ։- <3-20>

Граничные условия (3.18) записываются так:

(1 + ^֊адс։ + (1 к^)С3 о,

[/;(1-<Л“) 4 *(^= р)]С։4-
4

г -1) 4֊ Р (ки)]Сз 4- ֊ $о*о (1 ֊ 10 • С 0,

■>■ (1 к3>~- к&-1 с, - I-г а + кл\- -I- *.,?;■)с3-֊֊-с. о,

О к,.?сь «> с, ~а к.я-

+ (!+*.>•= *д?)со։з>-с.։ + (1 +V к^т'-.к-с, о, (3.21) 

[%2 (1 ку У) 4- >•* (к.)У - ч)] сЬ • С։

- К2 (1 ֊ ֊ *0] $ь г.Ь ■ с,

4 [.V (к^ ֊ 1) 4֊ Ла (к^у ֊ и)1 СОЗ 3;,6. Сл |№ (к^ 1)4-

4
՝!- (к.) — и)I з'ш УЬ-Сх -4- — $0>-'с, (1 р) (С'з 51։ -ол С4сЬ *„6) О,

/. (1 кл!У — сЬ 7‘.Ь • С, -Ь /• (1 к/- к^'1։:) бЬ а'6 • С

4֊ 1. (1 4֊ кУ - к,У;) со» 3'6 • С'л "

■' ' О ку" кУУ֊\<\п'УЬС. ‘ '՛ нВ - А (' г.-. - А) о.

Приравнивая нулю определи гель системы (3.21), находим

Б1пз;.б=о, (3.22)

(п о, 1.2 -->. (3.23)
ь

Из (3.9) и (3.23| имеем

I ЛГТ=4^а>= (324)
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Из уравнения (3.24) находим

лебаний ненагруженной пластинки,

. М - 3!кд
кп 10 (1 Р) ■ 62 '

Т,пп— критическая сила, соответствующая статической устойчивости 
пластинки,

— частота колебаний, найденная по классической теории.
Формула (3.25) отличается от соответствующей формулы, най­

денной по классической теории наличием в знаменателе дроби вы­
ражения

1 [ Iт՜ ՛ л
\ с“ /

При А'<; 0 формула (3.25) для частоты совпадает с частотой,
определяемой по классической теории.

При низшем виде колебаний имеем т п 1, тогда (3.25) при­
мет вид

'ип V 1~

В заключение отметим, что в работе [2] были рассмотрены за­
дачи о статической устойчивости и колебаниях трансверсально-изо­
тропных прямоугольных пластинок на основе гипотезы о нерастяжи­
мом нормальном элементе и о параболическом законе распределения 
касательных напряжений по толщине пластинки [1].

Однако, в работе [2] вносимая поправка зависит только от трех 
упругих постоянных Л', (л и ч, а постоянные и потеряны при 
отбрасывании в обобщенном законе I ука '• по сравнению с <։ и 5У.

Если в полученных окончательных формулах для критической на­
грузки и частоты колебаний положить в. 0, то приходим к соответ­
ствующим результатам, полученным в работе [2].

При переходе к изотропной пластинке поправка, полученная к 
классической теории, в нашей работе совпадает с соответствующей 
поправкой, полученной в работе [5].
Ереванский политехнический 

институт Поступили 24 V 1965
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A. SI». PETOYAN

ON THE STABILITY AND OSCILLATIONS OF TRANSVERSAL 
ISOTROPIC RECTANGULAR PLATES

S u ni mary

In this paper the problems of stability and oscillations of the rec­
tangular plate under uniformly compressed constant loading in the di­
rection of one of the sides are considered.

On the foundation of the solution of these problems lies the spe­
cified theory [9] of the transversal isotropic plate bend.
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