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1Пф|шС|»1|1и XIX, №4, 1966 Механика

Б. Л. АБРАМЯН. Н. X. АРУТЮНЯН, А. А. БАБЛОЯН

ОБ ОДНОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ КРУЧЕНИЯ 
ВЫТЯНУТОГО ЭЛЛИПСОИДА ВРАЩЕНИЯ

Некоторые задачи о кручении тел вращения и эллипсоидальных 
координатах рассматривались в работах Е. Мелана [1], Т. Петля |2], 
А. С. Локшина [3] и других. В этих работах на поверхности скручи­
ваемого тела задаются только напряжения, то есть решается задача 
в обычной постановке теории кручения круглых стержней переменного 
сечения.

В настоящей работе рассматривается контактная задача о кру­
чения вытянутого эллипсоида вращения, когда на одной части поверх­
ности этого эллипсоида приложена произвольная скручивающая на­
грузка, а па остальной части его поверхности заданы или, в част­
ности, отсутствуют перемещения.

§ 1. Постановка и основные уравнения задачи

В вытянутых эллипсоидальных координатах -•֊, решение за­
дачи о кручении тел вращения сводятся к определению функции пере­
мещения '1՜ (я, 3), которая в области осевого сечения эллипсоида 
удовлетворяет уравнению

г/՝'Г 
г)а*

_ , О'Г3 ctha-----
<)ri

Зс^З—֊0. (1.1)

При кручении эллипсоида вращения из шести компонентов напряжения 
отличны от нуля компоненты ”... и А из перемещений отлично от 
нуля только перемещение и .

Касательные напряжения и перемещение и- выражаются
через функцию перемещения ’Г (а, /) следующими формулами:

sh я sin и г/Ч
“а: Е  ---------- >

I ch-a— cos՜ р Оа

.. /Ч՜, (1.2)
У ch-'x- COS-.J О'/ 

и с sh я sin [W (а, В), 

где 2с—фокусное расстояние эллипсоида, а 6' модуль сдвига. 
Граничные условия для рассматриваемой задачи будут иметь вид
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и. (’։, ?) с sh 2։ sin ?’Г (’։, ?) = 0 (0 ? < ?։),
sh sin 3 /dxV 

y'ch:J։ cos2?\<fa
(?,<? ~),

(1.3)

где /*<?) —кусочно непрерывная функция с огранкчсашым изменением 
в указанном интервале.

§ 2. Построение общего решения уравнения задачи и сведение его 
к „парным“ рядам, содержащим полиномы Лежандра

Решение уравнения (1.1) ищем в виде

*1 ’(а, ?) = Д (ch а) В (cos ?). (2.1)

Решая уравнение (1.1) методом разделения переменных, для определе­
ния функций Д(спз| и В (cos?) получим следующие уравнения:

(1֊«)В*֊4;В'Ч->5В=0, .
е (*5-1)Л" + 4М' — >Л4=0. ՝ '

Здесь использованы обозначения

cos? = 5, ch« = f. (2.3)

Решение уравнений (2.2) имеют вид
В(-) ֊ 4(AP.(n + B.Q.v)J,

(2.4)
А (0 41С.Р.(П + Л(?.(0), 

л 1 f
где Pa(.v) и Оя(ж) функции Лежандра {4]. а п связано с >■ соотно­
шением

Х։ п(п - 1) 2. (2.5)
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Для решения задачи достаточно выбрать только такие значе­
ния ■՛-, для которых п целое число. Тогда решение уравнения (1.1) 
можно представить в виде ряда по полиномам Лежандра, то есть

ОО ОО
Ч-(а, 3) \ЛА(СЬ«)Л(СО5?) У.4Л(/)Р;(0, (2.6)

л—։ л-։
где

А (х) / а (л-). 
ах

Пользуясь решением (2.6), будем иметь
се

и а. =) = сI (7^1) а "֊ 2 лл(о ркт, 

1 _ •*?
ММ) 6(/3-1)| 7ГТ֊22ЛЛ(/)Л^).

’ А-։
Удовлетворив граничным условиям (1.3), получим

_______________ оо

<1 (6 -1)(1֊ г)У՝ЛЛ(/։)Л(=) О (1 > =>=>),

в(Г} 1)1 —֊.V ДлЕ(/։) Р,(:) /(:) /*(агссоз:) (:։>: I), 

где

/։ сЬ яъ ;։ сохЗ։.

Используя обозначения

г(;) 4^^ А* ------,Ш) (2.9)

„парные“ ряды (2.8) можно записать в виде
ОО
2БЛ(5) = О (1 " ■>;,), 

оз
= (=։>$> 1).

а-։

(2.10)

Здесь
(Л 1) Ал/,) Ра(/х)

ЛИГ,)
(11 71։ (2.11)

где Р-'.'(I) присоединенные функции Лежандра |4,9].
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Интегрируя ряды (2.10) по приведем их к следующему виду:
ОО
УВЛ(:)=с«> (1 >
*-0

(2.12) ль
У Ц։) /\ (=.) ( Г(0 <Гс 4֊ с։ (;,>;>-!).
Го •'

Здесь и с1 — постоянные интегрирования. Сравнивая (2.10) и 
(2.12), легко видеть, что одну из постоянных с0 и с։ можно выбрать 
произвольно. Вторая из этих постоянных определяется из условия ин­
тегрируемости касательных напряжений на закрепленной части поверх­
ности эллипсоида (при 0 > 3։) или из условия конечности пере­
мещения и на окружности 3 31։ I /, поверхности эллипсоида.

Решение рядов-уравнений (2.12) можно методом, изложенным 
и работах |5, 6], свести к решению интегрального уравнения Фред­
гольма второго рода. Однако, в данной работе мы выберем другой 
путь и сведем решение этих „парных“ рядов-уравнений к бесконеч­
ной системе линейных алгебраических уравнений [7, 8|.

§ 3. Приведение решения „парных“ рядов-уравнений (2.12) 
к бесконечной системе линейных уравнений

Представим коэффициент £»(/։) в виде

£= (М = ( л — -֊ — Л, ) (Ь *։.

где на основании (2.11) имеем
, __ 1 Р1«,}

Согласно формуле 
и։

Р”(О “«-■-։)' ֊ Л17) 
ш

(3.1 )

(3.2)

(3.3)

и асимптотическому разложению присоединенных рункций Лежандра 
и] р:'(о «>!) при больших значениях п

(п -т)!
п!

(3.4)

для т։п(/р получим следующее асимптотическое значение:
з 12(л—*)<■**
2 4л — (4п 4- 3) е

0(1). (3.5)

Пользуясь ними значениями, ,.парны»" ряды-уравнения (2.12) 
можем записать в виде



Контактная задача кручения эллипсоида вращения 7

ос
VW) с0

А-0
(I

4֊ С։ cth а
ОО

4֊ У 4k (*։) ЯЛ (:)
Л-0

(3.6)

Умножим первое уравнение из (3.6) на (: - cos с) и проинте­
грируем его по ; в пределах от cos ? до единицы. Затем продиффе­
ренцируем полученное равенство по -. Второе уравнение из (3.6) 

1
умножим на (cos ? =) и проинтегрируем полученное выражение по
: в пределах от 1 до cos z. Пользуясь далее значениями интегралов

из „парных“ рядов-уравнений (3.6) получим

I 2'у B։cos(jI+ ‘ ֊ I 2cocos|
“о \ 2 / J I ; — cos? 2cos?

(0<^?<^3։ arccos ?j),

ОО
I 2 VBA. cos

X'-ü (cos? —:) 1

Умножив оба эти равенства (3.8) на cos( п 4- )г (« 
\ /

и интегрируя по г первое равенство н пределах от нуля до pj 
arccos ip а второе от до г. и складывая полученные выражения, 

для определения неизвестных коэффициентов Вя получим следующую 
бесконечную систему линейных алгебраических уравнений

В„ Уа^Вь + Ьл, (п-о, 1, 2,..-), (3.9)
Ä-0 

где
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r.k (G) sin (д — к) /, sin In к »- 1) 3i
= (2*4-1) п-к ' п+к±1

2с։ cth | sin л/։ sin (л 4- 1) 3։ 1 кОн - = 1 л л 4-1 1

§ 4. Исследование бесконечной системы (3.9)

В бесконечной системе (3.9) произведем замену неизвестных

= (4.1)
Тогда для определения новых неизвестных А' получим систему 

оо
А\ У.с.Л + т. (л = 0, 1. 2,.-- ), (4.2)

Спл — Г‘г-sin(n —*)?,  sin (л+Н 1)& , 3)
" (2 к 4՜ 1) л—к п -г к 4՜ 1

= (4.4)

Оценил сумму модулей коэффициентов при неизвестных Xk в системе 
(4.2), получим

s, v |с„>| = »,„(/,)5;(i,) V—2—|sln(^ ">/. r
it - о ■* i- -о **■ t՜ 1 I к л

4. sin (л к 1)3, тр, (/,) | 3, 1
k + n - 1 = I 2л 4-1 (2л 4 I)'֊

- y_j—f_L_ .___L_\l<
* 02* 1 \|* л| к 4֊ n 4-1 
*-л

1 i4!՞՞ 4C4-4ln2 r. 1J-U Qin 4, (4.5)
•• I ДЛ *т~ 1

где С 0,577216* • ֊ постоянная Эйлера.
1 ак как числа г„ (/։) ограниченные, то при возрастании л вели­

чина суммы А'п, начиная с некоторого п п., монотонно стремится к 
нулю, то есть
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1։т 5Я 0. 
я-**

Отсюда следует, что, начиная с некоторого номера п п,„ будем 
иметь оценку

5л <С 1 г при п >> п0, (4.6)

то есть система (4.2) квазйпполне регулярна. Легко видеть, что сво­
бодные члены системы (4.2) ограничены сверху и при п - ' <х> стре­
мятся к нулю.

Следует здесь отметить, что полученная оценка (4.5), (4.6) яв­
ляется очень грубой. В конкретных случаях, пользуясь определен­
ными значениями для параметрон /1 и /։, характеризующих отноше­
ние полуосей эллипсоида вращения и величину поверхности контакта, 
оценка для модулей коэффициентов системы (4.2) может быть улуч­
шена.

Пользуясь формулами (3.2), (3.5) и (4.5) и произведя вычисления 
для различных значений параметров 3։, для /■•„(/,}, 5Л(\) и 5я(/։, 31) 
получим значения, которые приводятся в таблицах 1, 2 и 3.

Значения для
7’лолнил /

Ь
՝\ л
*1"-

0 1 2 3 4 5 6 7 00

1.2 0.6224 0,5 1,5 1,94723 2,21614 2.37323 2 .46562 2.52196 2.55819 2.713483
1.5 0,9624 0.5 1.5 1,7546-1 1.86386 1,91318 1.93852 1.95347 1,96331 1.989119

1,3170 0,5 1 .5 1,63397 1.67679 1.69407 1,70305 1.70855 1.71227 1.732031

7՝«ОЛ.чу,Л 2

Значения дли Л’л(*>։)

X. п 0 1 2 3 4 5 6 7

*12՜ 0,33015 0.32274 0.30830 0.28784 0,26248 0.23431 0,20644 0.17899

“6՜
0.54271 0,49458 0.41240 0.32520 0.24071 0,15783 0.13216 0,16758

т
0,83152 0.58447 0.35629 0,28263 0,28077 0.20295 0.17882 0.19322

2՜
9.99842 0.56431 0,41063 0,32496 0,27122 0,23366 0,29598 0,18455
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Значения для ։։)
Таблице։ 3

1.5 2.0

12 12 12

О 
1
2 
3 
•I
5 
6

,0.1651 0,2714 0.1158 0,49920.16510,2714____ 2 о. 1651 0.2714 0,4158 0,49921). 1651 0,2714 
0,84650.4841 0,74190.8767 0,84650.4841 0.7419

0.7236 0.6252 0,7205.0,5038 0,6739
0.6061 0, 5268 0.6057 0.4826.0.5453 0.47390.5449 

„лЛ _____

0.4992
.0.4841 0.7419’0.8767
0,6003 0.8030 0.6938

<1.1651

0.7996 0,5410

0.4158(0.4992 
0,87670,8465
0.5822 0.6710

0.6379 0.72070,62630.72020,5365
о. 6229 0.5713 о. 6663,0.6437 0.5022‘о. 1605 0.5372 0.5189 О.44470.4078 0.4756 0.4595 

0.5778 0.3892 0.5001 0.5761 0.45430.3060 0.3934 0.1530 0.3991 0.2688 0.3456 0,3979 
0.5206 0.3333 0.451о’о.5195 0.4033 0,2582 0.3493 0,4024 0.3527 0.2258 0,3055 0.3519 

0.4579 0.4287 0.4943 0,4721 0.3514 0.3290 (।.3794 0.3623 0,3065 0,28690.3309 0.3160
0.5206 0.3333 0.45100.5195 0.4033'0.2582 0,34930.4024 0.3527 0.2258.0,3055

п 6 3 2 6 2 6 3 2

Данные таблиц 1 3 показывают, что система (4.2) для рассмотрен­
ных значений параметров и является вполне регулярной.

Пользуясь формулами (2.7), (2.9), (3.9) (3.11), (4.1) (4.4) и сум­
мой ряда

(сох ?) в։и (л к) 
л—О

для определения постоянных с() и с։ получим соотношение

(4.8)

В этом соотношении неизвестные определяются из бесконеч­
ной системы уравнений (4.2) и выражаются через постоянные с„ и г։ 
линейной зависимостью. Подставляя определенные из (4.2) значения 
неизвестных X.- в (4.8.1, мы получим линейное уравнение для опреде­
ления постоянных с„ и с,, одна из которых, как уже было указано, 
может быть выбрана произвольным образом.

Заметим, что из полученного решения, как частный случай, не­
трудно получить решение контактной задачи о кручении сплошного 
шара. Эта задача рассматривалась в работе |5].

Отметим также, что аналогичным образом может быть решена 
осесимметричная контактная задача для вытянутого эллипсоида кра­
шения.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 6 VI 1966
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Р. |„ 1Ա»1'Ա2Ա1րՅ։ԼՆ, Ն. Io. 2Ա0ՈԻ1>-Տ։11՚Ն9ԱՆ. II.. Հ. ՐՕԼՈՅԱՆ

հՐԿԱՐԱՎՈԻՆ ՊՏՏՄԱՆ ԼԼԻՊՍՈԻԴԻ ՈԼՈՐՄԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ III* 
1.ՆԴ14’ Ս՛ԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ и ։ մ

Աշխսւսսսնրսւմ գիտւսրկվում Լ երկտրավոէն պտտման Էլիպսոիղի կոն֊ 
տակտ ա յին մի խնգիր, երբ Լչիւգսսիգի մ ա կե րհէէէյքք ի մի մասի վրա կիրսւււվ ս։ծ 
Լ կամայական ոլորող բեո, իսկ էլիւգսոիգի մ ակե րևսւյթի մյուս մասի էքրէԱ 
արված են աեղաէիոիւութ յսւններր:

Խնդրի րսծոէմր սկզբում բերվում Լ Լեէհսնդրի բագմանզտմներ ւղսւրոԼ֊ 
նտկոգ < զույգս շա րրե ր - հ ա վ IU ս ա բումն ե րի ։ Այգ «զույգ» շարրեր֊ ավասա֊ 
րէէէմների րէէծումբ իր < երթին բերվում է անվեր« գծային Հ ա վ llt Ո ա րս ւմն ե րի 
սիստեմի: յգ / արվում, որ օտարված գծային հավա սարումներ ի անվեր«
սիստեմ ր կվագի/իսվին ոեզսւլյար I; ե Ոէնի վերեիր սա ՝մանւուիակված I/ 

ղ • գեէգրում զերոյի ձգտող աղատ անգամներ:

B. L. ABRAMIAN. N. Kh ARUT1UNIAN, A. A. BABLOYAN

ON A CONTACT PROBLEM OF TORSION OF A 
PROLATED ELLIPSOID OF REVOLUTION

S u tn m ary

In the present paper a contact problem connected with the tor­
sion of a prolated ellipsoid of revolution is examined, when on one 
part of the surface of the ellipsoid the arbitrary torsional load is applied 
and on the other part of the surface the displacements are given.

To begin with, the solution of the problem is reduced to the 
„dual“ series-equations involving the Legendre polynomials. The solu­
tion of these series-equations in its turn is reduced to the infinite 
system ol linear equations.

The quasi quite regularity of this system is shown.
In concrete cases, as is shown by calculations, the infinite system 

of linear equations may be quite regular.
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