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В. С. САРКИСЯН

О СХОДИМОСТИ МЕТОДА МАЛОГО ПАРАМЕТРА ПРИ 
РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ИЗГИБА НЕОРТОТРОПНЫХ

ЗАЩЕМЛЕННЫХ ПЛАСТИН

Исследованию задачи об изгибе анизотропных пластин посвящены 
многочисленные работы, среди которых особое место занимают ра­
боты Геринга |1]. Буссинеска |2], Губера |3- 5], С. Г. Лехницкого 
[6—9‘. С. А. Амбарцумяна |10| и других [11 13|.

Решению задачи изгиба длинных неортотропных пластин методом 
геометрического .малого параметра посвящена работа |14;.

В работах |15- 16] приведен метод решения задачи об изгибе 
неортотропных пластин.

В настоящей статье дается обоснование этого метода для не- 
Ортотропных защемленных пластин. Исследован вопрос о сходимости 
и существовании решения задачи об изгибе анизотропных (неорто- 
трэпных) защемленных пластин с произвольным очертанием.

£ 1. Метод решения задачи. Рассмотрим упругую однородную 
анизотропную пластинку постоянной толщины, которая деформируется 
под действием изгибающей нагрузки </ (л՜, (/). 11редположим, что 8 
общем случае пластинка является неортотропной, г. е. имеет в каж­
дой точке лиши одну плоскость упругой симметрии, параллельную 
срединной плоскости (число независимых упругих постоянных равно 
13). Срединную плоскость йедеформированной пластинки примем за 
плоскост։« лу/, поместив начало координат в произвольной точке и 
направив, ось z в сторону ненагруженной внешней поверхности.

Тогда задача о нахождении прогибов -<•(-*. у) неортотропных за­
щемленных пластинок, изгибающихся под действием перпендикуляр­
ных к е плоскости сил, сводится к решению дифференциального урав­
нения с частными производными с неразделяющимися переменными

П*М 7(х. у) (1.1)

при следующих граничных условиях

«. о. (1.2)
Utt

Здесь для оператора I I* | ' принято такое обозначений
б/1

п и-/л. ; 40,,.—^— 2<О; 20,.,.) .
их' их'иу 0х‘Оу
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W,։J—°'
дхду* * Oy''

(1.3)

где жесткости /Л; (z, j I,--, 6) удовлетворяют следующим нера­
венствам |16|

Д:>0, £>2е>0, /;,.„>(), D(:D}}-(i, J I,---, 6). (1.4)

Отметим, что имея решение красной задачи [(1.1) (1.2) |. составляю­
щие напряжений, изгибающие и скручивающие моменты и перерезы* 
зающие силы можно определить по известным формулам [6].

Произведя преобразования 

л- ху/Оп, у г/։ । IX., и» (х, у) — Ч (х։, х2), г/ (х, у) ц0(хъ х-.), 

из [(1.1)—(1.2)1 для определения Ч’(х„ х-_.) получим следующую крае­
вую задачу:

А1Ч1 Ма[։|] 7о(а-։, X.), (1.5)
Л«ЧГ I՝|’Ь ——т— ~ о, (1.6)
гл I,

где
. г . д* , о. <>’ д' л г 1 л/, & > \։^ — дх{ дх^дх^ дх\՛ ՛ \/՛ дх^дх2 ’ axl(fx^),

Ап__< -j
V DnDM ’

Рм
I Ж

VDWi
1՛ А Аз

Zz_. А- '2Р- 
/ AlA,

(1.7)к

0* _ /• д I, а * *---------- 4~"—• —;------- < I, ■— COS (/>, z/), /. COS(n, X).
О'* |7?п /IX,

Отметим, что 4 и ,֊/ обращаются в нуль в случае ортотропного ма­
териала, когда главные направления упругости совпадают с коорди- 
натнымн линиями.

Решение уравнения (1.5) представим в виде ряда по степеням 
малого параметра в

'1‘(х։. х_.) а»0(хь х.) |»и», (х։, х2) !12юПх,, х.) • • ֊. (1.8)
Подставляя значения '» из (1.8) в (1.5) и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях р, находим

^։[«’0]=9о» (1.9)
•4։[ич) -ИДге.-,] (у 1, 2,-..). (МО)

На основании (1.8) граничные условия (1.6) примут вид

-Д о. (1.11)
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Таким образом, решение краевой задачи с нераздсляющимися пере­
менными [(1.5) —(1.6)] сводится к решению системы рекуррентных 
красных задач с разделяющимися переменными (1.11)|.

Иначе говоря, задача об изгибе неортотропных защемленных 
пластин сводится к ряду задач, сходных с задачей об изгибе орто­
тропных защемленных пластин.

§ 2. Исследование решения основной краевой задачи. В на­
стоящем параграфе дастся исследование решения основного диффе­
ренциального уравнения с неразделяющимися переменными 11.5) для 
любой области ограниченной достаточно гладкой кривой $, при ус­
ловиях (1.6). Для удобства сформулируем это в виде следующей 
краевой задачи, которую в дальнейшем будем называть основной.

Основная краевая задача. Найти решение дифференциальною 
уравнения

П[Ч] 9о(л-։, х,) (П|>А[] МД]. н<1) (2.1)

для области ՛-- при граничных условиях
<7՝Г I

П = (2-2>ап |.

Здесь (л-։. л) квадра гично-суммируемая функция в области 
р малый численный параметр.

11режде, чем перейти к исследованию решения основной красной 
задачи, приведем некоторые известные факты.

Пространством (' " (-) называется пространство т раз непре­
рывно дифференцируемых в 12 вплоть до контура функций п перемен­
ных •։» (л) Ф(л-։,՛ , Л'Д. Норма в С. ч вводится так

Ф' V V тах | Пх ''•!» , шах Ф |. (2.3)
' ■ ■' » . ~ ՝ ՜

Как известно, С, является полным нормированным пространством, 
т. с. банаховым пространством. При т 0 получаем обычное про­
странство С (12) с нормой

’1’ <, .՛, шах | ’1’!. (2.4)

Обозначим, через £;>(12) пространство функций, суммируемых по Ле­
бегу на 12 со степенью р 1. Норма в этом пространстве опреде­
ляется по формуле

<р 1). (2.5)

Пространством 1Г,., (52) называется пространство суммируемых 
функций, имеющих все обобщенные производные до порядка / вклю-
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чительно, суммируемые ио -- со степенью р. Норма к 1Г.\ 
делается равенством |17

/ I ‘Л
1<|>Г" (/>'.** •։•)" (/л'1"՜-

л- ։ (*•) -I ।

опре-

(2.6)

В дальнейшем нам необходимы следующие теоремы вложения С. Л. 
Соболева |17|.

Теорема 1 (Вложение !ТТ' в С). Если ‘1’ г 1^,՝ ՝ м «<//>, то 
С (52) и выполняется неравенство

■ Ф|| «1>| |П (2.7)
' л ՝ ■}

где М постоянна я, не зависящая от выбора функции Ф.
Теорема 11 (Вложение ' и 1^,'). Если ’I’ ’ 'Г՜' то Ф 

имеет все обобщенные производные порядка ниже I. При этом: 
,, , . л п <>'Ч>1) если 1р . ' п, 0 т<^1----- • то ------------- непрерывна и

Р Ох]1 ■ - • о л;

֊ ֊ ֊— <М Ф ; (2.8)
о*;

'2) если т 0 и т I —. я к — (/— т} р, то на всяком мнокн 
Р

образин я измерении

у!,'Ф

где —----------------- - прпнем
п ՝- (I — гп) р

11—^4-
II Ол ’՝- • дхп

(2.9)

Те трема 1И (Полная непрерывность оператора вложения н (՝}. 
Если п<^1р, то оператор вложения 1^; ' в С вполне непрерывен, 
т. е. всякое множество Ф: 1Т'о < органнченнои нормой .„и; .’V 
является компактиылг с, С.

Докажем, что оператор П| фигурирующий в |2.1) при закреп­
ленной границе пластинки положительно определенный. Нетрудно про­
верить, что линейный оператор П [ | симметричный, т. е.

(П[м], V) (и. П[х?])։ (2.10)

где символом (о, г՛) обозначено скалярное произведение функпий 
^(л-п л:) и и(.т։, л-:.).
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Применяя формулу Грина и учитывая (2.2), можно написать, что

(П[Ч], Ч) =։ 2^5 ' Й -.(4,?,:, 4-А:։), (2-11)

Нетрудно доказать, что при к 1 и (1
2

к)՜ (А-; к‘: > имеет

место следующее неравенство

*1 '2к:\ =5 ?(Ц;։ -|- »>'0 Сн =- 2*К (2Л2)
если только

где

).* пип 1;

0<>оО*>

1 к | ' (1^)5֊^ (£,՛ ֊ ;<)

2

(2.П)

(2.14)

При помощи неравенства Фридрихса |21. 22] доказывается следующее 
неравенство

— <«’ 2:5 ■ Й’), (2-15>•Г

где положительно-постоянная величина.
Из (2.11), (2.12) и (2.15) немедленно следует, что

(П[՝Г], Ч-) :: а=,/ГЙ։^ (о2 /.֊;), (2.16)

т. е. при граничных условиях (2.2) оператор П | | положительно опре­
деленным.

Далее, принимая во внимание теоремы вложения С. Л. Собо­
лева |17| и некоторые результаты работ О. А. Ладыженской 18], 
А. И. Кошелева [19] и О. В. Гусевой [20] устанавливаем:

1. Основная краевая задача [(2.1) (2֊2)) имеет единственное 
решение из 1^'"(--), если (/Дх^, л\.) ' £2{--);

2. Если функция </л(л'ъ х_} достаточно гладкая, то сущест­
вует четырежды непрерывно дифференцируемое в -- х) ре­
шение основной краевой задачи [(2.1) (222)[;

3. Если оператор II | | положительно-определенный, то для 
любой функиии из 1Г/ и любой, области И с граниией, непре­
рывно диффере.ниируел։о{< необходимое число риз, верно с.ледуюшее 
неравенство

С.П[Ч]/:,. (2.17>



О сходимости реш . неор.тртроаных плз:егНн 25

Теперь сформулируем и докажем следующую теорему, которая 
дает представление о поведении решения основной краевой задачи.

Основная теорема. Существует решение основной крае­
вой задачи [(2.1)—(2.2)]. имеющее вид

Ч‘(л֊1, х.) =‘Го (Х։, л-..)- Vh/M-Hx,. л-..), (2.18)

причем при |р|<----------------- ряды (2.18) и
|&,|)

ряды

о;*1...?՛՜ о;?’.у;....ч’> <* 1,21 <2.1®
}1

сходятся равномерно по ху и х> в замкнутой области ряды тре­
тьих производных (2.18) ко х։ н х. сходятся в любом простран­
стве ЬР(Щ (д>2> 1), а ряды четвертых производных сходятся в

Доказательство. Пусть существует решение основной крае­
вой задачи |(2Л) (2.2)] в виде (2.18). В этом случае при помощи 
(2.18) из (2.1) и (2.2) получается система рекуррентных краевых 
задач:

АРМ 9i-(vI։ а )

АГ/ lL

■г Л 0.()п .

(2.20)

(2.21)

Перейдем к доказательству 
этого необходимо оценить | Ч'/| 
сначала оцениваем ’Гу ,, • и ( j 

вне (2.17), находим

и, с.тw J 1-J

существования такого решения. Для 
в зависимости от у. С этой целью 

0). Из (2.20), принимая во внима-

«2(‘л> (2-22)

Оценим Ч\ Н 2 ( - )

,и- I , 4Г Л ^М|П . !՛
' ’T.V) 1 ‘ Uxtyx. : uxidx^ ) !1 - * _ ./.gl-l

(2.23)

иля, принимая во внимание известное неравенство треугольника,

4С, J кГ։:| км
О г)’Ч'( (2.24)
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Затем, учитывая (2.24)֊ 12.26), для '1՜, п будем иметь ’ ‘2

Иа основании i ։еравенстна (2.22) оценим следующие выражения
/Р'Г
^.1,.., с֊(2<“>>՛ <2֊25*

ч’л^՛ CiQ(U)- (2-26)

'Г1и.Л( 4CiQ(2)(A։ 1Ш (2-27)

Методом математической индукции для любого j 0 доказывается, что

1*. (2.28)

Наитием следующие неравенства
(/>0) (2.29)

։ л.| ՝1 Д ( .> *։ J (А !,՛••,4). (2.30)

Из оценок (2.28) (2.30) следует, что ряд (2.18) и его производ­
ные по л՜! и ?< до четвертого порядка включительно в области 12 как 
в метрике IV.’ (12), так и в /-.(-) сходятся, если только параметр 
’՛• удовлетворяет неравенству

Теперь докажем, что ряд (2.18) сходится равномерно*1 к замкнутой 
области 2. С этой целью поместим -- кнутри некоторого прямо­
угольника 12՝' и доопределим функции 'Гдх., д.) в 12 , положив их 
равными нулю пне 12. Тогда эти функции, также, как и их пер­
вые производные, непрерывны в 12*. В этом случае для функции

х.), удовлетворяющей па з условию 'Г< о и — 0, имеет
Оп

место следующее неравенство

)ч ’/(хь Х,)1 | 2 . (2.32)

В силу неравенства (2.31), оценку (2.32) для |’Г;| можно усилить'"՜1

|'Г,| 4'С,НЩ։ А- > <?'■ ('->) (<2*<^) 0(‘_’>Д О). (2.33)

Из (2.33) пр;։ соблюдении условия (2.31) немедленно вытекает равно­
мерная сх^имость ряда (2.18) но х1 и х. в 12.

Итак, первая часть основной теоремы доказана.

’) Это валяется частным случаем теоремы пложекия (՛. Л Соболева Ц7|.
') Оценку (2.33) для |'Г. можно получить чпкже при помощи теорем I « 

1JI (Соболева С. Л-).
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Перейдем к доказательству второй части этой теоремы. Условия 
теоремы I! удовлетворены. Следовательно, можно написать, что

4;^.,.,,^ к 1, 2, у о, (2.34)

.'И '|у.г,л ՝ (Р>1). (2.35)

Из неравенств (2.34) (2.35) с учетом (2.28) и (2.30) вытекает дока­
зательство второ;։ части основной теоремы. Теорема доказана.

Замечание. При решении конкретных практических задач 
обычно ?граничиваются вторым или третьим приближениями решения 
основной краевой задачи |(2.1) (2.2) |. С этой же точки зрения отме­
тим следующее соображение. Если в ряде (2.18) ограничиться членами, 
содержащими у', то, как легко видеть, ошибка не будет превосходить 
величины

Ъ 4С.Ц. |^|),1 -11
а относительная погрешность

(2.36)

$ 3. Изгиб эллиптической пластинки, заделанной по краю. Рас­
смотрим эллиптическую однородную пластинку, заделанную по всему 
краю, изгибающуюся нормальной нагрузкой, заданной в виде линейной 
функции переменных х. у/

•՝■ УУ 9֊ У п------- 'М-га Ь
или

9 9о- 91-— 9-Ч—’ (3.1)Ь.
где 

а постоянные и и 6 являются полуосями эллипса.
Решения краевых задач ,(2.20) (2.21 )| для рассматриваемой эл­

липтической области будут

(>. ?) л, («. :■) ч՞՞. , „ , „ , (3.2)(л 0. 1, 2. • • •)
1Кч.|(*. |1) Л.(», ,5)92й. (3.3)

Здесь введены следующие обозначения

А(«. ?) ’֊+■֊)■ 13.4)
\а| О1 / \
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I —Ь А е 41/ I- ■ 2* ■■ • -5 У и 41^-1,.
'\«?6։ ах6? ] 3 а\Ь* Ь* ) у

(3.6>

Из выражения (2.18), принимая во внимание соотношения (3.2) и
(3.3), для Ч’{«, ;) находим

՛։’(«, 3) (А(«> н) 4֊М->(\ /)1 О г<г - ”֊{ч' •••)- (3.7)՝ 

Откуда видно, что

՝г Р, Ар. (38)1
I Р?

если только малый параметр р удовлетворяет неравенству

Ы<—. (3.9>
7

где

___________________________ и1<’___________________
7 I [5/л։л‘+2 (А? гад 3 • ад - зад

ь Л ֊ •
а

Замечание. Пусть материал пластинки является стеклотекстоли­
том КАСТ В (ортотропный материал) со следующими упругими по­
стоянными

Е։ 2,1510’ .
СМ '■

6 0,207 10 ^7.
см

Е. 1,23 10 ֊ ... 
см՜

V. 0,19, V., 0.11.1 • • -

Предположим, что главные оси упругости составляют с коорди­

натными осями угол, равный 45 . Тогда ;• -֊ • и по формуле (2.36)

можно установить, что ошибка не превосходит 1 /,> при с 1, 
1 1

—• —՛ если в ряде (2.18) ограничиться первыми двумя членами.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 23 IV 1965՛
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Վ. II ԱԱ.1*Գ113<ԼՆ

ILirPIUlMILV 112 ՈՐԹՈՏՐՈՊ IHI.I.IH‘1՛ ïrinriü, հՆԴՐԻ I.IIHUFII.i, Դ1։ՊՔ111’Մ 
ՓՈՔՐ WliirbSPI’ IFblNI'H« ԱՈՒԴԱ.1րԻՏՈ1«|>ՅԱՆ 1ՈԼ11|՚Ն

Ա մ ։]։ ո փ ո i մ

Անիւր» սւրրէԱյ սալերի ծ»ւմ»սն խնղրի լսւծմանն են նէքքէրէքած մի շարր 
■աչխատա ft)րսններ ( i—14)է

|/■» 1>» J ւսշիւաաո» ի) լո» ններոէ մ աո աջազրւքաձ Լ »» » 4րքմ սարւ»»»/ tifuf/t/tli
ձրման իէն՚լրի րւ»,6մ ան եղանակ»

Ներկս» աչիէատս» ք)քան մե» ար»քո»»ք է »»»(դ Л>роЪ։м/^։ հիմնաւ/որւււ մր 
»»»մ րակւրիււծ սալերի համար»

Լհտաղոավաձ են ի»ն<քրի լո»ձ»քան ղւս ւրսմիաա ի)լան ե »յոլաթէան ;Wff* 
քքերր ամրակցվաֆ կամա լական աեսրի սալերի համար»

V S SARKISSIAN

THE CONVERGENCE OF THE SMALL PARAMETER METHOD 
IN THE SOLUTION OF NON-ORTHOTROP BENDING PROBLEM

OF CLAMPED PLATES

Summary

The bending problem of anisotrop plates has been considered in 
the papers [1 14].

The method of the solution of the bending problem of non-ortho- 
trop plates is given in papers [15 16].

The validity of this method in the case of clamped plates is given 
in this paper.

The convergence and existence of the problem solution is studied 
for plates of arbitrary forms.
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