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ПРЕДИСЛОВИЕ

Как видно из приложенного в конце настоящей работы 
списка литературы, теория флуктаций в видимом распреде
лении звезд, вызываемых клочковатостью межзвездного по
глощающего слоя, возникла и разработана в Советском 
Союзе. Она основана на развитых советскими астрономами 
представлениях о природе космического поглощения и пыле
вых туманностей. Оказалось, что с математической стороны 
при разрешении проблемы флуктуаций нам приходится в боль
шинстве случаев иметь дело с цепями Маркова. Уравнения, 
получаемые при этом, во многих случаях подобны уравне
ниям, выведенным академиком Колмогоровым для некото
рых типов стохастических процессов.

В настоящей работе прежние результаты работ автора 
и его учеников значительно расширены и рассмотрены не
которые новые задачи.

Вюракап, 1951, декабрь.



§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Результаты звездных подсчетов показывают, что числа 
звезд до какой-либо определенной величины, приходящихся 
на один квадратный градус (или какой-либо другой стан
дартный телесный угол), испытывают значительные измене
ния, когда мы переходим от одной области неба к другой. 
При этом такие изменения бывают двух родов: во-первых, 
эти числа показывают более или менее плавную зависимость 
от галактической широты Ь и галактической долготы I, во- 
вторых, имеются неправильные колебания в числах звезд 
при переходе от одного участка неба к другому, с ним со
седнему, причем эти колебания совершаются на протяжении 
всего нескольких градусов, а иногда нескольких десятков ми
нут дуги и меньше. Плавные изменения первого рода, происхо
дящие на протяжении больших участков неба, мы можем счи
тать регулярными, зависящими от основных особенностей 
строения Галактики и положения в ней наблюдателя. Изме
нения второго рода, происходящие при перемещении на не
большое угловое расстояние, мы будем называть флуктуа
циями в числах звезд. Эти флуктуации в числах звезд обус
ловлены действием трех причин. Первая из них —это нали
чие естественных случайных флуктуаций, возникающих в рас
пределении звезд, в проекции на небесную сферу, вследствие 
того, что такие случайные отклонения от средней плотности 
существуют и в самом пространственном распределении.

Вторая причина заключается в клочковатой структуре 
поглощающего слоя в Галактике и в обусловленных этой 
структурой флуктуациях величины космического поглощения.

Работы Маркаряна", а также многочисленных авторов, 
изучавших отдельные .темные туманности0, показали, что 
вторая из указанных причин, наряду с первой, играет су
щественную роль.

Наконец, третьей причиной флуктуаций следует счи
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тать наличие в Галактике звездных систем, входящих в нее 
в качестве ее составных частей — звездных скоплений и 
ассоциаций, т. е. таких групп звезд, одновременное присут
ствие которых в данной области неба не является след
ствием случайности, а обусловлено либо силами, связываю
щими членов группы между собой, либо же их общим 
происхождением. В некоторых случаях от этих групп можно 
отвлечься, поскольку благодаря своему характеру они легко 
распознаются (шарообразные скопления, многие открытые 
скопления), и соответствующие им числа звезд можно просто 
вычесть из наблюдаемого распределения, но в других слу
чаях физические группы могут оказаться трудно’отличимыми 
от случайных флуктуаций или от флуктуаций, возникающих 
в результате клочковатости поглощающего слоя. Поэтому 
построение полной теории случайных флуктуаций в видимом 
распределении может помочь нам также в изучении физиче
ских группировок, поскольку случайные флуктуации должны 
подчиняться определенным статистическим закономерностям. 
Изучению этих закономерностей и посвящена настоящая 
работа. При этом мы уделили основное внимание вопросу 
о флуктуациях одной величины, характеризующей видимое 
распределение звезд (или звезд какого-либо определенного 
физического типа, внегалактических туманностей или каких- 
либо других объектов). Такой величиной является та доля 
поверхностной яркости неба, которая обусловлена звездами 
(или соответственно звездами определенного типа, внегалак
тическими туманностями и т. д.). Таким образом, речь будет 
итти в основном о парциальных поверхностных яркостях, 
обусловленных суммарным излучением объектов данного типа.

Вопросу о регулярных изменениях этих поверхностных 
яркостей была посвящена одна из наших предыдущих работ.’ 
Здесь же мы займемся вопросом о флуктуациях этих яркостей.

§ 2. ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

Мы будем считать в дальнейшем, что звезды распре
делены в Галактике плоско-параллельными слоями. Это озна
чает, что вероятность встретить какую-либо звезду в объеме 
б V, взятом на расстоянии г от плоскости симметрии Галактики,
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равна w(z)dV. Таким образом, есть среднее число
звезд в единице объема. Точно также предположим, что по
глощающая материя сосредоточена в облаках, которые имеют 
линейные размеры, малые по сравнению с расстояниями 
между ними и также распределены в виде плоско-параллель
ных слоев, так что вероятность встретить облако в объеме с!V 
равна у(г) (IV.

Функцию светимости В(1), представляющую вероят
ность того, что наудачу взятая звезда имеет светимость 
меньшую, чем 1, мы будем считать независящей от координат. 
Точно также мы допустим, что „функция непрозрачности" 
Р(а), выражающая вероятность того, что оптическая толщина 
случайно взятого облака при пересечении его лучом, имею
щим случайное направление и расположение, меньше а, не 
зависит от координат. Всем поглощающим облакам мы при
пишем одно и то же поперечное сечение 50. Тогда вероят
ность того, что какой-либо луч на элементе пути с1э встре
тит поглощающее облако, будет равна:

с1р = (1г.

Наряду с оптической толщиной о одного поглощающего 
облака мы часто будем употреблять также величину, пред
ставляющую собой коэфициент прозрачности, определяемый 
соотношением

Я = е՜3

§ 3. ВНЕГАЛАКТИЧЕСКИЕ ТУМАННОСТИ

В случае внегалактических туманностей мы имеем то 
упрощающее обстоятельство, что совокупность светящихся 
объектов (галактик) расположена вне слоя поглощающих обла
ков. Поэтому флуктуации парциальных поверхностных ярко
стей, обусловленных совокупностью внешних галактик, вызы
ваемые галактическим поглощением, совершенно независимы 
от флуктуаций тех же парциальных поверхностных яркостей, 
вызываемых реальными колебаниями в пространственном 
распределении и светимостях этих объектов. Поэтому пред
ставляется возможным сначала рассмотреть лишь флуктуа
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ции, вызываемые клочковатостью поглощающего слоя в Га
лактике.

Допустим поэтому,что совокупность внешних галактик 
обусловливает на значительном протяжении постоянную пар
циальную поверхностную яркость 10, которая наблюдалась 
бы нами при отсутствии поглощения. Колебания же наблю
даемой парциальной поверхностной яркости. I зависят от 
колебаний суммарной оптической толщины “ь , проходимой лу
чом на галактической широте Ь, поскольку

1 = 10е“’ь (3,1)
а в свою очередь “ь представляет собой сумму . случайного 
числа случайных величин — оптических толщин а отдельных 
облаков.

Поэтому нас должен интересовать закон распределения 
величины ~ь или» в случае трудности его определения, зна
чения математических ожиданий различных степеней вели
чины е ь.

Для разрешения этой задачи решим другую, вспомога
тельную задачу. Возьмем объект, находящийся в направле
нии полюса Галактики на расстоянии Z от нас и найдем ве
роятность того, что луч от этого объекта пройдет оптиче
скую толщину, меньшую Т. Эта вероятность будет зависеть 
также от z и мы обозначим ее через uz (т).

Сосчитаем величину Uz+d։(^)> т. е. вероятность того, 
что луч от более высокой точки z -|-dz проходит оптическую 
толщину т. Это может быть в двух случаях: или луч на пути 
от z-f-dz до z не встречает ни одного облака, а на расстоя
нии от z до 0 проходит толщину т или же на пути от z + dz 
до z он проходит через одно облако, оптическая толщина 
которого о, а на пути от z до 0 проходит оптическую тол
щину меньшую т — а. При этом о может иметь различные 
значения. Поэтому на основании теорем о сложении и умно
жении вероятностей будем иметь:

Ui+dx(") = u։ (т) [1 —v(z) So dz] + v(z) So dz Ju։ (r—o) d F(n) (3,2) 
0
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Отсюда получаем уравнение

и։ — а) с1Е(а) (3,3)
О

Обозначим
г

р(г) Бо (к = у(г) (3,4)
О

где >(г), очевидно, равно среднему числу облаков на пути 
луча, идущего параллельно оси г от 0 до г. Вместо т. удоб
но рассматривать в качестве вспомогательного параметра 
V = у(г) и вместо и։ (") писать и., (“). Тогда

-՝Д = ֊ и, (-) + Г (-֊’) а Ь՝(а) (3,5)
с!у 3

и

Это и есть уравнение, которому удовлетворяет функция рас
пределения и., (т). Нас будут интересовать значения этой 
функции на внешней границе слоя облаков, где V примет 
некоторое наибольшее значение Уо. Мы видим, что функция 
распределения оптических толщин и֊,,/՜) не зависит от строе
ния слоя облаков, т. е. от деталей поведения функции у(г), 
дающей концентрацию облаков, а только от значения у = у0, 
т. е. интеграла (3,4) на внешней границе слоя.

Поскольку решение уравнения (3,5) в общем случае 
(т. е. при произвольном виде функции Р) нельзя предста
вить в конечном виде, мы ограничимся прямым выводом из 
него нужных нам величин, т. е. математических ожиданий 
различных степеней величины (^=е ՛. представляющей со
бой коэфициент прозрачности суммарного слоя облаков, 
простирающегося по толщине от 0 до г.

Среднее значение поверхностной яркости

I -=10 I е ■ с!и֊,и(՜) = 1о
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также как и среднее значение к той степени той же яркости 

7= С / е-к7бич(т) == 1* 77՜ (3,6)

как мы видим, выражается через средние и (/ .
Для вычисления этих величин помножим обе части (3,5) 

на е к’и проинтегрируем по Т. Имеем после перестановки 
порядка интегрирования в правой части: 

и

следует, что
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есть среднее значение — к той степени прозрачности одно
го облака.

Сравнивая (3,7) с (’3,6), получаем

(3>9)

Полученное диференциальное уравнение для (^к имеет ре
шение

0*= С е~’' О-ч1*)

и так как при V = о должно быть (^к = 1, окончательно на

ходим е к' = ()к֊е 4

1к= (3,10)
Эта формула справедлива для любого значения V, в ча

стности для границы слоя облаков в Галактике, где У = УО
Ме՜^՜4* } (3,11)

Мы вывели эту формулу для области близ полюса Га
лактики ^Ь= 7^ . Но, очевидно, что со статистической 

точки зрения нет принципиальной разницы между характе
ром явления в направлении на полюс Галактики и в направ
лении, соответствующем любой галактической широте. Вся 
разница будет лишь в том, что если для направления на полюс 
Галактики на границе слоя V = Уо, то в направлении с широ
той Ь среднее число облаков, пересекаемых лучом до гра
ницы слоя облаков будет

у= -*>-
з1п Ь

Поэтому для любого направления в Галактике мы 
имеем согласно (3,10)

7=1,ке~ 1ПГБ՜ (1֊ Чк) (3,11)
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Зная 1* мы легко можем вывести любые нужные нами 
величины. Прежде всего:

л ֊ эт (Н-) 
г = 10е (3,12)

Далее, для среднего квадратичного отклонения имеем:

(3,13)

Так как само значение 1п непосредственно .не опреде
ляется из наблюдений, то целесообразно в этом случае (так
же как весьма часто и в дальнейшем) ввести относительное 
значение среднего квадрата отклонения:

(I-1 )3 __ “ апь՜ К։-ч2)-2(1--ч)) 

т*

которое уже не содержит 10. Левая часть (14) может быть 
непосредственно получена из наблюдений. Наконец, (3,14) 
можно переписать в виде:

=е^0со5есЬ(й^)’_1 (3>15)

I

Уже на этом примере видно, что задачи рассматривае
мого типа приводят для относительного значения среднего 
квадратичного отклонения к выражениям, совершенно не
обычным для флуктуационных задач, встречающихся в физике.

Однако заметим, что результат решения рассмотрен
ной выше задачи трудно сравнить с наблюдениями, так как 
пока мы еще не имеем возможности непосредственно наблю
дать суммарную звездную величину всех внешних галактик 
для какого-нибудь участка неба.
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Между тем, небольшое изменение в постановке задачи 
приводит, как это показано в следующем параграфе, к ре
зультатам, которые могут быть легко сравнены с наблю
дениями.

§ 4. ФЛУКТУАЦИИ В ЧИСЛАХ ВНЕГАЛАКТИЧЕСКИХ 
ТУМАННОСТЕЙ

Работы Шапли и Хаббла содержат подсчеты чисел вне
галактических туманностей до некоторых предельных вели
чин на большом числе участков неба. Для. сравнения этих 
данных с теоретическими выводами следует построить тео
рию флуктуаций в числах внегалактических туманностей, 
блеск которых превосходит некоторую определенную границу.

Как известно, число внегалактических туманностей на 
один квадратный градус ярче видимой величины ш в каком- 
либо участка неба определяется формулой:

Ы = М։֊10°'6т (4,1)
Если поглощение, выраженное в звездных величинах и 

■ обусловленное поглощающими облаками в Галактике, обозна
чим через Аш, то

т = т0 Ат
где т0—„исправленная" для данного направления предель
ная видимая величина. Тогда

Ы = Ы։' 100,6Д,п • 10°'6т<)

Мы можем принять, что для данного т0 число X для 
всего неба (или для достаточно больших областей неба) 
должно быть постоянным, независящим от космического по
глощения в Галактике. Это значит, что мы должны иметь:

И1 . 1ОО,бЛп1= Ыо = Соп8Ь

Откуда
М։ = Ы0- 10-0>6Ат (4,2)

Но поглощение Ат выражается через оптическую тол
щину, проходимую лучом, следующим образом:
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Поэтому

Вводя (4,3) в (4,1), находим

_3__
Ы = Ыо е 2 • (4,4>

Поэтому вычисление средних значений различных сте
пеней Ы (при заданной предельной величине ш) сводится 
к вычислению средних значений различных степеней величи- 

3 
2 тны е . Таким образом, мы приходим к задаче, которая 

была разобрана в предыдущем параграфе, с той разницей, 
что там мы вычисляли средние значения различных целых 
степеней е , а здесь нам нужны средние значения целых

3 ,2 
степеней е . Сравнивая (4,4) с (3,1) и. используя (3,10), 
мы получаем отсюда:

—г „ — -»|1— ЛС,._
= К* е

Исходя из (4,5), для 
квадратичного отклонения

(Ы-ЫГ = № 
№ й’

\ (4,5)

относительного значения среднего 
находим:

_1=е-,со5есЬ(1-ч3-)2

Определяя из наблюдений относительное значение сред
него квадратичного, отклонения на данной галактической ши
роте, мы тем самым получаем возможность вычисления зна
чения показателя в правой части уравнения (4,6), т. е.

-А- О-А 
51П Ь ՝ 1

Производя эти вычисления для разных галактических
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1 N* 

log — — 1
N

широт, мы можем произвести различные определения одной 
и той же величины

, Л :։L\SfS=v0(l֊q'։) (4,7)
Окончательное значение f« должно быть выбрано пу

тем осреднения. Наиболее удобным способом определения f. 
является составление эмпирического графика зависимости

от cosec b. Согласно (4,6) эта зависимость 

должна быть прямолинейная и fs определяется из углового 
коэфициента соответствующей прямой.

С другой стороны, на основании (4,5)

■N=Noe“4COSecb(1-q։/։) (4,8)

откуда
log N = logNn —vocosec b (1— q ՛՛՜’)

Сопоставляя значения N для разных широт b, мы опре
деляем из графика зависимости log N и cosec b значение уг
лового коэфициента

f։ = v0(l-q3-՛) (4,9)
Найдя,таким образом, из наблюдений f։ и f2, мы тем самым 
будем иметь определенные статистические характеристики 
совокупности поглощающих облаков. Однако это не дает 

3 ■ Г еще возможности найти отдельно значения v0, q и q • 
Только имея из каких-либо данных еще одно соотношение 
между этими тремя величинами, мы можем определить каж
дую из них.

Допустим на одну минуту, что значения q для разных 
поглощающих облаков мало отличаются от среднего значе
ния q = q0 (т. е. что дисперсия q очень мала).

Тогда можно написать приближенно
f։=v4l֊q?)’ (VO)

fx = ve(l֊q;/։) С4’11)
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В таком случае, зная численные значения 1) и (., можем 
вычислить Уо и Чо- Например, мы найдем, что

3'. |

1 “Чо = 11

откуда
'Ч? = !֊֊{■• . (4,12)

На самом же деле, однако, вследствие наличия диспер
сии в ч

Поэтому

т. е. определенное выше значение Чи является на самом 

деле лишь нижней границей для величины ч •
Несмотря на это, вычисление Чо на основании (4,1?) 

должно дать представление о порядке величины встречаю
щихся среди облаков значений коэфициента прозрачности. 
Идя по этому пути, мы получили для Чо> используя подсчеты 
Хаббла Чо = О։78 и согласно данным Шапли Чо =0-81.

Для того же, чтобы раздельно определить у0 и какое- 
либо из средних значений 4. нужно использовать дополни
тельные данные. Такими данными могут, в частности, слу
жить звездные подсчеты, на анализе которых мы остано
вимся в следующих параграфах.

Само собой разумеется, что наряду с флуктуациями, 
вызываемыми изменениями в поглощении, должны существо
вать также и естественные флуктуации в числах внегалакти
ческих объектов, обусловленные случайными колебаниями их 
чисел в пространстве. Совместный учет обоих этих факто
ров может быть произведен без особого труда.
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Для этого мы должны рассматривать введенные выше 
значения М, вычисляемые согласно формуле (4,4) как сред
ние значения по отношению к возможным естественным 
флуктуациям чисел внегалактических туманностей, при за
данном значении случайной переменной

Поэтому вероятность того или иного значения факти
чески наблюдаемого числа П внега\актических туманностей 
будет определяться в виде интеграла от произведения ве
роятности этого значения п при заданном Р4 (которое зави
сит от “) на плотность вероятности различных значений Т. 
Иными словами:

Р(П)= /рКМ(п)йи,(т) (4,1?)

где- Р>}(-) !п) есть вероятность значения п при заданном 
Р>1 (или "). Согласно формуле Пуассона

о , , -Ы(-) ГМ(Т)]ПРя(т)(п)-=е

Подставляя это выражение в (4,13), мы получаем для 
математических ожиданий первой и второй степеней п:

‘п = £Р(п)п = [еп Рк(-)(п)с1и.,(т) = с1и., (-г) ==Ы (4>14)

п» = £Р(п)п։--= |2п։Рк(-)(п)11и7(т) = | (№ + М)с1и., (т)

= № + РГ (4,15)
так как при законе Пуассона имеем, как обычно

£ п» РК(.) (п) = [Ы(г)Р + Ы(т) (4,16)

Величины РГ и №в формулах (4,14) и (4,15) должны 
быть внесены из (4,5). Из этих формул непосредственно по
лучаем:
(п^п)’ = п’ = № + Ы-֊м’ = Ги֊-Й7-г Й (4,17) 
т. е. средний квадрат отклонений в данном случае равен 
сумме средних квадратов отклонений, обусловленных двумя 
рассматриваемыми причинами. Так и должно было полу-

101-2 
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читься, поскольку эти причины действуют независимо друг 
от друга.

Для относительного значения среднего квадратичного 
отклонения мы, в результате, вместо (4.6) найдем:

_ --------—— >0 | ГЛ
I П— П I3 _ е֊<(. созес Ь • (I—д’ -.1՜ _ 1 _1_ Р 8111 ь ‘ 4 (4^)

При убывании галактической широты последний член 
полученного выражения растет быстрее, чем первый. Когда 
для подсчетов взяты достаточно большие площадки на вы
соких широтах, им можно пренебречь, так как No велико. 
Однако при убывании Ь он становится в конце концов больше 
первого члена и им нельзя пренебрегать. Иными словами 
на самых низких галактических широтах случайные колеба
ния в числах туманностей играют большую роль, чем коле
бания в прозрачности поглощающего слоя.

§ 5. ФЛУКТУАЦИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ ЯРКОСТИ МЛЕЧНОГО ПУТИ

Для анализа флуктуаций поверхностной яркости Млеч
ного Пути мы сделаем сначала допущение, что эти флуктуа
ции вызываются только флуктуациями в распределении по
глощающих облаков. Что же касается естественных простран
ственных флуктуаций в распределении самих звезд, то ими 
мы будем пренебрегать. Такое пренебрежение справедливо, 
когда число звезд весьма велико по сравнению с числом 
облаков и если вместе с тем по сравнению с числом обла
ков велико число звезд наивысшей светимости. На самом 
деле это последнее условие не выполняется. Поэтому нам 
нужно будет учесть в дальнейшем и влияние флуктуаций в 
числах звезд. Но пока, как выше указывалось, мы будем 
учитывать лишь влияние дискретности структуры поглощаю
щего слоя.

Пусть мы имеем слой, в котором равномерно распре
делены поглощающие облака. Мы уже упоминали, что эту 
равномерность следует понимать в том смысле, что вероят
ность встретить облако в элементарном объеме (IV равна
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vdV, где v — постоянная. Пусть ^(q) есть вероятность того, 
что луч, случайно ориентированный в пространстве, испытает 
при прохождении через облако такое поглощение, что его 
первоначальная интенсивность помножится на множитель 
(коэфициент прозрачности облака), меньший чем q. Возмож
ность различных значений коэфициента прозрачности всего 
облака, как целого, связана не только с тем, что луч может 
пройти через облако в разных местах и в разных направле
ниях, но и с тем, что сами облака могут быть различны. 
Однако мы допустим, как и раньше, что „функция прозрач
ности1* <p(q), определяющая распределение вероятностей воз
можных значений q, одинакова повсюду внутри слоя. В этом 
смысле слой облаков будем считать однородным. Каждому 
значению коэфициента прозрачности q соответствует такое 
значение о- оптической толщины облака вдоль рассматривае
мого луча, что

q~e ' (5,1)

Очевидно, что между функцией <p(q) и ранее введенной 
функцией F(a) существует простая связь

с? I е՜’) = 1 —F(a)

Пусть совокупность звезд, дискретностью распределе
ния которых мы пока пренебрегаем, определяет собой неко
торый макроскопический объемный коэфициент излучения 7). 
Тогда интенсивность луча, идущего к наблюдателю и распо
ложенного целиком внутри слоя, будет 

оо
I = e~։(s^}ds (5,2)

и

где t(s) есть случайная переменная, равная суммарной опти
ческой толщине всех облаков, встречающихся на пути луча 
от наблюдателя (s = о) до точки S:

t(s) = Ssi
2*
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Интеграл (5,2) дает интенсивность луча, идущего па
раллельно плоскости Галактики. Само собой разумеется, что 
трудно говорить о реальной однородности слоя облаков и 
звезд вдоль всего бесконечного луча. Однако легко видеть, 
что существенным является лишь требование о сохранении 
условий однородности только до достаточно больших опти
ческих расстояний, так как более отдаленные части луча 
вследствие значительного поглощения будут мало влиять на 
значение интеграла (5,2).

Задача заключается теперь в том, чтобы определить 
функцию распределения интенсивности, т. е. такую функцию 
ХГ(1), которая дает вероятность того, что интенсивность луча 
будет меньше данного значения I. Таким образом, мы здесь 
встречаемся с задачей о распределении значений определен
ного интеграла, под знаком которого находится функция, 
принимающая случайные значения. Уравнение для функ
ции Ф(1) легко получить, если воспользоваться следующим 
принципом инвариантности: вследствие однородности \в мак
роскопическом смысле) слоя поглощающих облаков функ
ция Ч'(1) не изменится, если наблюдатель передвинется 
вдоль луча в том или ином направлении на конечный 
отрезок. При этом следует разъяснить, что фактически для 
каждого конкретного случая при таком передвижении наб
людателя интенсивность изменится, но функция распределе
ния вероятностей №(1) останется неизменной. Этот прин
цип справедлив только потому, что луч проходит весь свой 
бесконечный путь в однородной среде. Выше указывалось, 
что существование границы Галактики на конечном расстоя
нии от наблюдателя нарушает это условие однородности. 
Но из-за наличия поглощения даже значительные отклоне
ния от однородности на больших расстояниях от наблюда
теля скажутся уже сравнительно мало (грубо говоря, по той 
же причине, по которой распределение плотностей и темпе
ратур в глубоких слоях Солнца практически несущественно 
для распределения интенсивности по диску Солнца).

Для вывода нужного нам уравнения, из которого будет 
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определяться функция распределения мы поставим сна
чала следующий вопрос: дано, что

Г°р-[։(։)-։Р5)1
I с т։й5

Да

имеет значение меньшее, чем I. Какие, значения и с какими 
вероятностями примет в этом случае интеграл

00

С ֊ ‘(8) , I е

и

выражающий ту же интенсивность, но для наблюдателя, ото
двинутого назад на расстояние Дэ. При этом в первом из 
этих интегралов 1(Д§) есть оптическая толща отрезка от 0 до 
Дэ. Очевидно, что с вероятностью 1 — хДб будут возможны 
значения меньшие

1-НДз
При этом хДэ есть вероятность встретить на отрезке 

одно облако. Но, с другой стороны, с вероятностьюхДб ((]) 
существует возможность, что на отрезке (0,Де) встретится 
одно облако с прозрачностью, заключенной в пределах между 
ц и ц -^- (1ц, и тогда интенсивность в точке 8 = 0 будет меньше, 
чем ц1. При этом надо иметь в виду всевозможные случаи, 
когда с[ находится в различных интервалах.

Поэтому, если мы спросим какова вероятность нера
венства

00

если вероятность неравенства I е 1 равна
Да

Ч'(1), то следует ответить, что она согласно теоремам сло
жения и умножения вероятностей равна

(1— хД5)гГ(Х— г] Дэ) -{-хДз I
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При этом мы отбрасываем члены второго и более высокого 
порядка, связанные с тем, что на промежутке Аб могут встре
титься два (или больше) облака, поскольку в дальнейшем 
при Аб -*■ о они потеряют свое значение.

В силу принципа инвариантности мы можем считать, 
что найденная вероятность равна Т (X). Отсюда получаем 
равенство:

Ф(Х) = (1—хАб)Ф(Х-т;Аб)4- -/.Аб ) Ф йср(д)

Написав в том же приближении
Ф (X - г)Аб) = Ф(Х)- т?Лб Ф' (X) .

и произведя сокращение, получаем

Ф(Х) + Т'(Х) = / ф՜ (֊) ^(Ч) (5.3)

Введем вместо X, означающего некоторое значение интен
сивности, новую переменную у

х- ’ У ՛ (5,4)

Тогда уравнение (5,3) примет вид

Ф(у) + Ф'(у)= ГфШ (1<р(ч). 
»/ \ ч /

(5,5)

Величина у является той же интенсивностью, выражен

ной в единицах, равных Введя плотность вероятности 
для величины у

КУ) = Ф'(У) (5,6)
и продиференцировав (5,5), найдем:

«у) + г(у)- Г1(Х\адч)

Из этого уравнения легко найти все математические 
ожидания рп различных степеней интенсивности у, выражен

ные через математические ожидания д различных степеней
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коэфициента прозрачности ц. Действительно, помножая (-10) 
на у" и интегрируя от 0 до зо по у и, принимая во внима
ние, что 1(у) в бесконечности весьма быстро стремится к 
нулю, а также переставив в правой части полученного ра
венства порядок интегрирования, после некоторых переделок 
получим рекуррентное соотношение:

1 — цп
15,8)

Отсюда, в частности, имеем:

(5,9)

Что касается до относительного значения среднего 
квадрата отклонения, то для него получаем:

— 1 = А-’-Як (5,10)

У У 1-Ч2
Особенпо простой вид принимает выражение 5,10) в 

том случае, когда все поглощающие облака имеют один и 
тот же коэфициент прозрачности ц. Тогда:

Из (5,11) видно, что, имея из наблюдений относитель
ное значение среднего квадратичного отклонения от средней 
интенсивности в Млечном Пути, мы можем определить С) в 
этом предположении. На самом деле величина (| имеет опре
деленную дисперсию. Поэтому значение д, определенное из 
(5,11), как это видно из (5,10), будет соответствовать неко
торому среднему значению ц, но при этом не просто сред
нему арифметическому или среднему квадратичному.

Во всяком случае, однако, можно на основании 5,10) 
сказать, что

(у—У՜)'՜ _ 1-2*4+ ч’ 1֊-2‘ч-Н'ч՜ _ 1-4՜ /=191
--у" Г֊Г“ * 1--ч* ֊ 1+4 (■ ՛ 
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т. е. если есть вычисленное на основании (5,11 значе
ние я, то

1—Чо 1 —5
1 +Чо 1 4՜ Ч

откуда следует, что '
Чп< Ч

т. е. вычисленное на основании (5,11) значение ч меньше, 
чем математическое ожидание.

Надо заметить, что при сравнении с наблюдениями сле
дует учитывать, что полученные формулы относятся только 
к прямому свету звезд. Между тем непосредственно наблю
даемая и измеряемая поверхностная яркость Млечного Пути 
включает в себе также и галактический рассеянный свет, 
т. е. свет звезд, рассеиваемый совокупностью пылевых обла
ков. Только в том случае, когда поверхностная яркость по
лучается посредством суммирования блеска отдельных звезд, 
получаемые формулы применимы прямо. Однако можно на
метить также путь учета галактического рассеянного света.

§ 6. УЧЕТ РАССЕЯННОГО ГАЛАКТИЧЕСКОГО СВЕТА

В рамках сделанных выше предположений о том, что 
числа звезд даже наивысшей светимости велики по сравнению 
с числом поглощающих облаков и о плоско-параллельных 
слоях, можно принять, что общая освещенность в каждой 
точке плоскости Галактики одна и та же.

Правда, интенсивность света, идущего из различных 
направлений, будет разная, вследствие наличия флуктуаций, 
но в результате интегрирования по всем направлениям эти 
флуктуации сгладятся. Если поглощающие облака освещены 
одинаково, то поверхностная яркость каждого из них будет 
равна постоянной величине В, умноженной на некоторый 
коэфициент диффузного отражения г в направлениях, лежа
щих в плоскости Галактики. Итак каждое из облаков будет 
вносить дополнительную интенсивность гВ, причем вообще 
значение г будет различно для различных облаков.

Русаков показал, что учет рассеянного света может 
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быть произведен наиболее простым образом, если мы при
мем, что г и Ц постоянны.

Тогда доходящая до нас интенсивность П-го облака, 
расположенного на луче зрения, будет вследствие поглоще
ния сведена к

п՜1 гВц

и, суммируя, мы найдем для рассеянного света

1р։с=гВ(1 + ч4-Ч։ + --.)= (6,1)

Эта интенсивность, прибавляясь к прямому свету звезд, 
будет во всех случаях одна и та же и поэтому приведет к 
уменьшению размеров флуктуаций в яркости Млечного Пути.

Однако мы выше видели, что необходимо учесть раз
личие значений ц для различных облаков. Точно также мо
гут отличаться друг от друга значения г.

Задача может быть решена если будет задан закон распре
деления величин г и ц. Не ставя вопрос в столь общем виде, 
мы можем ограничить себя предположением, что г пропор
ционально 1 — ц

г==г0(1—д) (6,2)
Тогда принцип инвариантности сразу дает ответ на 

вопрос о возможных интенсивностях рассеянного света. 
Пусть интенсивность некоторого луча рассеянного света в 
некоторой тачке равна 10. Пройдя через очередное облако, 
его интенсивность вследствие ослабления и прибавления от
раженного света станет равной

11 = Ч1о + го(1— Ч)В
Написав это равенство з виде

1։ — г0В = ч(10 —ГОВ)
мы приходим к выводу, что абсолютное значение величины 
I — ГОВ после прохождения каждого облака помножается на ц, 
т. е. среднее значение I — г0В вообще убывает, что проти
воречит принципу инвариатности. Только если

I — гВ =0
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оно останется неизменным. Отсюда следует, что с вероят
ностью, равной единице

I = ГОВ (3,3)
т. е. и в этом случае мы не будем иметь никаких флуктуа
ций в поверхностных яркостях рассеянного света.

В дальнейшем, однако, следует учесть, что освещенность 
облаков должна быть на самом деле разной. Причиной этого 
является то, что наше предположение о том, что звезд даже 
самых высоких светимостей много по сравнению с числом 
облаков, является весьма грубым. Уже тот факт, что одни 
из облаков наблюдаются нами в виде светлых (освещенных) 
туманностей, а другие лишь как темные, говорит о необхо
димости более строгого подхода к этому вопросу.

§ 7. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ

Возвращаясь к уравнению (5,7), мы должны отметить, 
что в частном случае, когда дисперсия в прозрачностях ц 
настолько мала, что ею' можно пренебречь, оно допускает 
точное решение в виде ряда. Если С( имеет только одно зна
чение Ч(| во всех случаях, то ф(ц) равно нулю для значений ц 
между 0 и д, и равно единице, начиная от ц0 до единицы. 
Поэтому уравнение (5,7) в этом случае получает вид

։(՝•) + ։՛(։■)-֊։(՝.՝) . (т.пЧо \ Чо/
Его решение имеет вид:

/ Ну)ау = 1
о
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Отсюда легко получаем:

Это решение было впервые дано в работе Русакова.

§ 8. ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ПОВЕРХНОСТНЫХ ЯРКОСТЕЙ

Выше мы подвергли анализу флуктуации в поверхно
стных яркостях. Но поверхностная яркость является лишь 
одним из параметров, характеризующих звездное поле в дан
ной точке небесной сферы. Вообще, для каждой точки неба 
звездное поле характеризуется распределением приходящихся 
на один квадратный градус звезд по видимым величинам. 
Оно может, в частности, характеризоваться функцией Ы(П1), 
дающей число звезд до величины т на единицу телесного 
угла или же функцией А (т), дающей число звезд от т----у

, 1до т + - ■ в единице телесного угла. Величина поверхност

ной яркости I является суммой видимых яркостей звезд в 
единице телесного угла

__ао

оо
Ю՜0՛4 m A (m) dm (8,1)

т. е. одним из значений функций а(к), получаемой из А(ш) 
путем преобразования Лапласа:

GO
e—klllA(m) dm (8,2)

___00

Если трудно подвергнуть непосредственному анализу 
флуктуации значений А(т), то возникает вопрос: нельзя ли 
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подвергнуть изучению флуктуации а(к) вообще, а не только 
одно из значений этой функции, т. е. I. Иными словами 
нельзя ли провести изучение флуктуаций такой функции, 
задание которой вполне эквивалентно заданию А(т)? Тем 
самым вопрос о флуктуациях в звездном поле будет постав
лен во всей широте-, а не узко, как это было до сих пор, 
пока мы ограничивались изучением флуктуаций лишь одного 
параметра (8.1).

Оказывается, что возможность хотя бы частичного ис
следования этих флуктуаций имеется. Заметим, что при ре
шении задачи мы будем исходить из тех же предположений, 
что и раньше, в частности, из однородности как слоя обла
ков, так и слоя звезд в плоскости Галактики.

Основой нашего исследования будет служить первое 
интегральное уравнение звездной статистики, написанное 
в виде:

ос

М(т) = ^В(т — М)Ф (Л1) 6М ՛ (8,3)
__ ОС

где Ф(М) есть функция светимости, так, что Ф(М)<1М есть 
вероятность того, что взятая наудачу в пространстве звезда 
имеет абсолютную величину, заключенную междуМ и М-}-с1М, 
а О(х) есть функция распределения видимых модулей рас
стояний, т. е. О(х) равно числу звезд, видимые модули рас
стояний которых меньше х. Под видимым, модулем рас
стояния мы подразумеваем полную разность гп — М, из ко
торой не исключено поглощение, в отличие от исправленного 
модуля расстояния, который равен

х0 == 5^г — 5 (8,4)

где г — расстояние, и который отличается от видимого мо
дуля на поглощение Лт, испытываемое светом звезды:

х —хс-|-Дт (8,5)

Помножая (8,3) на е к'П и интегрируя, мы получаем, как 
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обычно при лапласовском преобразовании выражений типа 
(8,3)

со кш 
е Ы(т)с1т =

_ х

= рФ(М) е՜ кМ<1М р)(т-М) е-к (т-М)с1т 
_ X _ X

Или
п(к) = с!(к) <р(к) Г8,6)

где п(к). сЦк) и ф(к) суть лапласовские преобразованные от 
функций Ы(т), 0(х) и ф(М). .

■ В частности

I е՜1'"1 М(гп) с1т— е~к1" А(т) с!т= ~|( ' (8,7)
_ X -- X

поскольку

А(т’“ Т (8՛81
Внося (8,7) в (8,6) получаем:

а(к) = кф(к)с!(к) (8,9)
Очевидно, что кср(к) есть величина, которая не подвержена 
флуктуациям, происходящим вследствие дискретной струк
туры поглощающего слоя. Поэтому мы можем из (8,9) зак
лючить, что изучение флуктуаций в а(к) сводится к изучению 
флуктуаций в с1(к). Поэтому в дальнейшем мы будем зани
маться флуктуациями в значениях функции б(к).

Рассматривая интеграл
оо

<1(к) = у՝е“кхО(х)йх (8,10)
_ оо ,

обратим внимание на то, что вместо видимого модуля рас* 
стояния X можно ввести истинный модуль Хо

х0 = х — Лги
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в качестве переменной интегрирования. Поскольку вслед
ствие дискретной структуры поглощенного слоя Am = X — х0 
меняется только в тех точках, где имеются поглощающие 
облака, а между ними остается постоянной, имеем

dx = dx0 
и поэтому

d(k) = j e~k (х°4 Am) D(x0) dx0 (8,11)
_ ЭС

Если D(x0) есть полное число звезд в единичном телес
ном угле до расстояния, соответствующего исправленному 
модулю х0, то оно выражается при наших предположениях, 
через постоянную пространственную плотность р0 следую
щим образом:

D(xo)=yPor’ (8,12)

Согласно (8,4)
. ,-0,2x0+1 . , с. 2 1r=lu ; dr= , rdx0 Mod u 

где г выражено в парсеках.
Поэтому (8,11) перепишется в виде:

<Цк)_ р.
О /

о 
Заменяя также 

, . , —5 k Mod
Р~кх<> 1\

а также принимая во внимание, что Дт, т. е. полное погло
щение луча во всех облаках, находящихся в данном направ
лении до расстояния г, выраженное в звездных величинах, 
можно представить через суммарную оптическую толщину х 
тех же облаков

Дл,-сЖот=1’О8вт
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мы получим: 

- . . , —5к Мой 00
.,.х О .. . /1 \ Г -1,086 к "(г) 2—окМоб .(1(к) = з? Ро Мой е г с!г

' 7 о (8,13)

Мы видим, что (1(к) имеет вид
X

с1(к)=С Г е~₽՜ г» <й? (8,14)

где

с = 4 Р„ Мой . ю’к 510(1 ; р = 1,086 к; э = 2 - 5 к Мос1 (8,15) 
О

Среднее значение с!(к) мы вычисляем исходя из того, 
что среднее значение интеграла равно интегралу от сред
него, т. е. 

оо___
<1(к) = С I е~р՜ гчйг (8,16)

и
поскольку случайные значения принимает лишь множитель 
е~₽՜.

Но согласно (3,10) имеем 
е-рт=е-'и(1-ч₽) (8,17)

где через Уо обозначено среднее число облаков, встречаемых 
лучом на расстоянии г. В обозначениях § 4

V,, = 7.Г 
и поэтому

а (к) =С е~’г (1 ~ 4 Р) Г8С1 г =• —Г (8,18) 
о [х(1—др]

Вычислим теперь математическое ожидание квадрата с!(к9:

э
5(кГ- = С2 г5с1г (8,19)

О
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Квадрат интеграла мы можем представить как двойной 
интеграл 

СО X
с!(к)2 = С։ I I е՜՜^՜՜^՜’ \'г'\1г с1г' 

о о

и распространяя усреднение только на тот множитель под
интегрального выражения, который является случайной функ
цией, получаем

сЦк)2 --С2 I I е Р1՜ ’) г* г'\1г с1г' 
о »

(8,20)

или 
х г ■___

с1(к)= =2С’^с1г е—Р(-+՜) гьг'!‘с1гс1г'
о V

Поскольку теперь под знаком интеграла 
стольку и т>т'. Поэтому написав

е-Р(‘+-')а= е—2Р-' е-Р(՜՜՜')

(8,21)

г > г', по

мы видим, что наше выражение распадается на произведе
ние двух независимых случайных функций, одна из которых 
выражается через оптическую толщину отрезка пути (о,г'), 
а другая через оптическую толщину отрезка пути (г', г). 
Поэтому согласно (8,17)

е֊Р(-+-')_ е—«' (1-ч ₽) е—>(г—г) (1 — ЧР) (8>22) 

Подставляя (8,12) в (8,11), приходим к интегралу:

у’е~чг •1-ч1^г811гу е“’/( ч₽ “ (8,2 5)

О

Этот интеграл можно выразить через некоторые про
стые функции. Он принадлежит к типу интегралов՜.

х У

§ (а, Ь;а)= I <1у J е~(ах + ь-՝) х։_։ уа—1(|х (8,24)
о с
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Для вычисления &(а, Ь;х) введем ах = 1. Тогда 
зо аУ

а’г(а, Ь;а) = е֊Ь> уа—1 йу J е՜1 1в-1<Й 

о и
Диференцируя по а, найдем 

оо ау
[а*Е(а,Ь;«)]"У е՜ Ьу уМу [е“‘ Г՜1 Л- 

о и
сс

Г —Ьг аг —I А*։-11 <== I е ■ у | е 1 ] (1у=
о ։=ау

х>
։-1 1՝ —(а + Ь)у 2а—1 , а— I, . . ч—2ап,, .= а I е '■ у ау = а (а4֊Ь) Г (2а) 

и
Таким образом

[ а“е(а, Ь: а)] = а1՜’(а + Ь)~2’Г(2а)

Отсюда находим
а

а’§(а, Ь; а) = Г(2 а) и1-1 (Ь 4֊ и) ~ ։с1и 4՜ С
и

Но так как при а = 0 мы имеем ав£(а, Ь; а) = О 
то

а
£(а, Ь; а) = Г (2а) а՜’ | и’՜1 (Ь 4 и)~2։(1и

(I
Введем под знаком интеграла новую переменную: 

и = Ьх
Тогда

а 
ь

д(а, Ь; и) = Г(2 а) а՜’ Г х«-1 (1 х)-2’бх (8,25)
о

101-3
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Поскольку находящийся в правой части интеграл не вы
ражается через элементарные функции, мы можем обозна
чить:

г
ха-1 (1 + х)՜2’ с1х = Н (а, г) (8,26) •

О
Тогда вместо (8,25) мы будем иметь:

»(а, Ь; а) = Г(2а)а՜’ Ь~а Н ( а, ) (8,27)

Сравнивая с (8,24) мы можем, поэтому, написать:
ос У • ■

I J е_(ах + ьу1 х’՜1 у’՜1 ах бу = Г (2 «)а“в Ь՜’ Н ( а, 
П о
Поэтому,, на основании (8,23), получаем:

ВД = 2 С’Г' (2в 4- 2) [ У (1 - Я ₽)|՜՜4՜ 2х

г ,— —>,—25—2 / ор а2Р \
X [*(. яр- Ч2р)] Н^25-Ь2, ֊—==-) (8,28)

Путем сравнения (8,28) и (8,18) находим:

/ аР_ а2Р\___ ______ » _ Н 28 4-2,——Л-1
С1 (к)* - д(к) 2Г (28 4- 2) \ 1 - ч₽ /

/ -- [Г(8 + 1)]’ = ___ 25+2~
ад (ч’-чЪ

По теореме умножения Гаусса имеем:

— ”9՜ 2®4՜ 1 / 3 \Г(284-2)=л 2 Г(з 4֊ 1)Г Н4- -2-1

Поэтому, окончательно получаем для среднего квадратично
го отклонения

[с1(к) - ад* 

ам
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. ч2։+2г(=+|) н(2։+2,л1Х)
Г (з + 1) ------25+2---------------------- (8,29)

( Чр - Я։₽ )

где р и 8 имеют значения, данные в (8,15).
Таким образом, нам удалось найти относительное значе

ние среднего квадрата отклонения не только для поверхност
ной яркости, но и для любого значения лапласовской преоб
разованной от функции N (т).

§ 9. УЧЕТ ЕСТЕСТВЕННЫХ ФЛУКТУАЦИЙ В РАСПРЕДЕЛЕНИИ 
ЗВЕЗД. СЛУЧАЙ УДАЛЕННОЙ ЗВЕЗДНОЙ СИСТЕМЫ

В предыдущих параграфах мы развили метод расчета 
флуктуаций поверхностной яркости Млечного Пути, вызывае
мых клочковатостью поглощающего слоя. Однако, как мы узе 
указывали, на флуктуациях поверхностной яркости сказывают
ся и колебания пространственной плотности звезд. Вследствие 
сложности учета этого эффекта мы разберем сначала простой 
случай отдаленной звездной системы, когда при расчете ви
димых яркостей можно считать, что все члены этой системы на
ходятся на практически одинаковых расстояниях от наблюда
теля. При этом условии видимые яркости звезд зависят толь
ко от их абсолютной яркости и от поглощения испытанного их 
светом. Попрежнему мы будем предполагать, что речь идет об 
однородной системе, имеющей вдоль луча зрения бесконечную 
оптическую глубину. Если для такой системы мы обозначим 
через 47(1) вероятность того, что суммарная видимая яркость 
всех звезд, приходящихся на некоторую площадь Б проек
ции, меньше чем I, то можно утверждать, что эта функция 
будет инвариантной по отношению к воображаемому при
бавлению к системе слоя толщиной (18, в котором звезды 
разных светимостей и облака различных прозрачностей встре
чаются с той же частотой, что в объеме первоначальной си
стемы. Из добавочного слоя толщиной (18 на область с се
чением 5 будет проектироваться объем 5(18. Если через п։ 
и Пь обозначим соответственно средние числа облаков и 
звезд, приходящихся на единицу объема, то при этом мы 
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будем иметь: вероятность 1—(naS0-|-nb S)ds того, что в при
бавленном объеме не встретится ни звезды и ни облака, ве
роятность Пь S ds того,что в нем встретится одна звезда и 
вероятность na So ds того, что рассматриваемая область S 
будет экранироваться новым облаком, где So есть среднее 
поперечное сечение поглощающего облака. При этом мы 
будем предполагать, что взятая нами площадка S по порядку 
величины меньше So

S « So

Если после прибавления слоя ds суммарная яркость 
площадки S меньше I, то это может быть в одном из трех 
случаев: 1) если в объеме S ds не было ни звезды и ни обла
ка, а суммарная яркость до прибавления слоя была также 
меньше I; 2) если в объеме S ds встретилось облако, и сум- 

е . Iмарная яркость до прибавления слоя была меньше --, где q 

прозрачность облака .и 3) если в объеме Sds встретилась 
звезда и суммарная яркость площадки до прибавления слоя 
была меньше I—i, где i—яркость звезды.

Если теперь <р (q) есть вероятность того, что поглоща
ющее облако в данном направлении имеет прозрачность мень
шую чем q, a B(i) есть вероятность для звезды иметь яр
кость меньшую, чем i, то принцип инвариантности в сочета
нии с теоремами сложения и умножения вероятностей при
водит к следующему равенству

Ш(1) = Ф(1)(1 -Па Sods — пь Sds) + п„ Sods J W^ljd<p(q) +

+ n„ Sds j Ф (I-i)dB(i) 

или после сокращений:

+ -n.s"+nts f ^֊01B(i) (9,1)
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Обозначим.-

Пл ___
Па л'о + пь 5

= 1 -X; Пь 5 __ ,
Па 5о+ Пь 5 ~А С>,2)

Тогда уравнение (9,1) перепишется в виде:

Ч-(1) = (1 с1<₽ (ц) + X .)с1В(1) (9,3)

Это и есть функциональное уравнение для функции рас
пределения 47(1). Интегрирование в его последнем члене ра
спространяется только на область 0<С1 < I, поскольку слу
чай, когда 1 не благоприятствует выполнению условия 
о том, что наблюдаемая суммарная интенсивность меньше 
1, вследствие чего соответствующая этой возможности веро
ятность должна вовсе не входить в правую часть уравне
ния (84). Диференцируя (9,3), мы получим для плотности 
распределения уравнение:

ф-(1) = (1-Х)У’ф^с1Т(Ч) + Х у Ф(1-,)С1В(1) (9,4)

Из этого уравнения легко определяются последователь
но математические ожидания разных степеней I. Так, пом
ножая его на 1(11, интегрируя по I от 0 до оо, мы получим:

' 00

О о

ОС 00
+ X I с!В(1)У Ф (1 — 1)1(11 

о о

или, принимая во внимание, что независимо от обозначения 
переменной интегрирования
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а также вводя в последнем члене новую переменную инте
грирования I — 1 — У> найдем.

1„(1_Х)ч1 + ХТ-+-Х1 (9,5)

поскольку

(1-Х)(1 -Ч)

из (9,5) имеем

Помножая (9,4) на I’ сП и интегрируя по всему промежутку, 
мы точно так же найдем:

ОС X

4-Х у С1В(9 1' V (1 — 1) Ра!
0 *1

С помощью тех же подстановок получаем:

Р = (1 - X) срР + ХР 4- 2Х1Т+ ХР (9,7)

или
Р(1 -Х)(1 -^)= —------- + ХР

(1 — Х)(1 - Ч)
Отсюда

р _______ 2^* *__________ •_______ ХР_____
■ (1_Х)«(1֊ч)(1_д«) (1-Х)(1-^)

или
= 2ХЧ +хГ(1-Х)(1-ф Х(Р-Т*)

(1 - Х)»(1 —Ч)(1 - Ч») + (1 - А)( 1 - ч»)
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Для относительного значения среднего квадратичного 
отклонения после некоторых преобразований получаем:

------- =— _______ _» _  
(1-12 = 1 (1 —чГ , 1-А Ч^Ч*

I* 1-я’ * '1 ֊ ч4

р-՜/ (I - чГ
Г (1-ч։) (9,8)

Это трехчленное выражение сильно упрощается в том
случае, когда дисперсия ч и 
ими можно пренебречь.

В этом случае:

дисперсия 1 столь малы, что

1 = ։0: Р = 1(г; ч = ч»; Ч: = Чо*

Тогда
(1-г? 1 1 -Чо
? _== х՜ 1 +Чо (9,9)

что отличается от формулы (44) лишь множителем у-.

Если число звезд очень велико по сравнению с чис
лом поглощающих облаков, величина X согласно (9,2) будет 
близка к единице и тогда формула (9,9) обратится в (5,4). 
Таким образом, между двумя выводами имеется полное соот
ветствие. Точно также, когда X—1 общее выражение (9,8) 
стремится к (5,10). На практике, однако, хотя 1—X мало,

р — 1
множитель---- -----  велик по сравнению с единицей, вслед-

1
ствие огромной дисперсии абсолютных величин звезд. Поэто
му последним членом в выражении (9,8) не всегда можно 
пренебрегать.

С другой стороны, в тех случаях, когда речь идет о 
парциальных суммарных яркостях звезд определенных спек
тральных типов, у которых дисперсия абсолютных яркостей 
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мала, последний член в выражении (9,8) может оказаться 
достаточно малым.

§ 10. СЛУЧАЙ, КОГДА НАБЛЮДАТЕЛЬ НАХОДИТСЯ 
ВНУТРИ СИСТЕМЫ

Когда наблюдатель находится внутри звездной систе
мы, то применение принципа Инвариантности к случаю од
новременного учета клочковатости поглощающего слоя и 
естественных флуктуаций сталкивается с затруднениями. Ос
новное затруднение заключается в том, что если наблюда
тель отодвигается назад (в направлении противоположном 
тому, которое он наблюдает), то расстояния веек звезд, уве
личиваясь на одну и ту же величину, меняются в разных про
порциях, вследствие чего влияние перемещения на суммар
ную яркость не представляется возможным выразить столь 
простым образом, как это было в § 5. Поэтому в насто
ящем случае мы пойдем по несколько иному пути. Мы пред
ставим сначала, что хотя наблюдатель и находится в системе, 
но звезды и поглощающие облака, находящиеся от него на 
расстоянии меньшем, чем некоторое г0, убраны. Мы попыта
емся составить уравнение для флуктуаций в такой „полой* 
системе, причем в это уравнение г0 будет входить как пара
метр. При го=О мы имели бы тогда решение для интересую
щего нас случая.

Итак, оставляя в силе прежние предположения об од
нородности строения звездной системы и системы поглоща
ющих облаков, мы предположим, однако, что эти условия 
соблюдаются в данном направлении, начиная лишь с расстоя
ния г0 от наблюдателя. В промежутке же от 0 до г0 пусть 
не будет ни звезд, ни поглощающих облаков. Вероятность 
того, что при этих условиях суммарная видимая яркость всех 
звезд внутри некоторого телесного угла ы будет меньше 1, 
обозначим через УЛо (г0,1). Если теперь мы прибавим к такой 
системе слой, простирающийся от г0—(1г до г0, в котором 
средние плотности числа звезд и облаков Пь и п։ те же, что и 
в остальной системе,то распределение вероятностей различ
ных значений суммарной яркости в этом случае будет опи
сываться функцией Чо> (г0—<1г, I). На основании теорем ело- 
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жения и умножения вероятностей мы тогда будем иметь:
Ч'ш (гп — с1г, I) = (1 — пь 8(1г — па 80с1г) ЧЛ. (г0, 1) 4֊

па 80 с1г с1<р(ч) +

4- Пь Бс1г у*Ч‘и> (г0>1 — ))с!В(1) (10,1)

При этом, при данном ш (т. е. при заданной величине 
участка неба) площадь поперечного сечения 8 будет величина 
переменная, равная

8 = г> (10,2)

С другой стороны, в то время как функция В(!) описы
вает распределение абсолютных яркостей, т. е. яркостей, 
которые наблюдались бы на некотором стандартном рас
стоянии, функция Ч'ш (г, I—]) под знаком интеграла в пос
леднем члене написанного равенства зависит не от I—1, 
а от 1—), где ] означает видимую яркость на расстоянии г 
без поглощения. Если мы условимся указанное стандарт
ное расстояние принимать за единицу расстояний, то

] = » (Ю,3)го
Перенося член Ч'ю (г, I) в левую часть (10,1) и деля 

на с1г, мы найдем

с1Фш (г0, I) . 1 . е чтг ( п ।-------- д—— = - (пь шга + п. 50)Чш (г0» I) 4֊ 

4֊ п« 80 I Ч*о> ( гс, •֊ | с1ср (я) 4-

4֊ пь шг’ Г Ч'„, (г0,1 — ֊V) с1В(1) 
\ го /

(10,4)

Решение этого уравнения и дает нам искомую функцию 
распределения. Не ставя пока перед собой цель найти это 
решение, мы ограничимся более скромной задачей — нахож
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дением математических ожиданий первых двух степеней. Для 
этого сначала продиференцируем (10,4) по 1, чтобы перей
ти от функции распределения к плотности вероятности, а 
затем, помножив на 101, проинтегрируем. Будем иметь:

— = — (пь «г 4- п. 50)Тш 4֊ п, 5Р я 1„, 4- пь со(‘1,и го4-О(1О,5)
Ого

или

= Па Бо|1 — я) 1 <0 — Пь «Л (10,6)

Решение этого уравнения имеет вид:
и _

[ е ЗоС’-йС'-Чь оЙОг 4֊ с)еп“ г° 

го

где С։—постоянная интегрирования. Выполняя интегрирова
ние, приходим к результату:

I Нь ■ с еЧа 8,(1-ч)г0 
паБ0(1— я) 1

Легко видеть, что постоянная С, равна нулю. В самом 
деле; отличие ее от нуля означало бы наличие на бесконеч
ности источника бесконечно высокой поверхностной яркости. 
По смыслу задачи его не должно быть. Поэтому:

__ПьОЛ
Па Бо(1 — я)

110,7)

Помножая (10, 4) на Р (11 и интегрируя, мы получим 
уравнение для среднего квадрата интенсивности:

йС ։ ֊ ___
— = - (Пь Ч)Г04- Па Бо) 1Ю4- Па $0Я»Р 4֊ 

+ "■>4 1’,г24-2Пи։4-֊1а р
• \ о г

о
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ИЛИ

01о> С /1 ”5x1 О ”1՜ ~5= п. Ьо( 1 — Я2)‘ш— 2пь (01 !„ — Пь <0

Решение этого уравнения в свою очередь имеет вид:

е~Па 5о(1—д-')(г—г0) --- 1՜2пь (о! 1,,, + Пь (о^г с1г 4֊

+ С2еп> 8о(։-ч')г»

Принимая во внимание, что согласно (10, 7) величина 
1ш .не зависит от г и учитывая, что и в данном случае посто
янная интегрирования С2 = 0, находим:

2п'-'(ог1
_____ п __

п’ З.’О ֊ Ч)(1—

+ пь «Ре*1*8»0՜4’*0/ 

Го

- п. 50(1-Ч»)Г 
е

г»

После подстановки новой переменной интегрирования 
г = г01 окончательно получаем:

— 2п* ш*1

1м=Хь:(1֊ч)71^й +
Пь (0 1 Па 5„(1—г с* /1 ох
—------е Е1,[п։ 50(1 — Ч3)г0] (10,8)

го

где Е։2(у) есть трансцендентная функция, определяемая через

1

(10,9)
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Отсюда нетрудно найти также и выражение для средне
квадратичного отклонения:

(Ь - и )3 2(1 -д)

п’^д-д)’

Пь шг0
п«5й(1—Ч')го_. г с /. 1

е Еь [па50(1—да)г0] 

или

1* па^о(1 Ч) Па 5^(1 _ ц’)г _ ПО 10)
+ т«------ ------------- Е1. п։50(1 —д-)г0]| **О о

Особенность этого выражения заключается в том, что оно 
стремится к бесконечности при г0->-0. Это является следствием 
того, что таким же свойством обладает среднее значение квад
рата интенсивности. Тот факт, что среднее значение квадрата 
интенсивности в том случае, когда мы не исключаем близких 
звезд, обращается в бесконечность, имеет следующую про
стую причину. Примем, что вблизи нас звездная плотность 
постоянна. Вероятность встретить звезду на расстоянии от г 
до г-|-с1г внутри телесного угла ш пропорциональна шг2Пь (1г. 
Но видимая яркость каждой звезды равна 4г, а ее квадрат

Р г+-. Следовательно, математическое ожидание квадрата ви-

ш —димой яркости в слое от г до г4֊с!г будет —Пь р иг.’ При 

интегрировании по г(т. е. при усреднении) от нуля до любого 
малого расстояния от наблюдателя получится бесконечность. 
При этом мы даже не учитывали возможность наличия в ис
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следуемом объеме двух звезд, что только может увеличить 
квадрат суммарной интенсивности.

По указанной причине при применении формулы (10, 10) 
следует исключать из рассмотрения звезды, находящиеся на 
расстоянии меньшем, чем некоторое г0, и исключать влияние 
облаков, находящихся ближе этого расстояния. Сравнительно 
простые соображения показывают, что практически целесооб
разно брать г0> 100 парсек.

В заключение этого параграфа мы вновь должны под
черкнуть, что полученные нами формулы (Ю, 7) и (10, 10) 
применимы только к направлениям, находящимся в плоскости 
Галактики, так как они предполагают практически бесконеч
ную глубину слоя звезд и облаков в направлении наблюдения.

§ 11. КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ЗАДАЧА

До сих пор мы рассматривали вопрос о вероятностях 
тех или иных значений интересующих нас величин в какой- 
либо определенной точке (или определенном участке) неба. 
Однако, в силу того, что поглощающие облака имеют конеч
ное поперечное сечение, между значениями чисел звезд до 
определенной величины в двух близких друг к другу участках 
неба (или значениями суммарных яркостей) должна существо
вать корреляция. Исследование корреляционных связей, даже 
при ряде упрощающих предположений, дело гораздо более 
трудное, чем решение тех задач, которые были рассмотрены 
выше. Однако желательно разобрать отдельные примеры для 
того, чтобы на них ознакомиться хотя бы с характером зада
чи и возникающими при их решении затруднениями.

Рассмотрим сначала задачу о корреляции чисел внега
лактических туманностей до определенной величины, приходя
щихся на единицу телесного угла в двух направлениях, со
ставляющих между собой малый телесный угол а. Допустим, 
что оба эти направления имеют практически одну и ту же га
лактическую широту. Обозначим через иг (т։,т2) вероятность 
того, что сумма оптических толщин облаков, встречаемых пер
вым лучом на протяжении от наблюдателя до расстоя
ния г, будет меньше Т։, а сумма оптических толщин облаков, 
встречаемых вторым лучом на таком же протяжении, меньше
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Г.. Значение той же функции и для расстояния г-рйг на 
основании теорем сложения и умножения вероятностей можно 
выразить следующим образом:

Пг+аг (ч, -•) = (I ֊ - хбг "Г 0хйг) иг С=п "։) +

4-х(1 — 0)с1г | Мч-а, Т.)с1р։(а) +

-|-х(1 —0)йг^' иг (Гр т, - а)с1Ра(а) +

Н-хвйг | | ПгСЧ֊ а։,т, — а.)й=Ра։, а։) (11,1)

Здесь хс!г попрежнему означает вероятность того, что 
на протяжении с!г луч встретит поглощающее облако, а 0 
есть вероятность того, что если на расстоянии г какое-либо 
облако пересекается одним из лучей, то оно пересекается и 
вторым лучом. Легко видеть, что б будет зависеть от а и г. 
Очевидно, что (1—б) хйг есть вероятность того, что первый 
из лучей на протяжении с1г встретит облако, не пересекае
мое вторым, а б хйг есть вероятность того, что оба луча 
пересекут одно и то же облако. Далее, Р а (а) есть функция 
распределения значений оптических толщин облака в месте 
пересечения его лучом, когда известно, что другой луч (об
разующий угол а с первым) не пересекает этого облака. На
конец, Ра (а։,а2) есть функция распределения оптических тол
щин и а2 облака в пересечениях соответственно первым 
и вторым лучами, когда известно, что оба луча действительно 
пересекают облака на расстоянии г. Очевидно, что Ра (а1։сг,) 
будет так же, как и Ра (а), зависеть от а и г.

Из (11,1) путем обычных преобразований получаем урав
нение:

«I '1

+ (1 — б) J иг (т։—а, т2)с1Ра(а;-|-(1—0)^՞ и (г։, т3-а)с1Ра(а)+ 
Ч и
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г2—з2)с1’Р1(а,, о2) (11,2)

В этом случае, так же как и раньше, мы вместо того, 
чтобы заниматься поисками решения полученного уравнения, 
попытаемся получить математические ожидания тех величин, 
которые могут быть определены непосредственно из наблю
дения. В случае внегалактических туманностей мы можем на 
основании подсчетов в двух соседних участках, разделенных 
угловым расстоянием а, получить среднее значение произве
дения

М։'* мЛ
где 1։ и 1а любые целые числа. Но числа Ы։ и М2 пропорцио
нальны О/Ч и О?/’, где и представляют собой коэ- 
фициенты прозрачности слоя облаков в рассматриваемых 
направлениях. Мы имеем:

Р1 = е՜՜10; 02—е՜'*1 (11,3)

где т։, и Т։о значения оптических толщин т։ и ՜i на рас
стоянии г=г0, где достигается граница слоя облаков. Поэто
му нас будут интересовать средние значения величин

■ 2 1 2
01 О.՝ “ е

(ИЛ)

Вследствие этого нам нужно научиться находить из урав

нения (11,2) средние значения выражений типае —(к^+кл) ,т. е.

֊(к.ч+к.^.^

&г,(к„ к.) (Н,5)
т /11 оч —(к»х1.+кл)Для этого помножим (11,2) на е и проин

тегрируем по всем значениям т։ и т2. Переставляя при этом 
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в получающихся интегралах порядок интегрирования, мы 
найдем:

о о .

+ е-(к։’։+кл)(1։Ра(а1, а։)

х У (П>6)
Посредством двукратного интегрирования по частям 

легко показать, что

У У е (т1։ та) с1т։ (1Т. =

■ кХ //е-1кЛ+кЛ)<1։“<Г1.г։)- (11.7)

Поэтому уравнение (11,6) можно переписать в виде:

=-(2-%г + (1-й)£г У е-Ч1Р,(о) + 
АС11 /

+ (1֊0)дг /‘ е-Ч1Ра(а) +

+ ^rJ[ е"(кл+кл)а’Ра(а1,а։)
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По
С к|3<1Ра (а) = Цк| ; J е ''■'с1Ра (а) = ;

// е-(к'='+кй><։'Р.(«„ а,) - (

где дк։ есть среднее значение к։-ой степени прозрачности 
облака при пересечении его первым лучом, в предположе-
нии, что оно не пересекается вторым, а ( дк дМ։ есть
среднее значение произведения соответствующих степеней 
прозрачностей при пересечении обоими лучами облака на 
расстоянии г. Очевидно, что все эти величины будут зави
сеть как от я, так и от г. На основании сказанного:

-֊£֊ = -(2-^г+(1֊0)Ч^йг +

-4- (! — 6) д^£г + И | дк1 дка|з £г (11,9>

Решение этого уравнения имеет вид:
г

(к։, к։) = - у (2 ֊ +

О

Мы видим, что решение задачи сводится к простым 
квадратурам. Однако для их выполнения следует знать зави
симость всех входящих под знаки интегралов в правой части 
(11,10) величин от расстояния. А это возможно только при 
наличии данных о распределении размеров, форм и оптиче
ских свойств среди совокупности облаков.

Возьмем в качестве примера частный случай, когда все 
значения прозрачности облаков С| одинаковы и равны ц0. 
101-4
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В этом случае = Ч^; Ч/ = Ч^ ”■ наконец, | =

к։ч-к.
= Чо •

Тогда, если обозначить 
г . г

J хс1г = у; 0хаг —IV (11,11)
о О

то решение (11,10) примет простой вид:

е,(к„ к,)- е-[(2-”-,£'+ “'I ('Ы2>

При этом нас должно интересовать значение Я при г = г0. 
Поэтому, обозначая У(г0) = у0 и 1(г0) = 10, мы окончательно 
найдем:

«л “'Я (11лз)

В частности, когда мы имеем дело.с подсчетами внега
лактических туманностей, мы можем практически получить 
среднее значение произведения М։ Ь1,. Согласно (11,4) это 

1 . зозначает, что нам следует взять к։ = к2 = -у и в этом случае

ВД - Ч Р? - И’е՜՝ ('-<11 (11,11)о
Для коэфициента корреляции будем иметь:

р = (м.-м)(м,-Щ = _
(Ы։—Гч)'- Й՜*՜—■№

е֊1 [2(1-о(1֊<-) +Ч'-<)]_-М|-<'։)
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или

(11,15)

Поскольку, согласно (4.6), флуктуации, вычисляемые из 
сравнения ряда независимых между собой направлений, дают 
возможность вычислить Уо (1 — Чо3/-')1, то определение коэ- 
фициента корреляции из наблюдений может дать возможность 
вычислить согласно (11,15) значение 10, т. е. некоторый ста
тистический параметр, характеризующий в первую очередь 
размеры облаков. При этом следует помнить, что в то время 
как характер изменения Уо с галактической широтой ясен (у0 
меняется пропорционально созес Ь), зависимость 1и от Ь бу
дет вообще более сложной и в известной мере определять
ся законом распределения облаков по г.

Заметим, что для рассмотрения частного случая, когда 
все ц равны между собой, можно было бы с самого начала 
ограничиться постановкой следующей задачи: какова веро
ятность, что два луча, образующих между собой угол а, пе
ресекут до расстояния г соответственно и п2 облаков. 
Тогда метод прибавления слоя толщиной с1г приводит к 
уравнению для этой вероятности Ра (п։, п2)

—> = _ (2 - н)Р։ (п։, п։) + (1 - е)Ра (п. -1, п։) +

+ (1 —0)Ра(п։,п. — 1) +0Р,(п։ — 1, п,— I) (11,16)

Само собой разумеется, что это уравнение может 
быть выведено, при сделанном предположении (дисперсия ц 
равна нулю), из (11, 2). Преимуществом уравнения (11, 16) 
является то, что его решение может быть прямо написано в 
виде конечной суммы:
р ( } ,(2֊оу Р0֊1)]"‘-к

к=0

[у(1-1)]П։~к
(п,-к)1 к! (11,17)

При этом принимается, что если п։ и п2 различны, то 
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п. есть меньшее из этих двух чисел, а 1 и V попрежнсму 
определены через (И, 11). Выражение (11, 17), являясь ре
шением рассматриваемой задачи, вместе с тем является 
лишь частным решением уравнения (11, 16), но таким, кото
рое удовлетворяет условию обращения в нуль всех Р при 
г-0, Заметим, что распределение (И, 17) является интерес
ным двумерным обобщением закона Пуассона,- дающим отлич
ную от нуля корреляюцию между гц и п։.

§ 12. КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЯРКОСТЕЙ 
В МЛЕЧНОМ ПУТИ

Очевидно, что мы можем найти коэфициент корреляции 
между яркостями двух точек Млечного Пути, разделенных 
заданным угловым расстоянием а, если сможем вычислить 
среднее значение произведения

Это вычисление можно произвести в том случае, ког
да излучающая среда՜ принимается непрерывной, а погло
щающие облака дискретными, то есть, если осуществляются 
предположения § 5. Мы примем кроме того, что все облака 
имеют одну и ту же прозрачность ц0. Тогда дело сводится 
к вычислению среднего от произведения двух интегралов:

о о

где гц (гд) и Л. (г,) представляют собой соответственно числа 
облаков в первом направлении до расстояния г։ и во вто
ром направлении до г».

Очевидно, что (12,1) можно переписать в виде:
ОС 00___________________

Г֊Г . „С С п։(г,)+п,.(г3)
= Чо с1г։с1г։ (1-^,2)

и о 
< ;

Т т П|(Г։)”Т’ По(Го)по ясно, что среднее значение д։| симметрии-
но по отношению к перестановке г։ и г։. Поэтому
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ж ж_________
Г"Г о э С ։ (’ п>(г։)+п։(г։) , ' и ' о։1։ 1։ = 2т/а | с!г։ д0 с!г. (1,3)

Г,

Но тогда, поскольку под знаком интеграла Г.>Г! сумму 
п,(г։) 4՜ п.(г„) можно разделить на два совершенно независи
мых друг от друга слагаемых:

П1(Г1)+п.(г.) = [п1(г1)+п.(г])]+[п.(г.)-п2(г1)]

и мы должны иметь:

пДгО+п^Гз) _ п^гОЧ-п^г,) п3(г2)—п2(г։) (12,4)
’О *0 *0

Второй множитель в правой части выражения (11,4) 
представляет собой среднее значение величины, характеризу
ющей расположение облаков только во втором направлении 
и притом в промежутке от г, до г,, что не зависит от рас
пределения облаков в отрезке (0, г։). Поэтому, так же как в 
§ 3, согласно (8,10), будем иметь:

^П։(г»)-пг(Г1) _ £—С'.֊— '1)(1—Чо) (12,5)

В нашем случае, когда плоскость Млечного Пути одно
родна заполнена облаками

V. — V) = х(г2 — г,)

Что каса.ется до первого множителя правой части (12,4), 
то мы можем применить формулу (11,12). Действительно:

С||’1(Г|)-Н1:(г։) = е-[-|(г։)+т2(г։)]=_ст(1 =

— е~7' ’Лф] (12,6)

На основании (12,4), (12,5) и (12,6) мы можем перепи
сать (12,3) в виде:

00 г.00
т~Г О . С -2*Г1(1-Чо)+*П։(Г|)(1— Чо)2. С —7-(г։—г1)(1—Чо)лг
I! I. = 2т)1 е с1гх I е
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Внутренний интеграл вычисляется и тогда получаем.

м о

В каждом отдельном случае этот интеграл принимает то 
или иное значение в зависимости от характера функции 1(г։), 
что, как мы указывали уже, зависит в свою очередь от угла а 
и от формы облаков.

§ 13. СИСТЕМЫ БЕЗ ПОГЛОЩЕНИЯ .

Наряду с звездными системами, в которых поглощение 
света межзвездным веществом играет существенную роль, 
встречаются другие звездные системы, в которых это погло
щение незаметно, а если и присутствует, то во всяком случае 
не носит столь иррегулярного характера как в нашей и ей 
подобных галактиках. Мы имеем в виду эллиптические ту
манности ранних подтипов, правильный вид которых на фо
тографиях не оставляет.в этом никаких сомнений. Тем же свой
ством обладают и шарообразные скопления. Отсутствие в си
стемах названных типов межзвездного поглощающего веще
ства вполне понятно, так как последнее образует в галактиках 
всегда плоские подсистемы, между тем как эллиптические га
лактики ранних подтипов и шарообразные скопления состоят 
почти исключительно из населения сферических подсистем.

Другим упрощающим дело обстоятельством является 
тот факт, что системы указанных категорий не содержат в 
себе местных групп звезд, открытых скоплений и звездных ас
социаций, т. е. сгущений физической природы. Поэтому в 
данном случае флуктуации в наблюдаемых числах звезд в ос
новном должны носить характер естественных флуктуаций.

Эти естественные флуктуации в числах звезд должны 
в свою очередь вызывать флуктуации поверхностных яркостей 
на фотоснимках эллиптических туманностей и шарообраз
ных скоплений, получаемых наблюдателями. Надо учитывать, 
что даже в крупнейшие телескопы трудно разрешить пол
ностью на звезды даже ближайшие эллиптические туман
ности. Как известно, даже у М 32 и NGC 205— спутников 
большой туманности Андромеды, с помощью крупнейших
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телескопов разрешается лишь совокупность гигантов, входя
щих в эти системы. Поэтому в большинстве случаев мы 
можем наблюдать лишь флуктуации в распределении поверх
ностной яркости.

Как мы увидим, теоретический расчет показывает, что 
характер этих флуктуаций яркости должен зависеть от формы 
функции светимости в данной системе и в частности от дис
персии светимостей. Это, невидимому, открывает возможность 
(еще практически непроверенную) судить о некоторых свой
ствах реальной функции светимости на основании изучения 
характера флуктуаций.

Пусть функция светимости (фотографическая) выражает
ся заданием В(1), дающей вероятность того, что взятая 
наудачу звезда имеет светимость меньшую чем 1. При этом 
под I можно подразумевать как абсолютную яркость, так и 
видимую, так как в данном случае речь идет об отдаленной 
и притом прозрачной системе, так что обе величины отли
чаются друг от друга лишь постоянным множителем. Будем 
искать вероятность и и(Б,1) того, что суммарная яркость 
звезд, находящихся на площадке размерами Б, меньше I. 
Пусть далее п есть коэф ициент, имеющий тот смысл, чтопДБ 
есть вероятность нахождения одной звезды на малой пло
щадке АБ. Составим уравнение для и(Б,1), используя метод 
приращения Б. Очевидно, что в площадке Б-|-Д5 суммарная 
яркость может оказаться меньше 1 при двух возможностях: 
1) в ДБ нет ни одной звезды, но суммарная яркость в Б 
меньше I и ֊) в ДБ имеется звезда той или иной яркости 1, 
а суммарная яркость звезд, находящихся в Б, меньше 1 — 1. 
Учитывая все это, на основании теорем сложения и умно
жения вероятностей, мы можем написать:

и(Б + ДБ,1) = (1 — пДБ)и(Б,1) 4 пДБ | и(Б,1 - 1)с1В (1) 

откуда, перенося и(Б։1) направо и деля на ДБ, получаем 
уравнение

I
“пйБ^в“п(5>1)+ Г^’-ОаВб) (13,1)
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Помножив это уравнение на I и интегрируя по I по 
всему промежутку (0, ос), мы находим для I уравнение:

с1Т т 
пс15 “* 

откуда:
Т = п51 

поскольку постоянная интегрирования по условиям задачи 
равна нулю.

Величина п5 представляет собой среднее число звезд, 
приходящихся на площадку Б. Обозначим его через X’. 
Тогда:

Г=ЬИ (13,2)

Точно так же, помножив (12.1) на Р и интегрируя, най
дем для среднего квадрата суммарной, интенсивности урав
нение:

■ (ад

Поскольку для 5=0 мы должны иметь р=0, из (13,3) 
непосредственно находим, интегрируя:

1а = Ь1’Т+№ (13,4)

Из (13,4) и (13,2) для относительного значения средне
го квадратичного отклонения величины I находим:

Т N
(13,5)

Если бы не было дисперсии светимостей 1, то мы име- 
_а

ли бы 1’ = 1 и тогда мы нашли бы широко известный в эле
ментарной теории естественных флуктуаций результат, гла
сящий, что

(1- Т)’ 1
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На самом же деле благодаря гигантской дисперсии све
тимостей, обычно наблюдаемой в звездных системах, отно- 

шение —з даже по порядку величины значительно превосхо- 
1 

о с

дит единицу.
Изучаемые системы как раз с этой точки зрения чрез

вычайно интересны. В противоположность окраинам нашей 
Галактики, в них нет сверхгигантов. В силу этого дисперсия 
светимостей в них должна быть меньше. Н.о с другой сто
роны, опи наряду со звездами ветви гигантов (по своему 
виду отличающейся от ветви гигантов для плоских подсистем), 
согласно П. П. Паренаго, содержат большое число суб
карликов (Паренаго, Сообщения ГАИШ № 30, стр. 3—23, 1949). 
Поэтому вполне вероятно, что будучи меньшей, чем дис
персия в периферийных частях Галактики, дисперсия свети
мостей в глиптических туманностях все жене намного отли
чается от нее.

Вычислим, например, отношение.֊^ для того случая, 
1

когда имеет место нормальное распределение абсолютных 
величин звезд вокруг некоторого среднего значения 
дисперсией а. В этом случае

_(М—М0)3 
(1В(9 = Се 2’2 (1М 

где С постоянная нормирования. Имеем также:
. -0.4М

1 = 10. 10 
где 10 есть условное обозначение светимости звезды 
вой абсолютной величины. Легко сосчитать, имея в 
значение постоянной С, что тогда

I» (МВ(1) = к’а՞ 
-г’՜՜ [ПйВ(1)]’ е

где к —=0,92. Поскольку в окрестностях Солнца 

дисперсия абсолютных величин превосходит три звездные 
величины, то искомое отношение будет равно нескольким 

нуле-
виду

(13,6)
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тысячам. Хотя для населения сферических подсистем диспер
сия абсолютных величин может быть меньшей, все же отно
шение и. в этом случае, вероятно, измеряется тысячами. Поэ
тому флуктуации поверхностной яркости в системах рассмат
риваемого типа должны быть в тысячи раз больше, чем они 
были бы, если бы՜ эти системы состояли из звезд равной 
светимости, но в таком же числе, что и реальные числа их 
членов. Благодаря этому и только благодаря этому эти флук
туации могут стать доступны измерениям.

Определение из наблюдений численного значения выра
жения в левой части (13, 5), т е. относительного значения 
среднего квадрата отклонения дало бы возможность найти 

значение -у, которое, как мы видели, зависит от дисперсии 
1

светимостей, если бы незнание X, т. е. среднего числа всех 
звезд, приходящихся на измеряемую площадку, не мешало 
этому. Поэтому такое прямое получение данных о функции 
светимости на основании наблюдений над флуктуациями по
верхностных яркостей в изображениях эллиптических туман
ностей не представляется пока практически возможным. Од
нако мы можем из наблюдений определить левую часть ра
венства

.• (13,7)
I 1

которое получается путем умножения (13, 5) на (13, 2). Оп
ределив это отношение на разных расстояниях от* центра ту
манности, мы получим тем самым некоторое представление 
об изменении функции светимости. Для этого следует толь
ко принять во внимание, что 1 даже при значительном умень
шении процента гигантов будет мало меняться, так как ги
гантов вообще мало. Поэтому изменения величин (13, 7) бу
дут в основном обусловлены изменениями в величине Р. Пос
ледняя, наоборот, гораздо более чувствительна к измене
нию в процентном числе гигантов.

Заметим, что все сказанное применимо, конечно, в из
вестной степени и к спиральным системам, плокости которых 
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наклонены к лучу зрения под углом, близким к 90°, так как 
в таким случаях поглощение на большей части протяжения 
туманности невелико. Однако надо сделать оговорку, что в 
этом случае необходимо учитывать влияние скоплений и ас
социаций звезд.

ԵՐԿՆՔԻ ՎՐԱ ԱՍՏՎԵՐԻ ՐԱՇԽՄԱՆ ՄԵՋ ԳՈՅՈԻԹՅՈԻՆ ՈՒՆԵՑՈՂ 
ՖԼՈԻԿՏՈԻԱՅԻԱՆԵՐԻ ՏԵՍՈԻԹՅՍն ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Ամփոփում

Երկնքի ։(րա դիտվող աստղերի բաշխմ ան խտության ֆլուկ֊ 
տուաո իաներր հետևանք են երկու հիմնական սլա տ ճա ո֊նե ր ի 
ա) բնական ֆլուկտուարյիաներ, սրոնր գոյություն ունեն տա
րած ւսկտն բաշխման մեջ և կապված են աո տղեր ի դիսկրետ 
բնույթ ի հետ և ր) կսսմ ի կական կլանման անկանոն ութ յունբէ ււրր 
կա սլված է միջաստղային կլան ող միջավա յրի սլատա ո ոտ և ղի ս֊ 
կրետ կաո սւլյվածքի հետ։ Այդ կառւււլյվածքի ուսոււՈւասիրսւ թյու֊ 
նր լլսւյլլ է տվել, որ կլան ող շերտը Գտ լակտ իկտ յսւմ կարելի է 
պա տկեր ա ։լն ե լ որպես աոանձին կլան ող ամպերի (միգամածու
թյունների) բո։ ղ մ ութ-յուն ։ Այդ ա մոլեր ի րաշիւմտն մեջ գոյու
թյուն սւներյոգ րնական ֆլուկտուա ։լիաներր ի բենդ հերթին աոահ 
են բերում նկատելի ֆլսւկտուալյիաներ աստղերի դիտվող բաշխ
ման մե9։ Ներկա աշխատանքում մեր հիմեակտն սւշադրութ յսւն ը 
մենք նվիրել ենք գլխավորապես կլանման անկանոնության 
հետևանքով աոաջայլոդ ֆլուկտո։ ալլիսւներին։

йг/"ատությտն երրորդ և շորրոըդ սլա ր ագրաֆնե րում ու֊ 
սոլւեւասի րվում են ֆ լո ւկտ ո ւա ։լ ի ան եր, որոնք գոյություն ունեն 
արտաքին գալակտիկաների տեսանելի բաշխման մեջ: Հինգերորդ 
և հետագա պա րագրաֆնև րսւ մ տրվում, է ֆլուկտուա րլ ի ան ե ր ի 
տեսություն ր Գալա կտ ի կա յ ի հասա րակած ին մոտ գտնվոգ երկնքի 
տիրու յթների համար։ Երկու հարև ան տիրույթներում դիա֊ 
վոդ գալակտիկաների քանակների կոոե լա լլ ի ա յ ի խնդիր^ւ ու֊ 
и пМասիրված կ պարագրաֆ 11-ում։ Ւսկ հաջորդ պարագրա
ֆում քննվում է նույն կոոելա։յիոն խնդիրը (միրկտթնի մակե֊ 
րևույթա յ ին սլայեաոսւթյուննև րի համար։

Որոշ հետաքրքիր եգրակա։յությսւններ կարելի է անել ար
տաքին и իստեէքԼ երում ղի տվող մ ակե րևույթա յ ին պայծառու
թյունների ֆլուկտսւաէյիտների վերաբերյալ այն դեպքումէ երբ 
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այդ սիստե&ևրը թափանցիկ են (կլիպտիկ գալակտիկաներ 
գնդաձև աստղակույտեր)։ Այդպիսի ֆլուկտուացիաների տեսու
թյան նվիրված է աշխատության վերջին մասը.

Հեղինակի նախկին հոդվածներում, ինչպես նաև Մարգար- 
,անի և Ռուսակովի աշխատություններում ֆլուկտուաց իաների 
տեսության որոշ արդյունքները համեմատվել են դիտումներից 
ստացված տվյալների հետ։ ներկա աշխատության մեջ շոշափված 
է միայն խնդրի տեսական կողմը։ Մեղ թվում է, որ դի տու մն երի 
հետնոր համեմատությունն եր անելու համա ր հարկավոր կ ավելի 
յայն և քննադատաբար մշակել ֆլո։ կտուացիաների տեոո։ թյունը, 
Այս տեսակետից չափազանց ցանկալի է, որ այստեղ արծարծված 
տեսական խնդիրնևրը ավե/ի ւայն մշակվեն և ընդհանրացվեն։

'ԼևրՀապես պետք է նշել, որ աստղե րի կողմից երկնային 
սֆերայի վրա կազմվող պատահական երկրաչափական դասավո- 
րումեերի հավանականության պրոբլեմը, որը մեր տեսակետից 
շատ կարևոր է, մնացել է ներկա հետաղոտոլթյան տեսադաշտից 
դուրս։
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