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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

О. М. Сапонджяи

К разложению в ряд отображающей функции 
Кристоффеля—Шварца

При применении метода конформного отображения часто бывает 
необходимо разложить отображающую функцию в степенном ряд. В 
случае отображения внутренней и внешней областей многоугольника 
на область единичного круга такое разложение осуществляется пу
тем разложения в ряд пол интегрального выражения функции Кристоф
феля-Шварца [ 11. В настоящей заметке дается другой, более общий и. 
с точки зрения вычислений, простой способ разложения в ряд ука
занной функции. Сущность способа заключается в том. что разла
гается в ряд не подинтегральное выражение функции Кристоффеля — 
Шварца, а сам интеграл.

§ 1. Случай отображения внутренней области .многоугольника 
на область единичного круга

Отображение внутренней области многоугольника на облаегь 
единичного круга осуществляется функцией Кристоффеля—Шварца

z = <»(Q =s А I (а։ _ tf* ’օ2- է)4’՜ (an է)’"՜1 di 4- В, (1.1) 

о
где z и ՜, комплексные координаты, соответственно для областей 
многоугольника и единичного круга, п — число сторон многоугольника, 
а։,а2, . ,.ап комплексные координаты точек на окружности единич
ного круга, соответствующие вершинам многоугольника, а։. а2,...,ап 
измеренные в долях - внутренние углы многоугольника. А и В֊ во
обще комплексные постоянные, характеризующие положение много֊ 
угольника и его размеры.

Согласно формуле Маклорена, имеем

(1.2)

Причем, в силу (1.1), «(0) = В.
Для нахождения коэффициентов ряда (1.2) заранее установим 

связь между производными функции »»(С).
Известия IX. № 9—7
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Из (1.1) получаем
■i(C) = A(a, tf֊1(as-C)-' .(ап-С)’”՜'... (1.3)

Отсюда следует

5-1

Применяя к этой формуле правило дифференцирования произведения 
двух функций, найдем связь между производными функции w(C):

Z>(0 = + (k ֊ +
“3---- » \“Я----  '•}I I

ո 1 —
+... +(k - 2)(k - 3)... (k - > )ш,к-*։«) V-!—Ь-+... +

I (Э5 Կ

+ (k-2)!<)f - (1-4)
J (а։ — Q

Эта формула позволяет определить коэффициенты ряда (1.2). Для 
этого примем в (1.4) С = 0, тогда

Ո п
*w(0) » <o<k-։>(0)V֊—4֊(к ֊ 2)Л֊^(0)У —Д- ч-

Из Эм
ւ ।

Ո . _

4_...+(k-2)!d)(0)V-Lc^- (1.5)
։ а*

Далее обозначим

Ск = (к—1)!<а(0)' п₽ИЧеМ С‘=1- '16)

Выразив (1.2) и (1.5) через Си и обозначив w(0) - С, получаем

4Q = c(:-^<։ +?3-e + --J +в. (1.7)

Ск=к4т(Ск-‘£^+Ск-։£-Чг^+-- <Լ8>
1 I է

(к = 2,3,...),
причем Сх—1.

Таким образом, а случае отображения внутренней области много
угольника на область единичного круга отображающая функция раз
лагается в ряд (1.7), коэффициенты которого определяются из линей
ных рекуррентных уравнений (1.8) последовательными подстановками.
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§ 2. Случай отображения внешней области многоугольника 
на область единичного круга

Внешняя область многоугольника отображается на область еди
ничного круга с помощью функции

? Հ —1 Հ-։ Հ֊Կէ
2 = ш(С) = A|(a֊t) (a, ֊է) ,..(ая-1) -^4-В', (2.1)

I

где at,a2,...,an — внешние углы многоугольника.
Обозначим

<ед = (2.2)

Тогда, согласно (2-1). будем иметь

Հ-! Հ֊ 1 Հ-1
S(Q = A(a:-Q (а2֊ч) ... (ап — Q . (2.3)

Так как эта функция регулярна при Z = 0. то ее можно разло
жить В ряд

2(4=2(0).|.Ջ(+^2?+... (2.4)

Внеся (2.4) в (2.2). определяем w(C):

«2(0) Զ'(0) 1 , <2"(0) , ճ"'(0). ,
WU = j֊-c- + -շք- + -3!

Интегрируя, получаем

ձ(0) , ւ»'(0) ճ"(0) с զ"'(0) е .
W(4) = 4- — In, -Г -5 ֊ ֊ 4֊ շ֊4֊ ..4֊ В. (2.5)

где В ֊ вообще комплексное постоянное.
Способом, примененным при выводе формулы (1.5), из (2.3) по 

лучаем
(0) = а1кЛо)£±=^+(к -1 )ճ<՚“-։՝(0)£ +

) I
л |

+. +(к ֊ |)(к-2)...(к + I֊;./"‘(O;V~^ +

11 1 _
|. . +(к- 1)J2(O)V_—Ճ

При к = I эта формула дает

(2.6)
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U'(0) = 2(0)Vj_2i.

... T .
Но, как известно, для случая отображения внешней области 

yL- 54 - о.
— а= 

1

Следовательно. ճ'(0) — 0.
Имея в виду это. из է 2.5) получим

ա(4=_^)+^փ+^+ +в. ед

Обозначим
Զ՚Հ)(0)

Dk_։ = — , причем D , = 1, De = 0. '2.8)

Выражая (2.7) и (2.6) через коэффициенты Dk и обозначая D = —2(0), 
получаем

■»(« = ռ(4- + ^: + ֆ:։+ ) + в;| (2.9)

d‘= ктг( +Dk-a տ՜4ր+ + ° ՛ -)(2՜10) 

(к= 1,2,...), 
причем D_ । - —- Լ 1)2 = 0.

Итак, в случае отображения внешней области многоугольника 
на область единичного круга отображающая функция разлагается 
в ряд (2.9), коэффициенты которого определяются из системы линей
ных рекуррентных уравнений (2.10).

§ 3. Примеры

1. Отображение внутренней области ромба на область единич
ного круга (фиг. 1).

Фиг. I.
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Согласно фиг. 1, имеем з։ — 1, а» «= I, э3= — 1, з4== — ։, «։ = 
= а3 = 2а, а2 = а, = ! — 2а.

Внеся значения этих параметрон в (1.81. получаем

Csk — о» (Л s *. 2..-.):
с, = 1-,

C-.k+ ։ = — (I — 4а)(С»-1 4՜ Сзк я 4- 4՜ С։' 4՜К

4- (С2։-34-С2к-7 4-..-4С։) (к = Լ2,...). (3.1)

Эту систему уравнений молено заменить более простой системой. 
Для этого перепишем (3J), заменив в нем к через к — 2:

Сак-з = ц_ յշ[( i — 4a)(C2k_5-bCjk-94 ••4-CJ)4

4-(Ciik-7 4-C-2k-u 4- • 4-С։) (k —2,3,...). (3.2)

Умножив (3.1) на к, a (3.2) на к —2 и вычитая полученные результаты 
один из другого, получаем

Сгк+1 = Т 4a)C?ii_։ 4- (к— 1)С2к~з (3.3)(к= 1.2....):

С։~1.

Из системы (3.3) легко можно определить коэффициенты С3, С5.... 
Например:

С, = 1-4«. С։ = 4 (1-.|:)С։+ 1

- 4я)С5 + 2С3

При *=՜-4 ромб обращается в квадрат, и тогда из (3.3) полу 

чаем

С4к i = 0, (k= 1,2,...),
С 2k“ 'с 
b4k+l ֊ ----- ----------  V4k-3.

C։ = I.
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Решение последней системы будет

Счк-rl =
2.6 Ю...(4к —2) 

4кк!
(к » 0, 1,..,).

Внеся этот результат в (1.7), получаем

что совпадает с известным результатом.
При а = 0 ромб превращается в бесконечную полосу, и тогда 

(3.3) даст

с,= 1.

C^k+i = ՜՜ր՜ С?к_| 4֊ (к — 1 )Օշլ֊3 К
(к« 1,2,...).

Единственное решение этой системы будет

С;к+| = I. (к=0. 1,2,...).
Внеся эти значения коэффициентов в (1.7), получаем

«>© = С
ГЗ ГБ ЧЧ 2b In

-Т“Г1П
5

где 2Ь — ширина полосы.
Полученный результат также известен.
2. Отображение внутренней области прямоугольника (фиг. 2).

= е

а, = а.. = ая = а4 — •

Внеся значения этих параметров п (1.8), получаем 
C2k = 0. (к = 1.2,...).
С։=1,

С» 4 | = >к_| cos2?-r C;k_3COS4?4- • • • t C;cos2ky ). (3.41
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Выбором параметра <? определяется отношение сторон прямо
угольника.

3. Отображение внешней области ромба на область единичного 
круга (фиг. 1).

Согласно фиг. 1, имеем ах = I, а2 == i, а3 = — 1, а, = — i. 
«I — «з = 2(1 — а), «շ = 3-4 = 1 Ч- 2а.

Имея в виду эти данные, из (2.10) получаем

DJk = 0, (k = 0, 1,...),

D_։ = - 1.

D^'”֊rh (1 — 4а) (D;k+։-J-Dsk-.s : + D_։) +

4-(D2k-3+D^74-...4-D_։) (k = 0, 1. -.-).

Отсюда способом, примененным в примере 1. найдем

D-i = —1,

(3.5)

D^. = j֊i (к- 2)О2к..я-(1 4a)D21t_։ . (3.6)

(k = 0, 1,...).

В случае квадрата la — — j из (3.6) получаем

O4k41 =-0. (k = 0, 1,..,).

D_։=-l,

= 2k՜3 D4k_5.

(k=l,2,...).
Тогда, согласно (2.9), будем иметь 

что совпадает с известным результатом.
4. Отображение внешней области прямоугольника на единичный 

круг (фиг. 2).
ip -ip ip — Ip ՚ ՚ •Имеем а, — е , я2 — е , а3 = — е , а։ = е , а] = а2 — а3 —

, Հ = ~ в = о.

Из (2.10) получаем

D2x = 0, (k = 0. 1, ...),
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D_։= 1

Цлс+1 = — 1>л_։ cos 2т- -г Dsk-jcos 4? 4֊

4- D_,ccs(2k4 2)? . (3.7)

(k = 0, 1,...).

.Параметр <? определяет отношение сторон прямоугольника. На

пример, при из (3.7) получаем

••

3
'ь'։

()т =3
з_ 
10*

Внеся значения этих коэффициентов в (3.9) и ограничиваясь четырьмя 
членами ряда, получаем

..»(? = D ( -U + 0.5: 0, ։ 25? 0,0375? ).

Отношение сторон многоугольника будет «։Ьа3.2.
Точно такой результат получен Г. Н. Савиным (1|, применив

шим способ разложения в ряд подинтегрального выражения функции 
Кристоффеля — Шварца.
Ерспанскмй политехнический институт 

нм. К. Маркс* Поступило 3 V! 1956

О. 1Г. OuiuptGu ւահ

ԿՐԽՍՏՈՖԵԼ ՇՎ-ԱՐՑհ ԱՐՏԱՊԱՏԿԵՐՄԱՆ ՖՈհՆԿՑՒԱՆ ՇԱՐՔհ 
ՎերաԼՈհ <ԵՐԱՐԵՐՅԱԼ

IL 1Г Փ Ո Փ II |' 1Г

4ււն1իէւրմ արտապատկերման մեիքողի օգտագործման դեպրու մ հաճախ 
»m Լ ւիՆոլմ ա ր տասրքքակե րմ ան էիո' նկւյ քսււն »քերաճե{ • ա/ւրիւ հաւր 

մ անկյան ներքին հ արտաքին տիրույթները միաւ[որ յրՀանի տիրու jfJի 
»•'/ччш պատկե րե ւ իս այդպիսի վևրածսւԱՆ ի րադո րծ tf nt մ Լ Կ ր ի ո տ ո!իև Լ- 

(յվարց/l արսւապատկերէք ան Տիոէ’հկւյ իա յի ԼՆ իք ա ին uiltrj [tut / ա ր nt ս>հ տ jtrt ni.u 

fjjttt'hjt շք՚քրյ՚ի է/երածէէ[ու if ի9ո rjntf t

U,jtr ն и իք ի tfbf նու Հհ նսքաւոակի համար *ui[t/’/’ '11' 1,ս’^ '1 "՛ծ հրիս֊ 
էէէէէքիե[ — <տւիարցի ին սւ ե •/ րա / ր ւ Ստաւյվաձ ա րդ յունյ»ներն րՆւ[ հանու [I են ե 
հհշւո կի րասե [իէ
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