
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

$fq-մաթ., pG. և ւո!փւ&. qfimnip. JX, 9, 19.Д) Фнз.-МаТ., ССТССТВ. It Tt’XH- JiflyKU

ДИНАМИЧЕСКАЯ метеорология

А. М. Мхитарян

К вопросу о распределении атмосферного давления 
на уровне моря в общей циркуляции атмосферы

§ 1. Введение

При построении моделей атмосферных движений приходится учи
тывать многие факторы, действующие в реальной бароклинной ат
мосфере, как, например, приток тепла от Солнца, силу тяжести, от
клоняющую силу вращения Земли, силы внутреннего трения, орогра
фию местное.и и т. д. Однако при построении математической теории, 
с целью получения качественных и количественных оценок, всякий 
раз приходится идти на различные упрощения, основанные на следую
щих соображениях.

Критические скорости в атмосфере весьма малы, поэтому поток 
воздуха в пей всегда турбулентный. Можно показать, что в извест
ном приближении силы внутреннего трения прямо пропорциональны 
градиент у скорости, т. е.

где т касательное напряжение, v —скорость. р — коэффициент. При 
этом оказывается, что ц — коэффициент турбулентной вязкости- в 
сотни тысяч раз больше молекулярного коэффициента динамической 
вязкости.

Установлено, что коэффициент турбулентной вязкости (или тур
булентного перемешивания) зависит от скорости ветра, от вертикаль
ного температурного градиента (г. е. ог устойчивости стратификации 
атмосферы), от шероховат ос։ н земной поверх нос:и и т. д.

Далее, так как атмосферу можно рассматривать как тонкую 
пленку больших горизонтальных размеров, то отсюда следует, что 
вблизи земной поверхности всегда существует планетарный погранич
ный слой, в пределах которого турбу. ситная вязкость играет значи
тельную роль, в то время как вне этого слоя турбулентная вязкость 
будет играть ничтожно малую роль.

II. Е. Кочин в работе, посвященной упрощению уравнений гид
ромеханики для случая общей циркуляции атмосферы [I], считает, 
что в каждый данный момент известно распределение темпера։уры
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во всем пространстве и давления на уровне моря; далее, по этому 
распределению он ищет распределение давления и вектора скорости 
частицы воздуха во всем пространстве.

Исходными в задаче Кочина являются уравнений Навье -Стокса» 
которые он записывает в сферических координатах.

При использовании граничных условии на поверхности Земли и 
благодаря малости отношения 3/а, где о —толщина тропосферы, а 
радиус земного тара, эти уравнения весьма значительно упро
щаются.

Так, пользуясь вышеуказанными условиями и уравнением нераз
рывности, Кочин показал, что а случае стационарной зональной цир
куляции атмосферы вертикальные скорости во много раз меньше го
ризонтальных и что силы вязкости и Кориолиса имеют один и тот же 
порядок величины.

Кочин произвел также оценку толщины пограничного слоя, при
чем полученный им результат по-новому ставит вопрос о влиянии 
вязкости на циркуляцию атмосферы.

Итак, для случая нестационарной незональной циркуляции ат
мосферы полученная Кочиным система уравнений гидродинамики 
имеет следующий вид:

п д 1 I Ժ /1О»
?~дГ = 2o>cosr/pv, ֊ т ձ + ժփ ժք )• ( Լ2)

Р<~ = - 2«).cos Opvo —J—; ?--4- -у-( p b (1.3>
■ T>t a sin 0 at. 1 dz \ ՚ Ժ7. J

£+gP-O. (1-4)

<
1 с fixч — ар sin b | G'Assin о -J- ՜է՜ 1,а/ j) Լ

p = RpT. (1.6)

Здесь система координат сферическая, причем х - высота над 
уровнем моря. О — дополнение широты, увеличивающееся к югу, X 
долгота, увеличивающаяся к востоку,

vq,v,..vz составляющие вектора скорости, соответственно, но 
осям О, X, z,

р, Р. Т давление, плотность, температура атмосферы, 
а радиус, земного шара.
«»-֊ угловая скорость вращения Земли вокруг своей осп. 
g —ускорение силы тяжести.
R — газовая постоянная,
•> коэффициент турбулентной вязкости | > — — ).
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В случае с։апионарной незональной циркуляции атмосферы си
стема (1.2) (1.6) *ще более упрощается и принимает следующий вид
(в случае ц — const.):

Ժ4* ■ .» , 1 dp ,3? +2«.cos0pv. T¥)-, (1.7)

.։^-2„с<ьЫ, -ԼՀ1՛ (18)

+ <>■ (1.4)

v, = I [— (pvtSin 0) + 4- (pvi) <lz,
Opsin6 J oh v Ժ)

p = pRT. (1.6;

И, наконец, в случае стационарной зональной циркуляции и 
мосферы эта система принимает особенно простой вид. гак как ни 
одна из входящих в нее величин не будет зависеть oi

Для полной определенное гл этих систем следует поставить сле
дующие граничные условия: прилипание к Земле, ограниченность 
скорости на бесконечности; кроме того, задаются распределение дав 
ления из уровне моря и температура во всем пространстве, г. е.

р|»-о = р0(о, А. է) И T(z, О, А. է).

Для первою случая задается также начальное состояние атмосферы
Таким образом Кочин подробно рассмотрел влияние вязкости 

на гидродинамические процессы в атмосфере и мим положил начало 
многим новым исследованиям в области математической теории общей 
цирку л я цип ат мосфе ры.

\. Л. Дородницын показал [2], что задание распределения з> 
мосферного давления на уровне* моря не обязательно, ибо оно 1акжг 
может бьно получено теоретическим путем. Дородницын рассматри
вает атмосферу как пограничный слон и в качест ве исходных данных 
считает известным зональное распределение температуры во всей ат
мосфере. Гахпм образом, по Дородницыну, в случае стационарной 
зональной циркуляции задача сводится к интегрированию системы 'иф- 
фере н цн а л i. н ы х уравнений

— । ч  4֊ 21 о vos Կ[է\,-----(1.Ю)07. 1 oz I а Ժ»\ Հ

2и> COS OpVti = О,

р — р41ехр

11.И)

Д.12)
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։

V։=-iirji(?v’sinf'’d7- (bl3)
Շ

при следующих граничных условиях: при z = 0. V9 — v>. ~ v, =■ 0, а 
при z -► с»; v$ = v? = О, V/ ~ 3u> Н sin 0.

Второе граничное условие устанавливается следующим образом: 
основываясь на данных наблюдений над серебристыми облаками, До
родницын предлагает учесть о.с. звание атмосферы 01 Земли на боль
ших высотах и считать на бесконечности абсолютные скорое;и конеч
ными.

Тогда vq и v, из уравнений движения (1.10) и (1.11) можно вы
разить через р0, пользуясь (1.12).

Затем, подставляя эти выражения в (1.13), будем иметь
II
j~-(pve sinO)dz = 0, (1.14)

о
откуда и определяется рп, а следовательно, и р. v(J, vk, v4.

Дородницын принял р постоянным, равным 1 MTS, при этом рас
пределение ро получилось качественно хорошим, однако вычисленные 
градиенты dp0/d'J оказались преувеличенными.

Коэффициент а в предыдущих случаях был принят постоянным, 
но мы уже отмечали его большую изменчивость. По этому поводу 
заметим, что для коэффициента и предложено мною различных мо
делей.

И. Л. Кибель (3] при решении задачи о распределении ветра по 
высоте, принимая по Прандтлю вблизи шероховатой стенки с шерохо
ватостью z0 условие 

где к = 0,36— 0.40, z —расстояние от стенки, -0 — касательное нанря 
жение на стенке, и соотношение 

приходи! к выводу, что v вблизи такой стенки растет с высотой ли
нейно. считая, далее, что этот закон имеет место во всей толще ат
мосферы. Но если эта модель хорошо описывает явление вблизи зем
ной поверхности, то на больших высотах она уже неверна. Поэтому 
М. И. Юдин и М. Е. Швец [4] при изучении того же вопроса пред
ложили следующую модель:

(115) 
Ich; при z>h,

где с и h — постоянные. Расчеты по этой модели дали вполне удов
летворительное согласие с наблюдениями.



Распределение атмосферного давления па уровне моря 71

Существуют еще и другие модели, на которых мы не останав
ливаемся, исходя из того, что для наших целен достаточно пользо
ваться одной из вышеприведенных. Заметим, что Л. М. Обухов [5] 
теоретически рассмотрел вопрос об изменении коэффициента турбу
лентного перемешивания с высотой и пришел к выводу, что указан
ный коэффициент вблизи земной поверхности в некотором слое, на
званном им подслоем динамической турбулентности, растет с высотой 
линейно, а на больших высотах асимптотически приближается к не
которому предельному значению.

Е. Н. Блинова в работе |6|, посвященной определению давления 
на уровне моря, пошла по новому пути. Так, если Кочин считал из
вестным распределение давления на уровне моря и температуры во 
всем пространстве, то Блинова не вводит этих ограничений и строит 
свою теорию, привлекая к рассмотрению уравнения гидротермодина- 
микн идеальной бароклинной жидкости на сфере.

Уравнения движения берутся в форме Эйлера, причем в качестве 
третьего уравнения берется обычное уравнение статики. Задача ре
шается на некоторой средней (так называемой безднвергентной) вы
соте. на которой

рустах, т. е. -pvz^0. (1.16)

Все движение воздушных масс в атмосфере рассматривается со
стоящим из основного зонального потока и малых отклонений от по
следнего. которые будем называть возмущениями. Пусть скорость 
зонального потока

Уд(0, z) = a(z)a sin 0, (1-17)

где a(z) —угловая скорость вращения атмосферы относительно Земли, 
не зависящая от 0, а давление и температура

р(0. г) -- р00(г) -г ааимхр sin5 О,
(М3)

Т(9, z) = T^fz) 4- M(z)sin2 О,

где РооОО и T^z) —давление и температура на полюсе, a M(z) пе
репад температуры от экватора к полюсу. Далее, составляется урав
нение Фридмана, отвечающее оси z, и пренебрегается членами с вер
тикальной скоростью. Упрощенное, таким образом, уравнение приме
няется для определения давления на среднем уровне.

Построив стационарное решение, Блинова впервые теоретически 
получила так называемые „центры действия атмосферы".

В одной из последующих работ Блинова [7] дает решение той 
же задачи с учетом членов с вертикальной скоростью. Заметим, что 
здесь температура не осредняется для нижнего слоя, а каждый уро
вень входит со своей температурой; кроме того, решение представ- 
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лоно через функцию Грипп,, в которой одна из сумм берется в ко
нечном виде благодаря отсутствию трения

Таким образом, впервые теоретически было получено распреде
ление атмосферного давления на уровне моря. Градиенты давления, 
как и следовало ожидать, значительно превосходили фактические, 
чю легко объяснить отсутствием учета турбулентного перемешивания 
и частично орографии местности, ւ. е. тою суммарного влияния ила 
нетарного пограничного слоя, которое он оказывает на образование 
ге р м об а ри ческ и х пол ей.

Теория Е. Н. Блиновой дает возможное; ь долгосрочного про
гноза метеорологических элементов методами динамической метео 
рологин.

В нашей работе [8] построена теория распределения давления ни 
уроане моря с учетом вертикального турбулентного перемешивания: 
при этом мы решили задачу также на среднем уровне атмосферы и. 
кроме того, считали коэффициент турбулентного перемешивания по
стоянным по высоте и делали некоторые другие упрощения.

В настоящей работе решается та же задача о нахождении ра» 
пределения атмосферного давления из уровне моря при более общих 
предположениях В конце работы эта задача решается другим путем.

§ 2. Вывод основного уравнения

Атмосфера рассматривается как реальная бароклинная жидкость 
в поле сил тяжести и Кориолиса. Чтобы произвести учет влияния 
приземного трения на формирование наземных и высотных барических 
нолей, мы будем вводи и. в рассмотрение вертикальное и горизонталь 
•юс турбулентные перемешивания различных масштабов, причем 
коэффициент горизонтального обмена (•<,) будем считать постоянным, 
а дли коэффициента вертикального обмена •> будем пользоваться раз
личными моделями.

Выведем, прежде всего, у равнение А Л. Фридмана. определяю
щее изменения вектора вихря скорости в частице воздуха в случае 
циркуляции реальной бароклинной атмосферы в поле сил, указанных 
выше.

Будем пользоваться сферической системой коордимаւ ■.
Щпншем уравнение движения в векторной форме:

-|Г ГФ- —гР- --I ■.'’֊) + ■!. е 2V ՛■■ (2.11
(Н Կ ' 0г՝. 07. I а- '

Здесь Ф потенциал объемных сил. уФ ею ра/иен;.
уР — градиент давления,

1 — время.
. ' (ք ւ ։ . ° \ i °՜ I /.֊» ft.ձ՜ ТйТоф'О\5Ո1ԺՕ ) 71ո՜օ՜ժ>.֊| ՜՜2

(остальные обозначения приведены выше).
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Уравнение (2.1) можно переписать так:

5+<+ф) 2VX..
(2.3)

|де <2 = rotV вектор вихря скорости.
Возьмем операцию rot от обеих частей равенства (2.3).
Имея н виду, что

rot 0.
получим

If rot (v ха)֊ ֊ rot^-£(-. £') • -Vv'J-2ro«|v ■ <•;. 12n 

Пользуясь уравнением состояния, легко убедиться, что

ro[^-lvp) = ±?TXTP.

кроме ют о.

rot ( «> X V } ֊ р • V)10 —( 11) ՚ V |У °' div V.

rot IV z Լ>) = (Զ. v)V I V- v)<2 —QdivV.

так как div «> = div Ճ = 0.

Подставляя вес эти выражения в (2.4), получим

rf֊֊ ia-v|v ւրրխ' a<iivV42(v-vl»-21»-v)v +
֊֊2,.,-dfvV 'rT Tp + ^.(,^՝) + AvS. (2.5) 

'j i ՚ււ. \ </z / a

Пользуясь теперь тем обстоятельством, что лектор планетарного 

вихря VI стационарный, будем иметь

Кроме того, согласно уравнению неразрывности.

Тогда после несложных тг еобразованитт окончательно получим уран 
нение Фридмана в следующем виде:

±/ճ±֊ճ Xvt vp+
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ԼՃ
р С)7. Ն 2’ А<2. 

а2? (2.6)

Сумму Զ 4 2o> будем называть абсолютным вихрем; тогда урав
нение (2.6) показывает, что изменение величины абсолютного вихря, 
поделенного на плотноеь воздушных масс, происходит главным об
разом за счет переноса этой величины горизонтальным потоком, изме- 
нения количества движения с высотой, бароклинности среды и за счет 
трения. В последнем учитываются горизонтальное и вертикальное пе
ремешивания различных масш.абов.

Спроектируем уравнение Фридмана на ось z; тогда, после не 
больших, вполне естественных, упрощении получим

ժ /о □ 9 v (Հ֊------ 1-----------(ԼՀ 4- 2о> COSV) :
ժէ a սՕ asinO ժ>.

(Т, Р)

а:рТ sin 9

2ւ՚> cos 0 d p V.
֊ дг

(2.71
a

Здесь: <i>z = «>cosG, T(z) -стандартная температура. p = p(z)—стан
дартная плотность,

Ժ0 d'f. д() д'/.

'2’ = -Ч (V‘տ!՞ ’) - Ст] • (2-8)
a sin 0 լժօ с/Х

Произведем линеаризацию уравнения (2.7), пользуясь методом 
из работы [6]. т. е. будем считать, что движение состоит из основ
ного зонального потока и малых возмущений последнего, причем рас
смотрим пока стационарную задачу.

Итак, пусть

V$= \Ч(б, A, z), V) — VA(0, z) ;• VX(0, Л, z). V, -= V։(0. A, 7,).

P = {7(0, z) 4 p(0, Հ z). (2.9)

T — T(9, Z) 4֊ T'(0, a. z).
Здесь элементы зонального потока определяются по (1.17) и 

(1.18), а возмущения v0, v>_, v,, р, Т' считаются малыми: поэтому в 
дальнейшем будем пренебрегать квадратичными членами.

Обратимся к уравнению неразрывноеiи. Это уравнение вдали от 
темной поверхности с большой степенью точности можно записать в 
виде

—(V,sln0)4- — --О.
ԺՕ ԺՃ

Это позволяет ввести функцию тока на всех уровнях атмосферы 
(кроме, конечно, пограничного слоя), так что
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1 Ժ4՛ .. I d‘F—---- ------ V------
a sin О dX а Ժ0

(2.10)

Представляя функцию тока в виде ‘Г - Ф(0, z) I- փ(°. Հ *)» легко 
убедиться, что отклонения скорости v9,vx выражаются через откло
нение этой функции от зональных ее значений $(0, X, /.) по формулам, 
аналогичным (2.10), а пользуюсь (1.17), легко найдем, что ф— 
— <xa2cosG. Кроме того, пользуясь (2.8) и (2.10), найдем

а, -фдч՜, (2.П)
а-

причем отклонения и 1И между собой будут связаны точно таким 
же соотношением.

Подставляя все эти выражения в уравнение (2.7), приведем его 
к следующему виду:

ժձձ .с./ . Л ,. , 2a2wcos0» ■ _|_ 2(„, + а) -X _ -X ձձ ф----------- ------
(?Х dX а2

Эру, 
di.

ճևճԼ+տ.ձք^). 
'pTsinO дг' (2.12)

В последнем члене правой части мы нс переходим к функции 
тока, с целью вычислить влияние трения в пограничном слое на ба
рические образования, исходя из уравнений Кочина (I].

Упростим член с бароклинностью. Пользуясь (2.8) и (1.18). 
имеем

(Т.Р)^г —— a2a<up2$jn OcosO
do дХ д'к

Кроме того, так как —- 1. то отбросим а во втором члене левой
«>

части (2.12). Получим

ԺՃՓ , rt d՝j ч. . 2a2«>cos9 d?v*x —- 4- 2ч> —՜-------- -  ձձՕ------------------------- =
дК ծ՜>. a2 ՜ ՜՜ dz

«
'2a*awcos0 dT' . d / ԺԶ, \ .=------------------- I-a-— ( v — • Լ2.13)

... (Ո. OL \ d'L ./

Помножим обе части уравнения (2.13) на р и проинтегрируем по / от

/.0 до бесконечности, где z0 высота шероховатости,

. п ԺՓ Ն л*. •» fd-:. 2 / ԺԶ.. \а —- -|- 2ш г —- ձձ՚ձ pdz —- 2а’(о I —aTpdz -■ aapc( v — 1 .
д'/. dX a3 ' / J dX \ dz /

Կ
(2.14)
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Здесь интеграл от последнего члена левой части обратился в нуль 
в силу того обстоятельства, что \՚Հ = 0 при z — z0 и pv, = 0 при ? ֊՝ ■ ՛

средняя по высоте плотность, а

.. . .. cosGT'fO, Հ z) .О|С.
Հ 2) = —и֊֊ я—’ (2-15)

|t(z)I
Чтобы выполнить квадратуры в левой части, мы должны поль

зоваться уравнением (1.4). которое мы возьмем в виде

1пР = 1пР„ -£-р£- 

1.Т,

Линеаризируя это уравнение, получим (см., например. |7])

JLf (2.16)

Р Р|» Г т

Здесь р и р„ — соответственно, стандартные давления на высок- 
и на уровне моря.

Возьмем теперь линеаризированное уравнение Лидера, отвечаю
щее оси

zirb У) — Л
2(«> -|- etg 0 —— а----- — ֊

ժ>. Ժ0Ժ7
1 ?Р 

psin 0 д'».
02.17)

Из этого уравнения легко найти р через ф и, подставляя в (2.16). 
выразить 4 через ро(0. X), а подстановка последнего выражения в 
12.14) позволяет определить р„. т. е. решает нашу задачу до конца.

Остановимся на приближенном решении (2.17). Так как ժծ/ժ* и 
Ժ-=օ/Ժ0ժ>. являются величинами одинакового порядка, а а<- <•՛, р. 
л’Шближенно можно принять

р տծ 2w CoS Op՛]/. (2.16)

Пользуясь ֊.равнением состояния, из (2.16) получим

: ле

(2.19)

ւ2.2(|)

Подчеркиваем, что » не зависит от высоты.
Подставляя (2.19) в (2.14), получим окончательно
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Из этого уравнения мы должны определить ?(6, /.); ։огда из 
(2.20) определится р(>{0, >.), и наша цель будет достигнута. Остается 
лишь вычислить первый член правой части уравнения (2.21).

§ 3. Влияние вертикального турбулентного обмена

Мы должны вычислить

(3.11

Этот член учитывает гот суммарный эффект, который оказывает пла
нетарный пограничный слой на барические образования. Чтобы вычис
лить его. необходимо иметь составляющие век горя скорости во всей 
голще атмосферы. Но предварительно заметим следующее. На боль
шом расстоянии от Земли, вне планетарного пограничного слоя, влияние 
турбулентной вязкости исчезает; поэтому нам необходимо вычислить 
значение этой величины лишь в непосредственной близи от Земли 
Для этого мы воспользуемся уравнениями Кочина’ [I]. которые мы 
запишем в следующем виде:

0 ( dvo \ , , 1 up2м .՛. ֊ ՚ - 1 •

1 др _ 2m>cgs0 дф
ар sin О <п. a sin 0 д/.

Тогда система (3.2) перепишется в следующем виде:

dz \ տ. ! ?■՛> ԺՕ

o' / dv>.\ _ . I dp--- v----- 2«» COS 9V$ ֊֊ -------  
dv. \ dz / a о sin 0 d).

(3.2)

Так как на большом расстоянии 
зает и гам существует функция тока 
что между полем давления и полем 
дующие приближенные соотношения:

оI Земли влияние трения пече
но (2.10), то мы будем считать, 
функции .ока существуют с.те-

1 др _^Հ2աշօծՕ до 
ар дО а дО

(3.3)
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Ժ : t 2»oCosG__ I у — 4- շ0> cos 6va =------------- ~»
az \ dz- J a aO

d > dv,_ 
dz Լ dz

rt 2» cos 6 ժծ— 2(0 COS OVo = -------------- —
a sin 0 cd.

(3.4)

В тонком приземном слое мы можем считать, что горизонталь
ные градиенты функции тока не зависят от высоты и равняются их 
значению на верхней границе слоя трения; обозначим через $0 значе
ние б на этом уровне, тогда

Ժ / <>vo \ . 2<«cos0 Ժ-Հ— V---- ~ 2u)C0S(lVx=------------------ °
ժւ \ dz / а ԺՕ

2<u CoS Ovq = 2oi cos 0 ժփօ 
a sin 6 Ժ).

(3.5)

В качестве первого приближения мы примем, что •* также не 
зависит от z; тогда при граничных условиях Vi=vx =0, при z = 0 и, 
учитывая, ч.о скорость ограничена на бесконечности, получим сле
дующее решение (принимаем z0 = 0):

V 1-- ------------------
a sin О а).

. \ 1 ժ՚ճ —гх .
। — е cosrz---------- -- е sinrz

/ а dO

1 дй0 { -гт \ I ԺՓ» -г-’ . (3.6)
V* = — - 1—е cosrz — ------  -i’c sinrz,

a qU \ / asinO Ժ).

где ր = ֆՀ 25”°— (3.6՜)

Подставляя это решение во второе из соотношений (2.8), беря 
производную от этого выражения no z, получим

I °՝հհՀ 11 —й----- =------| 0JV COS
\ dz } Ц2

о
■^о

bJ V^s9.(sitl0^o_^<,\ (37)
2а2 cos 6 \ ԺՕ ժ>. /

Пренебрегая первыми производными or % ио 0 и X по сравнению с
значением .Лапласиана от %, получим

=--J-K«.-<toS0 Дф0. (3.8)
\ di. ) а- 

о

Это выражение нами использовано в [8].
Однако, как отмечалось выше, именно в тонком приземном слое 

происходят значительные изменения коэффициента v; поэтому при
нять его постоянным по высоте в этом с. ое нельзя, и мы сейчас рас
смотрим случай, когда ՝> растет с высотой по линейному закону, т. е.
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v = coz, (3.9)

причем с0 выбирается так, чтобы на высоте шероховатости получить 
молекулярный коэффициент вязкости; с0 не зависит от z, но может 
зависеть от горизонтальных координат.

Воспользуемся системой (3.5); тогда, на основании модели (3.9), 
эта система примет следующий вид:

Ժ / dv, \ , 2<6cos0 2wcos0 ժձ0
— z— H------------- Vx —---------------
oi \ di c0 coa <w

ծ I Ժ\հ \ 2«ccs0 2ojccs6 ԺՃ ...

oi \ di ) c6 cflasin{l dk

Эту систему можно привести к следующему уравнению:

— j г гЛ- \ ... Ճ1 и = Jiin. (3.11)
di \ дг / ՛ 4 4

Здесь
I; = V® — iv*.

. .. . 2iu>ccs6 ,kf===4----------- --  ։k-,
Со

i< շ.
I Գ

L(_ԼՋճ -p 
a ՛•. sin 0 ԺՕ Ժ0 /

Уравнение (3.11) имеет решение

U֊Cjl0(k) izj 4 c2H0(k| iz ) 4֊ E,

(3.12)

(3.13)

где է, и Ho — цилиндрические функции, a c։ и c3 — постоянные инте
грирования, зависящие от О и X.

Используя граничные условия U = 0 при z = z0 н U < оо при 
г - со и отделяя действительную и мнимую части, получим

a sin 0 о/-
I ֊ Njfk/z f- N2(ky7), fl ՚

֊ N,(k^-)1 ֊ ֊ ’■ Ns(kl<z .
a (>fj a sin G dK

(3-14)

где
Hjk| i?) her,,(kJ z) +ihci1։(k| z),

X] /I I ՜) - herfl(k| '^)hcr/kl 7 )4-bei.,(kl Հւ1ւօԱ1<1-Դ՜) 

֊ [hcr0(kl +

м /VI _ l;er<՛՜k 1-Л )hei«( ) -1 •ei./kjj;,) her.,(kfz )_ (ЗЛ5)
1 ” 4 ՜ ՜ Pier0(kk z0)f + [he:oi k J /„ if֊
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Подставляя решение (3.14) ио второе из соотношений (2-.3). беря
производную от этого выражения по z. получим

\ OZ
М ----------- - А
— I ">cozi։ ccs 0 ձս<։
а-

£՚ձ_7*ւ
2а* 1 2

Հ (кМ) +
Ժ0 oh

Здесь

M-_________ =ճճ+»-____
[her0(k| հո )|2 + [hci0(k| z„)]'-

где ' [her0(k| z0)]2 փ hein(k| z0)p

\ = her(k| z0)[her,(k| z0)J hei։(kj z„)], 

A, - licr(k| z„ )[her։(kp%)4- heijk | zj], 
B = heifl(k|- zn)(her,(k |/z0) Iteijk).- z„ )],

13, = l:ei0(k| z7)|her։(k|/ z„) l?ei,(k|/z՜)].

Если же пренебречь производными от % no 0 и > по сравнению с Доп. 
то (3.16) примет более простой вид:

(3.18)

Можно вычислить этот же член, пользуясь моделью (1.15) или 
другими моделями, более близкими i: физической сущности явления, 
но все они приводят к громоздким вычислениям; поэтому для наших 
целей будет достаточно остановиться :олько на двух случаях, при
веденных выше.

Но представляет интерес рассмотреть изменения выражения ('3.1). 
если исходить из более точной системы уравнений (3.4). т. е. учесть 
зависимость -Ь от высоты.

Систему (3.4) при >, не зависящем от высоты, можно привести 
к одному уравнению следующего вида:

Ժ21 >£ճ_ր;ր=. րք£. (3.19)
տր

1 •• fr'KosQ .. 1 / 1 (j՝j .(К \r, = r| 2i, r֊ =----------- , ե= ------ --------L —։-Xy /3.20)
•» a \ sin 4 d'/. oh j

При граничных условиях, использованных для решения гн темы ՚3.-՜ւՀ 
уравнение (3.19՛ имеет следующее решение:
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и = ր՛ 
2

(3.21)

О где л я ч л ействител ы յ у ю 
для скоростей. Э;е выражения 
их громоздкости, по вычислим

и мнимую части, получим выражения 
мы здесь П{ йводпть не будем из-за 
(3.1). Пользуясь (3.21), имеем

- г. l'Ee f'dz.
"z .1

О С
или

dv0 2րտ Հ/ժձ . I ժծ . \ —гх.— =—I (- -- cos rz 4----------- -sinrzje dz,
Г/Z a ,՛ \ԺՕ sin 0 Ժ). /

о

<)\x 
d/.

2r2 f / I ծ՚՚յ O'j . \ -,f.— ; — ccs rz-------  sm rz e az,
a „I \ sin 0 Ժձ 30 у

I)
или

<x
I Aye "sinrzdz.

,1
(3.22)

Здесь мы отбросили член]»: с первыми производными от у. Если в 
(3.22; положить. ՜֊::օ Ф не зависит от высоты, го оно. как легко убе
диться, переходит в (3.6).

Чтобы выполнить интегрирование, мы воспользуемся выражением 
(2.16) и приближенным соотношением (2.18).

Считая стандартную температуру линейной функцией высоты с 
вертикальным температурным градиентом у, вводя % как значение б 
ла верхней границе слоя трения и пользуясь обозначением (2.20). 
получим

\ То/ 2">.1 о՛
(3.23)

Подставляя (3.23) в (3.22), но..учим

-------L | । toy cos fj---- Լւ \ձփ0- I A'2dz е "sin rzdz.
\ дт, ,1 а2 \ Т„ / ' и>а2.1 \ J /

V ио
(3.24)

Если же решить уравнение (3.11) с правой частью, зависящей 
от z при тех же гравийных условиях, то получим

U = -| i Н0(у| i)
Ь(уЯо(у I j )dy _

Io(yl r)H։(yl/i)-H0(y]/i)I։(yyi)

Известия 1X: .Хгг 9—6
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Ւ Е(у)Н0(у|/Г)<1у'

+ /։ 1„(у /1) __________ Е(у)Н0(у|/ i -dy__________
1<>(У/i )Кг( у J Т) — Н0(у /ГД։(У Ւ Г) (3.25)

где

k/z = y. k]/z0=y0. (3.2G)

Мы здесь тоже не будем отделять действительную и мнимую 
части, так как сами составляющие вектора скорости пока нам не 
нужны, но вычислим их производные. Имеем

<U
оу

Ус

1 С
ГТГЛТ77 E(y)l lll(y|/ ’)ydy’ 
УоНо(УоУ ։ ) J

(3.27)

откуда
у.

— n°- i (Ejher^y) — Eahei<։(y)]ydy 4- 
yoJ

У«
— 11ЕгЬег0(у) 4- E։hei0(y)]ydy.
У о Jж

. v. У"
QVk _ mQ

д\':,
оу 

у..

(3.23)

E2hei0(y)]ydy Ь

Здесь
у.

У-
~ i l»ohero‘y) — roohei0(y)]A*ydy. 
а Уо J

(3.29)

п =_____  |1е^Уо]______
[iie՛,,! „՛;֊ г [hei0(y0)p

m ______ heroW_______
Ibe^yoJP + i^yo)]4

4- "Դ l(E2her0(y) 4֊ E։hei0(y)]ydy;

следовательно.

(3.30)

Мы поль уе ся некоторыми соотношениями из [9], на основании 
которых леи и можно убедшься, что
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— her0(k/z)---- t к—- |her։(k/z) - hei։(k/z)],
օւ 2y2z
ft ь _

— Iieio'k]/ z ) ----------- =- [herJk/z)-|- liei։(k]zz)],
ծւ 2 у 2z

Уп
p°- [i-er;(y0) 4-hcij(y0)].

yhe։0(y)dy - - [her։(y0) — hei։(y0)].
1 Հ

(3.31)

y*
tpl3her0(y)dy - ֊՝|licr։(y0) + hei^yj փ

+ j/շ fIler’(yo) Ьс’1(Уо)1 + 2y6hei0(y0).

3hei„(y)ay = p^fbcr։(y0)~hci։(y0]4-

- J/'yher։(yo) + Ьс’|(Уо>] -2ycber0(y0).

Подставляя тог; a (3.23) у (3.29), пользуясь соотношениями (3.31) 
и переходя к z по (3.26). получим окончательно

(■' Տ՜) | ~ ՜ 5v <осл с“ ° (1 - տ)ձ՛ ° ՜՜
za

Св 7.
— V 1 > I i lmohei^y«) - r0her0(у)]; ( A-.dz "jdz. 

ovKr J /
«о I,

(3.32)

Здесь M определяется no (3.17), a

^1/2 4s-’- +4
՝ oM У5

R г- hcro(y<3l'ci/v-> 4 kci„' v„ibi'- (3.33)
[Ьсг^уо-г + |l։er0(y0)]2

Коэффициент k но (3.12) имеет величину, не большую чем 
10 'М՜'; поэтому, при сравните, ьно небольшой высоте шерохова
тости, у0 бу;.ет / остаточно i.a. cfl величиной, и вышеприведенные по
стоянные метут быть значите..ы.о упрошены.
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В самом деле, при малых значениях уф имеем

Ьег0(уЛ) -> 0,5, hei0(y0) -> - со.

Ьег։(у0) ֊> - со, lieijfyo) -> — оо;
поэтому

м^֊М!Уо2±Ь£։։(Уо)_, (з.1Г)
Ье։0(уй)

R hehfro) 
Ье’о(Уо)

El ~ Ьег/у^) |>3 33
М ՜~ her։(yq) 4-hei։(ytl)

Таким образом, нами вычислен член (3.1), учитывающий верти
кальное турбулентное перемешивание в различных случаях. В простей
шем случае, когда v и о рассматриваются не зависящими от z, полу
чается выражение (3.8); когда оба зависят от z, получается (3.32); 
когда v зависит от z, у не зависит — получается выражение (3.18), и, 
наконец, когда v не зависит от z, а зависит получается (3.24). Во 
всех этих случаях первые производные от ио горизонтальным ко
ординатам отбрасываются но сравнению с ДО, но это упрощение не
существенно, и мы. пользуясь простейшим случаем (3.7), покажем, 
как можно довести до конца решение задачи в этом случае.

§ 4. Решение основного уравнения

Это уравнение имеет вид (2.21 Լ причем в различных случаях 
мы вычислили значение первого члена правой части в виде (3.8). 
(3.18), (3.24) и (3.32). Во все последние выражения ихо..ш %; эту 
функцию можно заменить функцией введенной по (2.20). Исполь
зуя (2.18), имеем

RT
2։п

Переходя от Фо к ? по (4.1) в (3.8), (3.18), (3.24) и (3.32) и подстав
ляя полученные таким образом выражения в основное уравнение 
(2.21). получим:

« ^ + 2«Ջ.+ Գձտ- с.АД? = F(«,/.). (4.2)
ժ). ал

Здесь, в первом случае (3.8), когда v и փ не зависят օւ высоты, 
имеем 

Տ» —— 
| аТр dz

f То dz 
о
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С. == —У*11——. |/ i»v cos 0 , 

i'Todz 
v

F(0. л) = GZ -f- 2«>

Во втором случае (3.18), когда ՝/ линейная функция высоты, 
а у не зависит от высоты, имеем

\ aTodz 

ai - Ч------- •
jfpdz

с» = V u‘C0ZoCOSO. (4 7)
[Tpdz 
ft

F(0. /.) имеет точно такое выражение, что и (4.5), только во всех ин
тегралах за нижний предел вместо пуля берется z0.

В третьем случае (3.24), когда v не зависит от высоты, а Ф- 
переменная ко высоте, имеем по (4.3), а

с, ֊ -уГ<,Г'с— V'i^cosG՜ ( 1------L j. (4.8)
fTpdz ' rT° '

2r'-'ve -t’ sin rz Г, . 4aWa Ժ-, 2.՜ , l-:^dz------------------’ Todz.
J g ы

И, наконец, в четвертом случае (3.32), когда ՝» и зависят от лысо 
ты, имеем «։ по (4.6). а

c. = -֊l— k»v.c«eo(i-bs՛ 
fTpdz ' Т°

(4.Ю)
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4аг<։>2а

g
— 4֊ ~- [moheio(k/z) — nol։ero
ок 4

(4.11)

Во всех четырех случаях через са обозначено

(4.12)

Заметим, что искомая функция о безразмерная, а ар «>, с։. сг и F 
все имеют одинаковую размерность \/;ек.

Перейдем к решению уравнения (4.2). Э.о уравнение линейное 
с известной правой частью (. ак как во всей задаче мы температуру 
считаем заданной), причем один из коэффициентов, именно с։, пере
менный. Решение (4.2) предсавляет значительные математические 
затруднения. Желая получить прос ые количественные опенки его 
решений, мы будем заменять выражение I >cosG или М • |/c0z0cosf) 
их с( едкими по меридиану значениями. В действительности их изме
нения для средних широт сравнительно малы.

Решение уравнения (4.2) мы будем искать в виде ряда по ша
ровым функциям.

Пусть нам известно разложение
Сс II

F(0, X) =- V у (F,7cosmX -г Fn” sin mX)p։? (cos 0), (4.13)
n-lm-l

где F"’ и Fnm — известные постоянные, р» (cos G)— присоединенные по
линомы Лежандра.

Если решение для <? представить в таком же виде
V> И

?(0,X) = У У cosmX 4- sin mX)p®(cos 0), (4.14)
II -1 in -1

TO
2ա&=2<»

n—i m -1 

(с II

с։Дф = — c։V V n(n + 1 )(հ™cosmX ։ </m sin mX)p®, (4.15) 
ti-1 m-l

У V m( — ՚ք,7 sin mX փ cos mX)p՞,

a։^ =

1 ЭХ

00 n

— aj У \ ոխ F 1 )m'՜— sin mX 4 <pnm cas rnX)p*.
Ո-1m-l
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ос՛ ГС
с2ДД« -Сг^ ո2(ո փ 1)а(ф՞ ccsnv. -֊ <p'K sin тл)р™. 

п-յ га-։
Подставляя выражения (4.13) и (4.15) в (4.2), получим следую

щие уравнения для определения козффициенюв փ՞ и фпи:

— а։п(п փ l)rnc^m 4- շարոփ՜՞ — c։n(n 4- !)<?„ — c2n2(n 4֊ l)։o” = P1;

a։n(n 4- I)m©™ - 2<օո՝.փք - c,n'n 4֊ 1 )Հ՚Ո — c2n’(n 4֊ I - Fi։m, 

откуда

-m _ m|a։n(n 4- 1) — 2<0]КцП1 — n(n 4- l)(c, 4- canfn ֊I- 1) ]F£. 
m2[a։n( n 4- ։) — 2«>]2 4- rr(n 4- 1 f [c։ -4֊ c2n( n -t- 1 )]*

- rr e~ րրվ2|Ոչո_[ 1 ) - ՝41-Հ' 1 • i ՛ (nJ-JJF? (4.16)
пф,п(П 4- 1) — 2u)]2 4- n*(n 4- 1 )=[c, 4- can(n I I)]2

В случае, когда гбрпзс ин».,ькое перемешивание ке учитывается с2 = О, 
мы получаем и?. (4.16)

,:п =n-[g,n(n -1- 11 2о>| Г-՜,',՞1 — с,п(п 4 В К . 
ms(a,n(n 4- 1) — 2«f 4- [с։п(п 4- I)]2

„■П1 _ — т[а,п(пւ_է 1) — 2o.]Fn- C,n(n4- *)Fn 
՛n in2|a։n(n 4- О - 2»'l2 + 1<ևո(ո 4 I)]2

Эти выражения получены нами в [9], при одном частном 
коэффициента с, и F(0, Z).

В случае, когда не учитывается трение, с։ = са = 0, и 
ходим к коэффициентам, полученным Е. 14. Блиновой [7]:

Г*' П1 
«" =------------ L"---------------

ււփ*յՈ(ո 4՜ 1) — 2<°]

(4.17) 

значении 

мы при-

(4.18)

Заметим, что •՝> = 7,29. Ю՜6 l/ct՛/Հ я։ - правильная дробь; следовательно, 
при известны?; комбинациях чисел in и п зиаменате. и в (4.18) могут 
обращаться в нуль или быть очень близкими к нулю. Эю означает, 
что при некоторых длинах волн возмущений решение (4.18) перестает 
существовать. В случае, когда трение учитывается в виде только 
одного вертикального перемешивания (4.17) или в вертикального и 
горизонтального турбулентного обмена масс одновременно (4.16), то 
возможность такого резонанса исключается.

По. ьзуясь выражениями (4 4). (4.7), (4.8). (4.10) и (4.12), легко 
оценить козффициенты с, и с2. Эти коэффициенты имеют значения 
следующих порядков:

с, 3.10~" 1/Ги'к, сг^ Ю՜* \/сек, (■/ = 4м /сек, v1 = 4.1**’ /сек).
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Полученные оценки коэффициентов и формулы, приведенные 
выше, позволяют произвести сравнительную опенку голи и •/, при 
принятых значениях

Результаты вычислений сводим в таблицу:

п п+1 ПШ4-1) гЛпЧ 1)’ с,п(п-1) | г։п?(п-}-1)’

1 շ 2 4 6.10՜* 4.10՜’
5 6 3.10 9. 16» 9.10՜* 9 10՜*
9 10 9.10 0.81.10* 2.7.10— 0.81 10՜*
13 н 1.82.10» ■3.31. 5.46. |(Г’ 3,31 10՜4
17 18 3.06.10’ 0.92.10» 0.93.И)՜’ 0,92.10 ’
21 22 4.62.10» 2.13.10» 1.39.10 ’ 2.13.10՜’
25 26 6.5.10» 4.23.10’ 1,95.10՜* 4.23.10՜’
2.) 30 0.87.10» 0,76.10» 2.61 IO֊’ 7,57.10՜’
33 34 1.12 10» 1.26.10 3,36.10’’ 1,26.10’’

Таблица показывает, что для принятых значении параметров и 
для одного и того же значения числа m вертикальное и горизонталь
ное турбулентные перемешивания играют одинаковую роль для волн 
с п— 17- 18. Возмущения крупных размеров (малые п) затухают, 
главным образом, за счет вертикального перемешивания; наоборот, 
мелкие возмущения (большие и) затухают за счет горизонтального 
перемешивания.

Итак, имея разложение (4.13) н коэффициенты »։, с։ и с2 в раз
личных случаях, по (4.16) легко подсчитать все коэффициенты ©™ и 
<?nm и, восстанавливая ряд (4.14). получить поле функции ?(6, X). Тогда 
по первому из соотношении (2.20) определится поле давления ня 
уровне моря, по (2.16) —давление на любом уровне. Поле темпера
туры Т(9,z) можно взять, например, из работы [11|.

Рассмотрим теперь приближенное решение уравнения (2.21) 
вблизи тех точек поля функции >0, в которых пренебречь первыми 
производными от б0 по сравнению с значением ձփ0 нельзя. Восполь 
зуемся наиболее проси՛ -։ выражением для члена, учитывающего вер 
тикалыюе турбулентное иеремещназние — (3.7).

В этом случае основное уравнение (2.21) с большой степенью 
точности может быть представлено в следующем виде:

. „ ոժօ I . 1 . ոժ?a. cos0 — - ՜ 4֊ 2шесб0 ---------г. — 4------ с. sin 'J — 4-
о\ ja 2 1 ժ>. 2 Ժ9

4- CjCos’Jl^ — օ։էօտ9ձձ© <= N(0, >.). (4.19)

Здесь a։ берется по (4.3), с, по (4.4), са по (4.12). a N(0. X) «■ 
= соэОГД /.), где F(0, л) берется ио (4.5).

Если представить функцию N(0, X) и виде
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X. п

\’(б. Ճ) = V V (Х',7 cpsnv. 4- N«“ sin mX)p“(cosO), (4.20)

где Nu1. N?
таить в том

известные постоянные, ю решение для <р можно пред-
же виде (4.14); тогда, пользуясь соотношениями

„ n — in -I- 1 . ,п 1- m т cos Ор"’ = — - - р՞1 4֊------р՞1 ,
” 2n-f-l " ' 2n + 1 1

(h*n
— si nO — = sin2 0( p"’)' —do

n(ii — in 4- 1) (n 4- m)(n 4-1)
■2n +1 P”+,+ 21J+1 Рп-։

(4.21)

и выражениями типа (4.15), из уравнения (4.19) получим следующие 
рекуррентные формулы для определения всех коэффициентов и քո"1:

'л'՛՛ =
Toil

b(m, ri) N™ 4- ■֊֊ շ։աՀ“ J- a։(m, ո)-Հ’21 - b/m, ււ)Հ'

[a(։n, п)]2-{-[b(m, n))2

а(гп, л) ւ\„ ֊֊ Cjiii^" — a։(m, n)<?։?_։ ֊֊ b։(m, ո)Հ"2 

[a(rn, nJ2 I [b(m, n)]։

ns՛ UI
Tn 4- I

b(m, n) N։՝r ֊ у մ,ուՀ° - a,(m. n)^_։ b։(m, n)?^

[a(m, n))24- [b(m. n)]2

a(m, n) N’n 4 4՜ c։m?;,ra 4- ajm. ր.)Հ"չ։ — b.'m, n)?;։’

[aim, n)J2-|-[b(m, n)]2
(4.22)

Здесь

. . m(n 4-in+ I). . ,., , л. .a(ni, n) ——( - [a/n 4-l)(n 4-2)—2w|,

b(m, и) (н 4- 2)(п 4- ni ֊ 1)
2n 3

a։(m, n) = m[n —m)r . .. л i. [a։n(q - I) — 2«>],
2n

ЬДт, n) = ֊ у'-՜——— c։, П 4- ֊ 14֊ c2(n — 1 )ir 
2n— 1 \ 2 /

Как видно из выражений (4.22), Հ" = ՜Հ1՜’ ՜ 0 при п — т.
Далее. '4 J = = 0, = 0.

(4.23)
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b(l.2)| Ni + -֊c1?;՛ j + a(l,2)

, = b(l,l.)N՛a(l,1)N'i' _ b(l,l)N? - a(l.I )N|
' [a( I,1)Г֊ + [b(1,1,]« ’ ՝3 |a(l,l)]‘4 [b(l,l)f

n?
•և

[a(l,2?j’ + [b(l.2),։ ’ 

։ _ l>(2,2)N'j -Ւ a( -.2 N?
Ъ [a(2,2)]2 + |b(2,2)]։ ’

[a(l,2)]։ + [b(l,2)/

Ь(1Д) -a(l,2j n!44
■2 _ bf2.2)N7-ii(?,2)N!

’’ |a(2,2)f + |b(2.2]։ ' <?’ = ?? = °՛ H T- Д-

Можно было рассмотреть решение того же уравнения при учете 
первых производных от փ0 го О, X и в более общих случаях, но по
лучаются выражения довольно громоздкие, н мы их здесь приводить 
не будем.

§ 5. Другой способ определения поля давления 
на уровне моря

Подойдем теперь к решению той же задачи о нахождении поля 
давления на уровне моря в стационар! он незоналы он циркуляции 
атмосферы другим способом. Будем пользоваться методом Дородни
цына |2], изложенным выше. А. А. Дородницын решил эту задачу в 
случае стационарной зональной циркуляции атмосферы, положив в 
основу систему уравнений (1.10) — (1.13) и приняв коэффициент ц 
пост оянным.

О. С. Берлянд [1’2] решил ту же задачу, приняв коэффициент 
турбулентной кинематической вязкое и линейной функцией высоты; 
температура считалась известной и определялась из работы [II].

В нашей статье (13]решена задача в случае незональной цирку
ляции атмосферы при некоторых упрощающих предположениях; в 
частности, коэффициент ч принят не зависящим от высоты.

В этом па; аграфе решается задача о нахождении поля давления 
на уровне моря в случае незональной циркуляции реальной атмосфе
ры, считая процесс киазистационарным.

Исходной является система уравнений (1.7)—(1.9). которую мы 
перепишем в следующем виде:

Ժ / dpv« \ , Л n I др --- •/—— -I- 2u>cosOpvx, — — -• 
dz \ Ժճ / ' a of)

(5.1)
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д I \ n n I ժբ --- V .Տ---- — շ1է> cos Oov* =------------ . 
dz \ Ժճ / a sin 0 d).

- + e? = 0. 
dz

p = pRT.

֊֊ [ “*(Pve s5n 0) + ^(pVx > 1 + T՜ = °- 
ՅտաՕ|ԺՕ Oa Ժհ

(5.2)

(1.Հ)

(1.6)

(5.3)

Нашей ue.-ью является определение функции ро(0, К), которая 
кожет параметрически зависеть также от времени.

Прежде всего проинтегрируем уравнение неразрывности (5.3) ио 
г, тогда, пользуясь тем, что при z = z0 v«—0. а при z֊>co pvz=0. 
получим

cos 0 i &v*dz 4- sin 0— i pvedz 4-~ I pv-,.dz = 0. (5.4)
J M J <* J 
Ai . Ai ն

Это соотношение является исходным для определения искомой 
функции; ос.ается лишь вычислить \ч и \Л. для чего воспользуемся 
системой уравнений (5.1) и (5.2) и моделью (3.9). Вводя функцию
тока

pv6 = —
1 об • ՚ —— >

a sin 9 ժ>.
_1_ժչ 
a ԺՕ

(5.5)

ո пользуясь приближенным соотношением

pss2u)cos(ty, (5.6)

аналогичным (2.18). можно эту систему представить в виде

Ժ Эруо \ , 2о> COS 0 v _ 2») cos 0 Ժփ
dz \ dz ) с0 соа Ժ0 ’

д / ժօ\'*\ 2o>cos0 2vicosO ժե
z ֊ —---------------pve = ---------  - ֊ր• (3.7)

dz \ dz / c0 coasm (i ck

Эта система, с переменной по высоте правой частью, аналогична 
(3.10); ее можно ՜ привести к виду (3.11) для U = p(va ivx), и ври 
граничных условиях p(v6-ivx)=0 при z - z(l, p(ve ivx)<oo при 
i4:po, получим решение, аналогичное (3.25), откуда

со М
/ dp \ = ([Е1|,СГй(к|/£) _ Ej.ei(։(k|/֊£))dz _
\ dz / 4 J

а.

_ £laL_ C[E2her0(k)/ z) փ E,liei0(k|/z )]dz.
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(z^) I = ~4՜ ('>E֊ller«<kl'z)- E.hei„(k|/Z)]dz֊

D k3 _֊ ° — | [Esher0(kJ/z) 4- Ejhei0(k/z)|dz. (5.8)

Здесь п0 и m0 берутся no (3.30), k2, E։, E2 no (3.12). Перепи
шем теперь систему (5.7) в следующем виде:

Ժ / д^\ к8 к2 г--( ճ-է- и- — ?v-A«------Е2,
дг \ ժւ / 4 4

дг \ дг /
к8 к2 р— pv.= --E, 
4 4

(5.9)

и проинтегрируем ее по z; получим

(5.10)

ОО ОО ОО
I’pvodz =* j Ejdz — m0('[H։her0(kК z) — E2hej'^k]/z )]dz -
ft *•> io

- n0J(E3her0(k| z) 4- E։hei0(k/z )]dz, (5.11)

fpvxdz = — j'E2dz — noj'[E։hcro(k|/ z) — E2lieiy(ky z )]dz -|- 

Հյ՛

֊I- rn0 f[Eshcr։>(k/z)+ EJieiotk]/z )]dz. 
it,

Продифференцируем эти выражения, соответственно, по 0 и л, 
Для этого заметим, что пп, ni0, lier(>(kj/z), heijkj/z) зависят от 0 по 
(3.12). Имеем

■֊[her^kk z)) ֊ —S֊^ I ■•֊֊ Ihcrjk \' i.) - hei-(k|/z)). 
Ժ0 pccsO J c0

Лье^к/г )| = I ' -[her^kpT) + hei,(к1/г)]. <5֊ |և>
of) ]/ CgS 0 к c0
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■ ր ՜. ---------- =• ֊֊֊

ձձՈ & 1 . Ժո1օ.^- nf Sin6 ,/՜^.
ԺՑ ° |/ cos О Г с0 Ժ0 ' У cos 6 ! с0

. _ her/kj/z;) + he։t(kpՀ>
г о— ri • /։ ।' ?• Այ-ւօ;[he^kp^jJ-

m‘ — ММЧЙМУ _
[ЬеЦк]. Հ)]-1

__!.։С’г֊’к1 Ջ*ՋՋ1 Й - liei«'k> z' I . <<5.14/
(heUM ■%)]’

Подставляя (5.11) в (5.-1), воспользуясь предварительно coot-
■:՛ ;.иьми (5.12) и (5.13), исключая Е, и Е2 по (3.12), после неслож

ных преобразований получим

. - ^ПС | Z <,,cos0 Adz--| . ՛ t,,cos0 J^Bdz^O, (5.15) 

^вкс
w

D(z. 0) « m(,hei0(k| z) ։i0 ber0(k|- z),

A(z,9)= {n0[licr։(k| ■/.)- hei^kl z՜)] mjlier/kj z) - heijkj z)])/z

— [n^her0(k| z) —nijiej^kl'z)]! z՜. (5.16)

8{z, &)= (m0[her։(kp z)-heij(k) z)] փ nfl(hcr,(k| z ) ■ hei։(k|/z)])l z —

• |m.’.her0(k| z) ֊֊ n .hei„ (kp z )|| z0.

Делая вычнелшь интегралы, входящие в (b.lo), мы должны привлечь 
барометрическую формулу типа (2.19). Эта формула по использова
нии соотношения (5.6). вместо (2.18», примет вид

•p = AL ?4-.Lb2dz , (5.17)
zv։ К J

Հ»
Հէ- z и т2 берутся no (2.20).

Подставляя (ծ. 17) в (5.15), получим, окончательно, уравнение 
вашей задачи в следующем виде:

€օտ0ձ<? —c3s։nO^J. c.։^L = 1(6, л). (5.18)
ԺՕ Ժհ

fpTAdz _____
£_______ / <a cos6

— I է՝
IpTDdz f °
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fpTBdz_____
; . Հ տ cos0C։ = л_-------  ---------

I՛ pf Daz Գ

i(*. >•) = ֊,? :“• f D l*l-.xdz - (5.19)

RjpTDdz J J

I ——— sinO. Л I — dz փ В | — dz pTdz.
I CpCosO J 00 J cm

Հ **
Заметим, что как ?. так и са. с*. f безразмерны. Дадим приближенное 
решение уравнения (»5 18). 

riycib
У ”

((О, ).) = \ ^(Ccosnik 4- 1ՀՈ տւո тл)рТ(со$ 0). (5.20)
п -1 m - I

где С и fna։ — известные посеянные.
Ищем решение для <х(6. . в аиле (4.14). Пользуясь выражениями 

типа (4.15) и соотношениями (4.21), легко подучим

(С>_ п-1)(п4-2Хп4-т4֊ 1) .т . т
; о Лн-ւ ~ ՜1՜1,1 +

(с» -г пХп — 1)(п — т) 
2п - 1 *a-V

(С3—П— 1)(п + 2)(п^щ4- 1) _.а
2п-г 3 ,й+

= -с1пг?«+еч-

(ca - n)(n— l)fn —m) 
2n— I

(5.21)

о куда

r. e

Ст 
пч ։ —

2п — 3
(c3 — n — l)(n 4- 2) n + m 4- I 

, (c, 4- n)hi- 1)(n - mi
2n - I

rm 
n

— c4miCn ՜է՜ Bn՜1 4*

(5.22)

(5.23)

Выпишем некоторые из ко ффициентов
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с> 5В!
3-3(2— с3)

С? = 0.

4-4(3-сэ)
7В| 

4-5(3֊ с3)’
Сз = 0,

5-5(4—с3)
C<ici .

С?
5-6(4 — С3; .

С? = — 9Вл
5-7(4-с3)

С.4 = о и т. д.9

Lici-Bj

9
5

Коэффициенты и с'՞ определяются из (5.23): в остальном ход 
вычислений остается прежним. По коэффициентам (5.23) восс՛; анав.;։։- 
вае-.ся ряд (4.14), а по (2.20) находится распределение атмосферного 
давления на уровне моря, по (2.19) —на всех уровнях. Функция f(G, X) 
берегся из работы [II] и. и из наблюдений.

В заключение заметим, что можно дать решение задачи, поль
зуясь более полным у аннением (2 17). вместо (2.18).

Для этого еле: усг функции •!>, р, р0. Т' предварительно разложить 
в ряды по шаровым функциям и затем определить коэффициенты 
ряда для б через коэффициенты ряда для р0, одновременно исполь
зуя уравнение (4.2), как в [7].
Водно-эн- ргетнческнй институт

АН Армянский ССР Поступило II П 1Ձ56

Ս». U*. 11’խрршjijiuR

ՄՈ4.Ւ ՄԱԿևՐԴԱԿՒ 4PU Մ£ՆՈ1ՈՐՏԱՅհՆ ՃՆՇՄԱՆ ԲԱՇՒՄԱՆ 
ՃԱՐ8Ւ ՄԱՍհՆ

Ա Մ Փ II Փ П Ւ 1Г

Հալ վւււծու մ րհրւ/րււմ կ ծովի մակա րդակյւ <//՛»" մթն ոլոր տա յյէն ճրնշ- 
մ in'll րաշյսման յսնդրյւ յա ծումը [էրական րարակյ քՀհա յ{էն մք<1ն ո/ւ>ր տի ոՀ 
դոն այ и տար jin'll ար րյւրկու լյարիայյւ դեւդրու մէ Հաշէյյւ Լ ա ոն վ ած ւդյ անե in ա ր 
ոա\մ in'll ա jji'l՛ շերայւ ադդհրույ! յոէ՚հր ճնշման րաշյէւման վրաւ Խնդր ji յուծ ման 
համար օդւււվամ ենր Ֆրիդման յ> հ ա վ шиш րո ւմ յ, ր յ* 3.6' } աեււրու]։ Աքդ հսւվտ- 
ււարու մ ր մ ենր էդ րո յհ կւոո է.մ It’ll ր и !յ։ե ր յւկ կ ո ո ր էյ յւն ա ա ա յ յւն ч իսաեմ ji ՝/, ա n ան էյ - 
ր ի վրա, որոշ սյա րւլե րՈէ ffli h րի ր ե հ ի'Hi ակա՚հ ijit'h ա յ րյ ի ր կ rt I յ յ ա ր իա / ի նկատ֊ 
ifui'lji ւյ ծ ա յնա է]նե յո t ւյ հևաո к iiiut‘h ո ւ մ ենր ՜ւա ւյա и ար ու մ ր հոսանրի
էիունկւյիայյւ համարւ Ւ՚ե սւ h ւյ ր h tnj ա րյ հա tj ա и ա լա ւ մ ր րսա 7.՝ ji 7 ,Հ j։ Ц մյէնշև 
■՜Օ, որտհւյ 2Հյ ն քո ո րւլ ո ւ ր ո ր ւյ ր< ւ jJ յ ո է ն’>՛ h ր քւ մյւ՚յին ր տ ր ձ ր и 1 jl յ ո t-նն Լ , h Օդ֊ 
էորէյելույ դ ծ որյնացւյած / ա ր< // ե ։ր> յ in կ ււ.ն ր ա՚Ն աձ h ի ր, ստանում ենր մեր 
/ոնդրի հ ji ifh ա կէէ/հ հավասարումը (2.21J֊jt աէարով։



95______________ A. M. Мйгйряй

4>յդ Հւսվաոարման մԼ$ մսում Լ Հաշվեք աք կողմի աոաջին անդամ ր, 
•՛որ Հաշվի Լ աոնոլմ ուղղաձիգ ւուււր ր ուլեն ա մ ած ոԼքյիկոր () յան աղղեցու֊ 
ի}յա.նր ճնշման րաշխման վրա։ '•իշյ",ք անգամր Հաշվելու Համար մենր 
օգտվում են ր հոշին ի '■ ա վա и ա ր ու Uh ե ր ի ւ/ ե տարրեր դեպրերի Համար ււտա՛ 
itnt-մ եհվ> (3,8), (մ • I <Տ ). (3.24) It (3.32) in ր ա տՀա jllint թ յո ւ նն bft րր ՏԼղա֊ 
դրեքով այղ ա րտաՀայտուի) յուններ ր (2-21)-ի մեխ ոտանում են ,ր Հի/քնա֊ 
կան Հավասարու մ ր (4.2) տեորով; Հ ա վա ո ա ր if ան յ ո ւ ծ ո ր մ ft որոնում են,ր 
1 ! ■ I 4) ոէեսրով. այգ ղեւղրու մ շարրի գործակիցների Հսւմար ոաացվոէմ են 
է4՝'1.8) ա fun тин յա nt (J j nr ննե րր t Հորիղոնւոկան շվէոան րաց ակա յու (Jյան 
ղեպրում ստաւյվամ են (4.17) ա ր ւոա Հա յ in ո ւ (' յո լնն ե ft ր . իսկ շփման րնղՀա֊ 
նար րաւյակւււյու [Jյան ղեպրում' (1.18 վ֊ր։

Հողվածում րերվու if Լ աղյուււակ, "14’ արւյիս Լ Հո ր ի ղոհսոկան ե 
ուղղաձիգ շփումների ղ ե ր ի Համեմատական ղ.ն ա աւո ա կան ր գործակից
ների մտււնավււր արմե,րնե ր ի ղեոլրում: Հողվածում րերվու մ Լ 'է, ահ (4՚19 ■ 
• ավուոարման քոլծումր, ո ր ր աուոէքվոլրք Հ (2.21)~իէյ, ողւովելով (JL.7 J ար֊ 
ւոա;ա jn։nt.(J յու՚հ իէք ։ Լո < ծ ո ւ ւ!' ր աոարյվում Լ (4.22J տեոյւովւ Յ֊ում րեր֊ 
վամ կ նէէւյն խնդրի քուծամն ա յ [ եղանակով: էԼյոաեղ ո որա րյ վ ո t. if Լ (5.18 
Հավասա րում ր, որի լուծոււ!ն անի (3.25) ուհորր։ Հողված nt if էորվէււմ են 
ղո քէծ ակի էքնե' րի քք if ի րա՚հիոի ա ր>1 ե ,րնե ր ր:
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