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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

М. М. Гаспарян

Решение температурной задачи для свободно опертой 
по контуру выпуклой многоугольной пластинки при 

линейном распределении температуры по толщине
Как известно, С. П. Тимошенко |1]. на основе приближенной 

теории изгиба пластинок, заметил аналогию в решении температурной 
за. ачи свободно опертой пластинки с прямолинейными границами с 
задачей кручения призматического стержня, имеющего поперечное 
сечение, совпадающее с видом дайкой пластинки.

На основе точной теории изгиба плас։инки нами была установ­
лена та же аналогия, независимо от толщины пластинки. В данной 
статье рассматривается решение для указанной пластинки. Как част­
ный случай, рассмотрена задача для правильной многоугольной пла­
стинки.

§ 1. Применение комплексного переменного

На основании указанной аналогии, во всей области пластинки 
должно удовлетворяться дифференциальное уравненью

w—вертикальное перемещение срединной плоскости,
tB = ta -tb.
а —коэффициент линейного расширения,
а - коэффициент Пуассона.
Решение этого уравнения при помощи комплексного перемен­

ного z = хф ։у представим в виде

w  ------- Z ’ Z + Y« (Z h (*

ИЛИ

w = - -‘^±Д г г + 2R. [¥։(г)]. (1.2')

где
г = х — iy,
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?0(z) — аналитическая функция комплексного переменного z. го­
ломорфная в области пластинки. ?։>(z)- аналитическая функция пере­
менного г, сопряженная с ®0(z).

Для определения w применяем метод конформного отображе­
ния |2].

Отобразим область пластинки при помощи функции
(1.3) 

па область единичного круга.

Примем, что при этом начало координат плоскости z переходит 
в начало координат плоскости ч, которая находится в центре круга, 
т. е. w(О) = 0.

Введя обозначения

®o(z) = <P<MQ] = ?(<).
?o(z) =?о 1*01 =«(z)

и учитывая (1.3). выразим (1.2) через функции комплексных перемен­
ных ч и Ը

w = +?Р)+ф(<՜). (1-4)

или

W = - w(C>(<) + 2R. [?£)]. (1 -4'>

Функцию <?(՛-) определяем из контурного условия пластинки.

w = 0.
Так как

то на контуре 
- Л|6 1 ՜ -10 1Հ = е — է и ■, = е ==֊--•

Внеся эти значения в выражение (1.4) и приравнивая его нулю, 
получим контурное условие в следующем виде:
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Умножим обе части (1.5) на где Հ лежит внутри кру­

га. и проинтегрируем но всему контуру 7 единичного круга:

Функция 9(C) голоморфна в области единичного круга, поэтому, со­
гласно интегральной теореме Коши,

т
функция же е (՜[՜յ голоморфна вне области единичного круга, и 

поэтому, по той же теореме,

I С’ (т) -
25i J 4г d( = ’,0>-

■J
Подставляя эти значения в (1.6), получим:

Ր •>»(() © ( л֊)

= T7-dt- <1-7)

т
В этом уравнении, принимая '-= О, получим

- н՝|~ / 1 \

Но
dt = ie”dO = itd<i.

Поэтому

?(0)Т ?(0)-= ֊’l֊^ i ">(e") •«>(el‘)dO.

6

Но так как мнимая часть 9(0) произвольна, то, взяв ее равной нулю.
т. е. полагая ?(0>^- ?(0), из предыдущего равенства получим

I.
1'Ьвестич IX. № 9—2
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Подставляя это значение для >о(О) л (1-7). окончательно полу­
чаем

I՛ 1 ' di

■?(<)= - 4հ

Внеся, далее,

՝ձրՀ\ 4՛ (i-Պ

(1.8) в (1.4), получим общее выражение для прогиба

-2R,

W ՜ - 4հ e~‘5)dO

(1.9)

Таким образом, имея отображающую функцию <»(Հ), легко можно 
определить прогиб в многоугольной пластинке.

Определим значение прогиба в начале координат, для чего под­
ставим в (1.9)

'.-0. ЦО) - 0;

тогда

w(0,0> — —-* уо(с‘%(с ’idO. 11.10»

II

Представляя отображающую функцию в виде степенного ряда

v>
г - .»(С) = V Ck -Հ (1.1 ц

к-1
из (1.10) будем иметь:

՝v(°.°)-4^f ...)(с1С '4c5e-:i’+-..)d6.

о
Интегрирование дает:

w(0.0)- } У СкС„. (1.12)

к— I

Этой формулой определяется значение прогиба в центре пла­
стинки, если известны коэффициенты разложения отображающей 
функции.

Изгибающие и крутящие моменты определяются по формулам

м, + м,=- (1.13)
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ծ~\\ւ՛
М» - Му + 21 Мжу = 4D(1 -с) ֊ (М4)

С другой стороны, из (1.3) получаем:

°' (՝) ~Հ — w (Ч“7-ow _ 1 aw <pw ժ-՜
dz u/(Q Ժ" dz2 |‘”'(:QF

Имея в виду последнее соотношение, а также (1.4), найдем

Мх - м, - йм»,- - Ю( I-» .

Заменяя ?(’.) ее выражением (1.8), получим:

Mi Му — 2i Мчу «է0Ո<1 — □»)
h

(1.15)

Формулами (1.13) и (1.15) определяются изгибающие и крутящие 
момент.

§ 2. Поведение угла наклона упругой поверхности в угловых 
точках пластинки

Исследуем поведение угла
cv, 

наклона упругой поверхности ֊— в

угловых точках контура пластинки.
Используем следующее соотношение:

dw . uw л. dw dz „ и ժս’ 
an os dz ds 07. (2.1)

где 3 угол между нормалью к контуру и осью ох. Но на контуре 
A Апластинки w — 0, а поэтому и 0.

Следовательно, из (2.1) будем иметь

д\\ _ ։ь fiw . 1.... — 2 ր г--- — п ' — > ֊
оп ժհ “ <»Հ(է) ժ:

Подставляя в это уравнение значение w из (1.4) и имея в виду (1.3). 
получим:
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Ր սՀէ) Ю ( —} <11
_е-Ч ՎԱ+ձ> -(Ո____ Լ. Լ1 _____ւձ.ճ_ , քշ շւ

On 4հ «>'(Օ 2*1 | (t֊C)։ ( • '
Ժ - Լ - է*
T

где է* —произвольно фиксированная точка на контуре.
Для отображения области многоугольника на область единично­

го круга используем формулу Кристоффеля—Шварца:

— I
(ап-С)в (1Հ 2.3)

где
с —постоянный параметр;
п — число сторон многоугольника;

а։, а3 ... ап — точки на контуре единичного круга, соответствующие 
вершинам многоугольника (фиг. 2);

«։, а5... яп — внутренние углы многоугольника, выраженные в ра­
дианах.

Из (2.3) получим:

-?-J -l’-յ ձԼ-ւ
“»'(Q = с(а։- С) " (аг— Q ... (ап —Q" • (2.4)

Отсюда

I) при 0<Як<՜, «'(Зк )-* со;
2) при - < як < 2՜. w'(ak ) -> 0.

Пользуясь этими выражениями, замечаем, что соотношение (2.2)
при углах больших ՜. стремится к 
бесконечности, что физически не­
возможно- Значит наше решение, 
при углах, больших ՜, неверно.

Теперь покажем, что. при
Л „ д\у0 < Я|.<,“в вершине угла, =0.

В этом случае в вершине угла 
ц/(а>; ) • ■■՛֊ . Но в этих точках 
производная интеграл типа Коши

представляе՛! неопределенность, и без дополнительного исследования 
д\\

невозможно сделать определенные заключения о значении — •
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Поставленную задачу легко можно решить методом, разрабо­
танным в работе О. М. Сапонджяна [3]. Представим вышеуказанный 
интеграл в следующем виде:

(2.5)

Следовательно,

У(Q _ >.<Հ(Լ>(Հ)

Интегрируя по частям, получим:

У(С) = лш'(СМГ)_^

Лодставляя это выражение в (2.2), имеем:

(2.6)
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Введем обозначение

U(C) принимает конечное значение в точке, соответствующей 
вершине многоугольника, и так как в такой точке (при 0<ак<~) 
-»'( 3k ) -> со л то

Ж 
*(0

->о.
я

С другой стороны, согласно (2.4),

Aw(ak)— ш (ак) = 0.

Следовательно, окончательно получим (2.5), при

0<ак<-. *=0-

Таким образом, угол наклона упругой поверхности в углах вы­
пуклого многоугольника равен нулю.

Далее, можно показать, что изгибающие и крутящие моменты 
обращаются в нуль в вершине острого угла, имеют конечное значе­
ние в вершине прямого угла и стремятся к бесконечности в вершине 
тупого угла.

§ 3. Случай правильного многоугольника

Область, ограниченная правильным многоугольником, отображает­
ся в область единичного круга при помощи следующей функции:

3
z = .»(C)֊c I —^-j-. (3.1>

' (1-е՞)՜

где п число сторон многоугольника, а
с постоянный параметр, который поданным [3] определяется 

по приведенной ниже таблице.

Здесь г0 — радиус описанной окружности.

п 3 4 5 7 8

с
՛■

0,5661 0.762* 0,8514 0.8985 0.9442 0.9759
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По известной формуле (3.1) получается

г - «го = С [■ + 2С՜' + <2п—2К3՞4՜'
w n(n-rl)l! п5(2пЧ֊1)21 п3(Зп-Н)31

, 2(ոփ2)(2ո4֊ճ)(3ո |-2Աո+1 9
՜1՜ Ո4(4ո-ր1)41* Լ V }

Подставляя эти значения н (1.12), получим выражение для про­
гиба в центре правильной многоугольной пластинки

w(0 0) = ^i^b2)c“ i-T-.-L—u- 4<Ո+2Ճ -
/ 4հ 1 ւր(ո+1) 1! ՚ Ո4(2ո4-1)(2’)2 ՚

4(ո֊հ2)-(2ո ր2ր է 4(ո4-2)տ(2ո4-2)2(3ր.-|-2)ճ
՚ Ո»(3ո4-1)ք(՜3!)տ ՚ пн(4п+1)2’(4!р ՜' ՜ ՝

Этот ряд—быстро сходящийся, поэтому можно взять лишь не­
сколько первых его членов.

Например, в случае равностороннего треугольника, если взять 
только два первых члена ряда, то ошибка, как мы далее увидим, 
будет около 1%. С возрастанием числа сторон многоугольника про­
цент ошибки уменьшается.

Для практических расчетов при п 4 достаточно взять лишь 
первый член ряда. Тогда

w(0,0)= (3.4)

где с определяется из вышеприведенной таблицы.
В случае равностороннего треугольника, как было уже отмече­

но, достаточно учесть первые два члена ряда (3.3):

w( 0.0) = -^jp- (0,566)’ (J + А | г,’ - 0.0823 «Ա1+5) Г5. (3.5)

С. П. Тимошенко [1| нашел точное решение этой же задачи. 
Согласно этому решению:

w(0.0) = г’ ■ О.О8:«։ЦИ =)Г-- (3.6)

Приближенное значение (3,5), по сравнению с точным значе­
нием (3.6), дает ошибку в 1.2%.

Выведем выражения для моментов в центре правильной много­
угольной пластинки.

Формула (1.15) для центра координат (' — 0) примет следующий 
вид:

(Мх֊М> 4-2iMxy) = ֊ li
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Подставим в (3.7) значение է-=ժ, замечая при этом, что, соглас­
но (3.1) ։#"(0)=0. получим

(Мх-М, 4-2iMxy)0 =

2=
F)at0(] -о2) 1 1 i\-2(9 f _i0'—/ Л~|Й1 ,ւո-- ----------- к-------- [НО)Т։~]С ш(е >w(e )d0- 

0
Но, имея в виду (3.2), легко показать, что

2г
Je‘2i&«։(eiejw(e"ltt) dO=0.

Следовательно,

(Мх — Му 4-2։Мху) =0, 
откуда

(Мх — Му) — 0 и Мху = 0.

Имея в виду и формулу (3.7). для центра правильной много­
угольной пластинки будем иметь:

М։у = 0;

или. подставляя значение жесткости D, получим

М, = МГ.= ֊ (3.8)

Таким образом, расчетные величины задачи об изгибе правиль­
ной многоугольной пластинки, при распределении температуры ли­
нейным законом по толщине пластинки, определяются весьма про­
стыми формулами (3.4) и (3.8).

Армянский сельскохоз.чйсткенпый 
институт Поступило 9 IV 1956
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Ս*. U*. *Նւսււս|սւր։u»G

ԱԶԱՏ ճեՆՎ_ԱԾ ՈՒՌՈՒՑԻԿ ԲԱԶՄԱՆԿՅՈՒՆ ՍԱԼՒ ՋեՐՄԱՅՒՆ ՒՆԴՐհ 
ԼՈՒԾՈՒՄԸ, ԵՐԲ ՋեՐՄԱՍՏՒՃԱՆԸ ԸՍՏ ՍԱԼՒ ձԱՍՏՈՒԹՅԱՆ ՓՈՓՈՒՌՈՒՄ 

է ԳԾԱՅՒՆ ՕՐԵՆՔՈՎ

ա ւր փ ո փ ո I’ մ

ՕէքԱւվեւով կոնֆսրմ ա րտասլատկերման մ ե fJ ոգ իր և О. Մ, 1Սապոն> 
9 յան ի [3] եզրագծով աղատ հենված սալի ծ ոմ‘ան հետազոտությունից,
տրված Լ եզրագծով ազատ հենված ուռուցիկ բազմանկյուն սայի ծռման 
խնգիրր, երբ 91. րմ ու թ յունն բ и սւ սալի հաստության բաշխվում Լ գծային 
օրևնբով ։ /էրսյես մասնավոր գեսլր դիտված է կանոնավոր բազմանկյուն 
ԱաԺ խնդիրը,
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