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МАТЕМАТИКА

И. О. Хачатрян

О параметрическом представлении и о некоторых 
экстремальных свойствах целых функций многих 

переменных
В работе М. М. Джрбашяна |1| были изучены некоторые спе

циальные классы целых функций многих переменных,՜ имеющих раз
личные порядки и 1ипы роста по отдельным переменным. В частно- 
ст, было построено преобразование Бореля и интегральное представ
ление для целых функций многих переменных.

В § 1 настоящей статьи ив основании этих результатов приво
дится обобщение известной геогемы Палея и Винера для целых функ
ций многих переменных, в случае, когда порядок роста по леем пе
ременным равен единице, а типы роста, вообще говоря, могут быть 
различны.

В § 2 на основе обобщенной теоремы Палея н Винера приводят
ся оценки для целых функций многих переменных в пространстве Ь.

Ради простоты записи изложение ведется для целых функций 
двух переменных.

§ 1. Обобщение теоремы Палея и Винера для целых функций 
двух переменных

Пусть ст.
п.1)

п nv=0

целая функция двух переменных и 7^.
Обозначим

Мг (г։. г3) = max | f(zv za) |.
2| I = r։ I Zal =f«

Класс целых функций, удовлетворяющих условиям:
1°. Существует постоянная c = c(f) такая, что

M{(r„r2)<c(f) es‘ril3։f=. г։ > 0. г2>0; (1.2)
ОО ОС

2°. J j |։(х։, хя) Is dx1dxa< + со, (1.3)

— ос - со 
обозначим через

Имеет место следующая теорема:
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Теорема 1. Класс \VJ1? совпадает с множеством, функций, до
пускают их пред с та вл ен и е

t(z։, ju)= i j e’“։Z:i։"։Z։y(u։,u8)du1 du2, (1.4)

— 5, — 3,
где 

’՛ •?
( j |?(u։, u2)|« duj dua< + «. (1.5)

Доказательство. Докажем, что всякая функция вида (1.4). 
где ?(ս։.ւ«շ) удовлетворяет условию (1.5), принадлежит к классу \V=.

По теореме Планшереля для кратных интегралов Фурье из (1.4) 
следует равенство 

ОО ЕС ’ւ Հ։
j J I f(x։. x2)|2dXjdx2 - (2-f J | |?(t։PU2)lsdu։du։<H co, 

-CO CO — Հ.
т. e. условие (1.3) удовлетворяется.

С другой стороны, если Zk — хк iyu (к-֊ 1,2), то

=֊ X’
f(z։izs)«=f(x։ + iyn хгф։уа)= j j eIUl’t'’ |и’х'1 6՜0,Խ "ИвУ։?(ир и») du։ dulr

н,;в силу неравенства Шварца и условия (1.5):

с е<». է У. I ! У. • ^се։’‘г'+’’г‘.

т. е. условие (1.2) также выполняется.
Пусть теперь f(z„z2) £\Ув,։в1. Тогда из (1.1) будем иметь

а и ու 
п! nil

.Я(г։. և.) . 
г? г™

(1.6)

Из условия (1.2) теоремы и из (1.6) следуем

. . ci е’1Г'п! ee’,։m!
| 8nm I п ,пГ1 Г?

для всевозможных Г|^>0. г2^>0. 
Выбрав тепе; ь

п
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будем иметь
I-I-(¥)■(¥)'

откуда

пл ”i/i*-i(A)7^)”<։- <|7)пч m — «о р \ •'։ / \ 5зс/

Из (1.7) во формуле Стирлинга получим;

Вт । ,՛ опт I«I I. (I.7')
п+ т . «с у

Из (1.7') вытекает, что функция

СЛ 
g(z,.Zj) = У ___ апа __ (!.«)

_ „п-м ,<п-нՈ, m»0 Zj Z? 

голоморфна в области |/,|>з|։ | 1 «...
Доказано |1], что если обозначим через Дл (k «1,2) полуплос

кость, не содержащую точку z, 0. границей которой является ка
сательная к окружности |zk) = 3k (к = 1.2) в точке «к е‘*к(к=1,2),то

g(z„ z։)=e"l",’b’ i . Ц е-иП е՜ ՚՛'՚ * ՜"‘ '’’«М1» (1.9)

V V 
О О

при г> £ (к - 1.2).

В формуле (1.8) положим 9։ =0, = О; тогда будем иметь 
да ос-

g(։»^= ( ( f(t„t,)e-''' dt։dt։Sg[t;(z„z։) (1.1U,)

при Xk>3k (к = 1,2).
Пусть теперь 9, = 0. 0. = z, тогда

СС 5С

( j f(l1.-t,)e-,>'>f։>։'dt1dl.=-

6 *•

» •>
p(t„t,)e ' '-'•'•di,dt։ . g'r;’(։„7,) (1.I0J

о -oc.
При X։>a„ X5< a։.

Положив 0։ r. 0. 0. будем иметь
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gC^j.Za)
со со

О о

f(t։, 1.)е՜*1"dl, dt,Ջ ԺՀ (z։. z։) (LIO,»

при Xj< — c։, X։>®a«
Положив, наконец, 0։ — 02 — получим

g(ZX>
о о

о о

_ Cd -Co 
При Xk< —3k (k=l,2).

Учитывая, ню по условию f(x։. x2)£ L4 (—oo, ио;—m, co) и 
применяя неравенство Шварца к интегралам (1.10,)—(1.104), убеж
даемся, что они сходятся равномерно, с ответственно. при х, > ՜ >0. 

х2>«; Xj > £. х2< — s; XjC—£, >2>е; x]S=-.—е, х2<—е, т. е. 

преобразование Бореля дает ана. нтическое прсдолжение функции 
g(z։. Za), определенной с помощью ряда J.8) лишь при |zi<| ><**. 
(к =1,2).

Итак, gfZj.za) регулярна (и следовательно, однозначна) во всей 
плоскости Zk (к = 1,2), । азреза иной вдоль отрезка мнимой осн от 
точки —bk до точки ick (k = 1, 2».

Отсюда вытекает, что при |yk | >ok (k = 1, 2) существуют и равны 
й(։у։. ։у2) пределы

Пит g<.;> (iy, 4֊ s, iy2 + e) = gJijOyi+0, «Уа + О),

b’ni gj;; («У14-е, iy2-t) = g!+J(iy1 + 0, iya —0), 
E—0

(iy,֊£. iyt+0 = g;+;(iy։-0, iy24-0),

lim g£J (iy, — £, iy2 - s) = (iy։ - 0, iy3 - 0).

Iio из представления (1.10.) видно, что 4ivj-i-5։ iy2-h£) является.

с точностью до множителя » трансформацией Фурье функции
Ճ **
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<+г р շ:՝-յ (о дЛЯ 0СТалЬных значений х։ и х։, 

которая принадлежит к классу L2 (— ос, со; — оо, со); при этом, 
как легко видеть, выражение

| (х։. х2; О ЭД (xt, х2; 0) |* dxt dx։ =

f j՜ |Г(х„х։)Г(1 e՜՛’՛՜՛’՛)'dx, dx, 

б 0
стремится к нулю при г ֊> 0. Следовательно, используя равенство Пар- 
севаля для кратных интегралов Фурье, будем иметь:

со со

|im I I
*~о J J

- со

где

1
2֊
О’УгН. «Уг I ?ж(Уг Уз) dYi аУз = °՛ (Ы1։)

г> 1՛
?!1!(У1.У2) = о֊ l-i.rn. ( ( f(x,.x։)e '’‘■։''_i’'։'>dx1dx։. (1J22)

Հ1' a, b — оо j J 
о 0

Но по доказанному выше для |yk[>«k (к = 1.2), функция 
gji|(iy։-r =, ։>'շ+6) имеет обычный предел при е-»0, поэтому из (1.9) 
следует, что для почти всех |уи]^>зк (к = 1,2)

?и)(УрУ2) = 2^Й!0У|+°» >У24֊0)= 2^е(’Уи >У«)- G-13։)

Функция g}~j(iy։ + е, 'у2 —®) есть, с точностью до множителя — ^-, 

трансформация Фурье функции

|։(хр х2)е хх>0, х։<0
I 0 для остальных значений х։ и х։.

Поэтому, как и выше, получим

со сс

lim I I
‘-0 J J

֊« -co

где

— ^Tgj+J(‘y։+^ ։У։֊®)-?!+{ (УрУ։) dy^y^^O, (l.llj) 
Հք •*

а о

?;;։(у>,у։)=^а1-;.^ j՜ p(xI.x,)e-|։'s'-1’-»-dx1dx։, (1.12։)

0 -b
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Следовательно, будем иметь

Ч&СУр У։) = ֊^֊^(iy.+O, iy։ ֊0)

^g(։y։. »У«), При lyki>Jk (к = 1,2). (1.I3J

Аналогично устанавливается, что если
о ь

#}(У„у։)->,7 U.m. И՝ Г(х։.х.։е-"'' dx,dxs (112,) 
'• а, Ь - so J J

-а О
И

О о
^(УрУйН 9֊- l.i.m. i i l(x։,x2)e’ix У։ t։y dx։ dxc. (1.12,) 

n, b • cc
-.1 -i>

то при jyk|2>6k ik = 1,2) будем иметь

(У|* У=- ' — б(‘У»• ’У>): (113;։)

?}н(У։>У») — - ^ГбОУр ’Уз). (1Л34)

Из (1.12։)—(1.12,) и (1.13,) (1.13,) следует, что трансформация 
Фурье F(y։, у2) функции f(x։, х2)

1՛ d

р<У1.Уз)=97 1- ։. ш. | И(х„ха)с",х,у' ‘ЧУ։ dx,dxa -
ՀէՀ а, b, с, d —* оо J J 

—в —с

° 0

= ~ l.i. ու р(х։.ха)е ,։,y, -u'y< dx։dxa4-

—а —с

О d
4՜ o^՜ li-m- 1 (f(Xj, х2)с՜141 у* ՜|1;У։ dxTdx4 4- 

Հ“- a. d — ос ,) ,] 
-а о

|> о

4 ֊2“ m. | ((Xj.xJc x,v ւ։'՝’մ.\։ճ.\..4- 
U -Հ

t> d
4- \ \ (xr x») e ' >։ >:dx,dx2=-

0 1»

= ?(' !(у։>у։)+<;су։. У։> ; ?ж(У1-У։)-1 ?Հ,' (У,.У։»=О.

почти для всех lyk|>ak (к= 1,2).
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Из (1.14) следует, что при — .о < хи <Ч-со (к = 1.2) 
’• ?։

f(x„x,) = Լ f i'e4'F(y„у,)dy,dy։.

Ио тогда очевидно, что это представление сохранится н для 
всех г, и z2, г. е.

eiy,,‘+։y-'‘<Kyvyt)dy։dy#.

где ф(у։,уа) удовлетворяет условию (1.5). 
Теорема доказана.

§ 2. Оценки для целых функций двух переменных 
в пространстве L;

Пусть Е(х) — произвольная функция, заданная на действительной 
оси. Для всякого հ>0 обозначим

Д., (F) — Д,, (F; х) “ F (х (2.1)

ձ|,ե|(Ր) - л„(4к(F;x);x), k= 1.2. ... (2.1')

Для функций двух переменных обозначим

ifcS’/CFI^i'irjICFlXj.x,)-

-ձ|« I Л!;:’(Е; X,); х։| -Д,'.’11 д£’(Р; х։); х,,՝ (Ջ.2;

В дальнейшем нам необходимы следующие простейшие леммы: 
9-

Лемма /. Если 0<3<“Հ-,ւօ

. пЧ
ЧПТ

чп-у-
при 0 г- и < Z. (2.3)

շ 
1

Доказательство. Составим функцию

Sl” 2՜ շ-
֊ Օ^.ն.^3, О < P< —•

Имеем

սՅ cos-փ 
ч , 2 u? ,

? («) = —֊ ֊ - -f ■



10 И. О. Хачатрян

Если 0^ ս’ то 0 < -շ- շ- « иЗ
и. с. едсва е. ьно, ccs>0

иЗ иЗ .. ч
tg — г. е. ?'(и) Հ0.

Հ՜- - ջ֊Հ и Հճ ծ, 
F

Если
~ -и? -

то 9՜^՜շ <Լ՜> и• сле;ова՝ ь о. cos г^О,
**

tg -у^-0, т. е. опять »'(и)=^0. Значит функцн» ■-՛■ убывает на от

резке [0, с], откуда и следует утверждение (2.3 ы 1.
Из (2.3) с. е. ует, что

Ճ flS
О > • 2 ք ри — О < U < С (2.3')

• 2 3|' °
Տ|Ո 2՜

Лемма 2.

л'Л.Ш"■*՜՚։՚; х„х։) =

= е|։'+|11 (2Օ’+Դ sin” JjSfn’ h-‘ (2 4)

Доказательство. По опреде. е’шям (2.1). (2.i ) и (2.2) имеем

<г:(е"'+"’; х„х։) = 

=ДК|[ДЙ’(е|։։+и'. х,),х։| =

х։); х։|; x.i-

2isin-^i<Hi<';-"|el>.+i«>, յփ Х1

Применяя этот процесс р-Eq раз, получим требуемое равенство.
Докажем теперь следующую тсо; ему.
Теорема 2. Пусть f(2j,z2)—функция из класса \Ув,в։ . Тогда 

справедливы оценки:

дх\д\\ dx։dx2 < зГ а՜? !Цх„ Х2)|2 dx։ dxa; (2.5)

2г
б) если =1,2), го
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«У*1 f(x,. х,) 1° „
dxf ах? I dXl dX։ *

2p 2q Պ c?

2**+զ> sin:p Id bin5’?!.?’
2

(f;x,.x։)|։ dx,dx2; (2.6)

в) cc,.H 0<Հ^ < — (k ■» 1, 2), то 
ck

SC co

_ vs - co

; Xj, x2) |՜ dx, dx2 <

00 X
^2-<p+’>sin5P?‘.?Isin5''^ I’ |f(x„x։|’dx։dx։. (2-7)

Доказательство. Так как по условию f(z։, гг) $ то 
место представление (1.4), откуда имеем

имеет

f(x։, x8) =-■ е"" ‘>¥(u„u։) du, du. (2.8

при — օօ<Հ xr <С + оо (k — 1, 2).
Из (2.8). с одной стороны, имеем:

dp*4f(x„x?)
<?х?

<?ս'<։ ՜ " ^(ա^քևս^փքպ. u9) d։i։ clna. (2.9)

С другой стороны, по лемме 2

^iuj Xi+lu։ x». х2) ф(и։» и2) du։ du2

е‘“-(2j)’+’ Sin''4'b sin"ւ֊փ?(u։.u,) du, du.. (2.10)

Из (2.8), (2.9) и (2.Ю) равенство Пзрсеваля дает

1 
w

|1(х1։ х21’dxxdx2= j J I tt(u։, u2/2du։ du2; (2.11)
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------------    - - - ■- . ...------------- ' ' ' ~ :—г ■ ■ ■   « —    STS,. - —

( ( ! րճճ|(նձճՏ-) dx,dxt = I I ։fjPL|2<։ !<?(։։-։ uj |adu, du2
J J I ժճ’ւ^շ J J (2 J 2)

a
SO «

֊zp I' f x„x։)|=dx,dx2 = 

_ л _ *> 

3- °’ r
= 2։<P+q) j’ J֊ sin։p 2նճ sin=<< “^.|?(Ul>|i,)|«du,du։. (2.13)

Из (2.12) следует, что

sC<4p =շ։1՛ ք(ս։»ււշ){’du։ dut. (2.12х)

Неравенство (2.5) следует из (2.12') и (2.11).
Сравнивая (2.11) с (2.12) и имея в виду лемму 1. убеждаемся 

в справедливости неравенства (2.6).
Неравенство (2.6) вытекает из (2.10) и (2.12). если учесть, что 

при ОՋՏՅ֊ sin3 ~->$1ոշ1շ- (—տ^ս^յ).

Заметим, что неравенство (2.5) можно доказать и опираясь на 
неравенства (2.6) и (2.7).

Аналогично определяя класс \Ve.. ,։. . целых функций f(z։.........zn)
п комплексных переменных и конечные разности

w»........... х»)՛

можно доказать следующую теорему:
Теорема 3. Пусть f(z|։ z2целая функция из класса 

'•Vq,.j . .. зп • Тогда справедливы оценки:
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---------- ТГЬ՜ Х 
• sin5"» "

_______________ ■"№

շ2(Բ, i Р;֊I • ■ • . |»„ I Sjn2p> Պ.^Լ Sjn֊P ■'"■ ն'

< 2 • ■ Р. )sin=v. Ml . . . sin’I-a 5 Ь. х

<2-16)

Доказательства этих неравенств аналогичны доказательствам не֊ 
равенств (2.5), (2.6) и (2.7), поэтому мы их опускаем.

Частный случай, когда n=l, р։- ու, дает следующую теорему:
Теорема W. Пусть f(z) — целая функция из класса W,. Тогда 

сира в ед л и вы нер авен ст в а:

<л
а') [ | f*“’(x) I* dx« | |f(x)|‘dx; (2.17>

— со ~ а

б') (’ |f”’(x)|idx<---------(’ |ձ։”։(1՚; х) |2dx (2.18)
ճ շ։“տ>ո^4_յ

2~при о<з<“—;՜՜ о
И

-х с©
в') ( |i։m|(f;x) |-dx=s2Sn,siii2"^ ( |f(x)|»dx (2.19)

— iX —U5

при ֊7֊ •



14 И. О. Хачатрян

Отметим, что аналогичные неинтеградьные неравенства для три
гонометрических сумм были получены С. Б. Стечкиным [2], из кото
рых, с помощью предельного перехода, С. Н. Бернштейном [3] были 
получены такие же неравенства для целых функций вкспонециально- 
го типа, ограниченных на вещественной оси.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступило 28 V 1956

1». lutusmill]։juiG

ՇԱՏ ՓՈՓՈխԱկԱՆՆեՐհ ԱԱԲՈՆՋ ՖՈՏՆԿՅՒԱՆԷՐհ ՊԱՐԱՄՆՏՐԱԿԱՆ 
ՆեՐԿէւՅԱՑՄԼԼՆ եՎ. Ահ ՔԱՆԻ ԷՔՍԼՏՐեՄԱԼ ձԱՏԿՈհՌՅՈհՆՆեՐհ ՄԱՍԻՆ

Ա 1Г Փ П Փ Л Ь 1Г

/Г. 1Г, Զր րաշյան/l սւ՞իւարւէանյւու մ [/! ttLunt Օևասիըվտծ Լին րոտ 
աոանձին ւի и վա քսակա^ւն երքւ աճման in ար րե ր կարդ nt tit ի ւդ и ւ.ն և у и գ շատ 
ւիաիււիւսւկան՚1.ե րի ամրոդՀ ֆո էն կ էյ ի անե ft ft հատակ դաււհր: // ա սնէո if и ր ար ա ր 
կաոուգված Հ 1'որեյի ձեաւիոիտւ թ յուն ե ին սւհ դրա / ներկայարա մ այդ 
դաււերի ֆռւնկէյ իանէւրի համարւ

Ներկա աշիւատտնյւի •§ 1-ում ,սյդ ուրդ յււ էնյւնե ր ի հիման tf րա րեր- 
վւ>է մ է Պալեյի /1 'Լիների հա յանի թեէէրեմի րն դհանր տ դա է մ ը շատ էիէքիո- 
իւականների ։յ կախված այն ամ րսդհ ֆունկցիաների համար, որոնւյ աճման 
կարգը ըււտ րււլոր ւիււ ւիո խականնհ րի հա if ասա ր կ մեկի, իսկ տիպերը, ընդ֊ 
հա՚հ րասլես ասած, կարոդ են տարրեր ւիներ

2-ոէ.մ Պալեյի և 'Լիների րնդհանրաւյւքած թեորեմի հիմսՀհ վրա 
րերէքում են շատ էիուիոխական՚էւերի ամբոդՀ ֆսմհկըիաների մ՛ի րսւնի դնա- 
հատակսՀհնև ր Լ,ո տարած ութ յան մեք:
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