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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
51. С. Саркисян

Изгиб призматического стержня двутаврового 
поперечного сечения

В работе приводится точное решение задачи Сен-Веиана об из֊ 
;''Шбе призматического стержня двутаврового поперечного сечения

При решении задачи использован метод введения вспомогатель­
ных функций Н. X. Арутюняна [I]. с помощью которого решение диф­
ференциального уравнения с частными производными задачи сведено 
к решению линейных дифференциальных уравнений второго порядка с 
Ппсгояшшми коэффициентами, а постоянные интегрирования определя­
йся нз решения вполне регулярных бесконечных систем линейных 

уравнений.
Полученные формулы определяют напряжения в зависимости oi 

геометрических параметров сечения. R конце работы приводится зна 
■ение карательных напряжений дл> конкретного отношения геометри 
веских параметров, и результаты сравниваются с результатами, полу­
ченными из формулы Журавского, для касательных напряжении, из- 
винных из курса сопротивления материалов.

§ 1. Постановка задачи

В работе рассматривался изгиб заделанного одним концом приз֊ 
•1ГНЧССКОГО стержня под действием силы Р, приложенной к свобод­
ному концу стержня вдоль вертикальной осн симметрии поперечного 
сечения (фиг. I).

X
Фиг. I.
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Предполагается, что из шее.и составляющих напряжений отличны 
от нуля только Zz. и Yz, причем напряжение принимается 
равным

Zt,p(/֊»)x , (|1)

где I длина призматического стержня, I — момент инерции попереч­
ного сечения относительно оси у. При таких предположениях, как 
известно, функция напряжения F(x, у) удовлетворяет в области попе­
речного сечения дифференциальному уравнению:

ԺԴ*  , ԺԴ' Pv Р .
дхг+ду*  1 14-уУ 21 У' (1.2)

и условию на контуре сечения

ժտ
(1.3)

где v —коэффициент Пуассона, f(y)— произвольная функция, подлежа­
щая определению из условий на контуре, ds элемент дуги контура.

Напряжения Xz(x. у) и УДх, у) определяются соотношениями:

Х,(х, У) = ֊ ֊ ֊֊ lx’֊ f(y)l, Y,(x, у) = ֊ ֊. (1.4)
оу 21 ох

Ввиду симметричности области поперечного сечения, достаточно найти 
функцию Е(х, у) только в одной четвертой части области сечения

О G

Фиг. 2.

(фиг. 2).
Для распространения решения 

на всю область поперечного се­
чения на основании мембранной 
аналогии [4] требуется, чтобы на 
вертикальней оси симметрии функ­
ция напряжений обратилась в нуль:

F(x. 0) = 0, (1.5)
а вдоль горизонтальной оси симме­
трии обратилась в нудь ее нормаль­
ная производная:

(֊) =0. (1.6)
\ ox I к-0

(1.6) полностью определяют функциюУравнения (1.2). (1.3), (1.5) и 
напряжений F(x. у) для рассматриваемой задачи.

§ 2 Введение вспомогательных функций

Полагаем, что в области ODCG функция Р(х, у) принимает зна­
чение Ft(x, у), а в области ABMND значение F2(x, у). Выберем здесь: 

f(y) = b(; (2.1»

тогда из уравнений (1.3). (1.5) и (1.6) для функции Гх(х, у) и F2(x, у) 
получим следующие граничные условия:
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F։(x, 0) = (^>
\дх )

-F։(b։, У) = 0. 
о

F։(x, d։) =

р
—֊9I(b?-(b։ d2)2](d֊b2), (0^x^b,-d։) 

ճ 1

(2.2)

F2(x, d։) (bj d.^.x^b,!

F2(x, 0) = F2(b։i y) - F3(x, b2) - 0,

FtWh-da), y] =

p
~ [bj— (b -d։)*]  (y b2), (d, у M

(2.3)

F։[(b։- d2). y] (0<y^d։).

Ищем решения в виде:

F|(x, У) = 4ч(х. y)+‘I>i(x. у). (i = 1.2), (2.4)
где вспомогательные функции Ф|(х, у) (i = 1.2) существуют только 
о области ABCD и удовлетворяют уравнению Лапласа:

а

^=»+£? = 0 

0Х*  оу-

юл нител ьн ы м у с л о в и я и
ф.((ь,-<։.). у1 = (т1') -°.

\ «X /.х-ь,-ц։
Ф։(Х. <ե) = ( ^’՜ ) =0. 

\ <?У /у-d.

(2.5)

(2.6)

а функции Ч'|(х, у) (i = 1,2) существуют: Ч* ։(х. у) в области ODCG, 
Ч’г{х, у) —в области AMND и удовлетворяют уравнению

ճշՓ*  ժ* 4*  Р •/
+ —.= у—у. (2.7)

ах- оу 1 14-м
Согласно (2.2) и (2.3), функции Ч’^х, у) и Ч\.(х. у) подчинены следую­
щим условиям:

Т։(х, 0) = [Ջ) = V,(b„ у) + Ф,(Ь„ у) = 0,

«ТСх, d>) == ֊ ֊ [b?- (Ь,- d,)։l (d։- bi). (2՚8)

Ч’4(х, 0) = Ч* 2(Х, b2) = Ч'2(Х. 0) -г Ф2(х, 0) -= О,

'Mfb.-d.), у> -iibf-fb-dsPKy-b,). (2-9)

Граничные условия для определения функции 4j(x, у) и ‘Г2(х, у) ие- 
олкородны: однако, следуя Г. А. Гринбергу |5|, функции 4j(x, у).
(1= 1,2) ищем в Blue рядов:

V . k"v \ k(x)sin -- - 
d. k-) ‘

(2.10)
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kr‘Г2(х, y)= Xvk(y)sin —-(b։ x).
dok-1 2

Тогда для функции <I>i(x, у) (i = 1,2) получим условия:

(2.11)

<Мх. 0) = 0.
d, (2.12)

. ՜է кг Pф.(х, d,) = լ vk(d։)sin -■(!), х) г ֊ • (b?—(bj 6յ)2|(մ։-հշ) 
k-i d* 21

Ф3(Ь։. у) ֊֊‘ =0.
'у d. (2.13)

Փ|(հ։-մ2), y)_ Vj ..|(b1-<l2)]sin^4- ճխ'Հ (b։-d2)=|(y-b2).
Ci • Հ Jk-J ’

Здесь также полагаем, что

ф.(х. у) ֊֊
<11

(2.U)

фг(х, у)» ywk(y)sin!^(b։—X).
v <1*

(2.15)

§ .3. Решение уравнений задачи

Из (2.10) имеем:

мх)-4 
d,

<և

(3J)

Умножив уравнение (2.7) на

о
2 . к~у
— sin — и интегрируя его по у от
d, Ժ,

нули

до <1,. для функции '1'։(х, у)

J \ Ժյր»

получим:

I’ v

Выполняя 
получим:

n
<։.

41՜ Ժ2Փ՜. . kicv I « Sin —dy 
oy2 d։

2Р

• k-y . ... . ,
s.n dy = fk(x) Հ-

d,

1 1-bvd.
dy = U. (3.2)

и и
интегрирование и используя условия (2.8) и значения (3.1),

<|b?-(b։-d։)։](d։ bJ + 2 2
(3.3)l)k iZ-hr d, .

Аналогичным образом используя (2.5) (2.15). получим следующие
дифференциальные уравнения:
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I ՜ (^)vu(y)=

=1)k+1 7,7ւ П>'“ <b - Ь*>  42 ( 71 ) ’ Г Г՜ У J +

* k(y) ֊ Ատհ —'■ 4֊

«’И \ k« / I + v )

2 Р v
к +й;г—л՛ (ЗЛ;

£vp(d։)sin£-(b։ x)4--^-|b?-(b։-d2)«|(dI-b2) .

р-1 21
(3.5)

%,(У) ( W*(y)  =

(- I)*- 2— 

d?
VfP((b։ d2)Jsin 

p֊l

^y+-^Ib?֊(b1-<i։)։Ky -b,)
U J

(3.6)

Общие решения уравнений (3.3) (3.6) имеют вид:

f , k:tx , .. , к~х ,
fk(x) = Aksh — 4֊ Bkch — 4֊ 

d, dt

+ ( !)k± P l[|>։_(b,—d.,)։](d —b.) + շՀճՀ-ճ- d, I, 
k- I I \ кт:/ 1 4֊ v 1

. . „ . k«v . fA . ктсу tVfc(y) = Cksh —’ -h Dkch —1 4- 
ds d,

+ (֊ 1)к4т11Ь--(b՛ d»)։Ky-b։)4-2f^y~y| 
к- II \ к-/ I 4- > I

* _ 2d" p _z_ .
к’*3 I 1 4- ■* У ’

/V . < u k’TX 1 xr I k“X .Фк(х) = Mksh —— 4- Nfcch —- 4-

(3.7)

(3.8)

+ (- I)k+i у — ՀՃՃ12------- sin (bj X) 4-
- -WP(pd։)2 d/1

1 p
4 <- ^’։ гт^ЬгФ-ад-b։). 

к- I
(3.9)

хтг. IX. № 7—5
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փ FxCh ձճճ I (_ ! )U.. ail V sin рку
d2 v. - (pd2f-(kd^ d,p~l

+ (-։)l։+I^-֊|b;֊(b1 d։)։l(y-bj. 
kz 1

(3.10)

Для определения постоянных Ак, Вк, Ск. Dk, Мк, Nr, U и 
(2.8), (2.9), (2.12) и (2.13) получим следующие условия:

Fk согласно

W = և(ե,) փ ?к(Ь։) =0 (З.И)

Vk(b2) = vk(0) -I- wk(0) = 0 (3.12)

?kl(b։֊d..)| = tpk[(bj—d3)j = 0 (3.13)

4(di) = wk(<Jj) 0 (3.14)

§4. Определение постоянных интегрирования

Исключая из значений (3.9), (ЗЛО) неизвестные коэффициенты, по­
средством условий (3.13) и (3.14), получим:

<fk(x) = (֊ l)k11 у ',ր( 'к—sin
- ։(кё2)։-7 (pdj֊ d2 

-- (x- b։+ d.,) У( —1^'41 
к d/ ։՛ ^(kd^Hp-l^

I Р к-
+ (- ։)к-‘ — rlbi-^-d,)2^,- ь3)| 1 - ch — (х -b, + d>)J, 

к- | մ,

wk(y) = (^I/k+1 —
V f,.|b2-d2)| . Р֊у
? ՜7ւ Հ՜շտւո u ՚Д(рИ../ + (кЛ։г d,

2d.d2 . к к
—sh

Я l!2
<*•?!

р 1

4֊ (b։— d...)2
Ь I

к я
(у-b..) — (d.-bjcb֊- (у — d։) 

d2

d։ kr P
+ (֊Uk֊֊b’-{b’ ll^ * 

(k-J- d2 I

Удовлетворяя условиям (3.11) и (3.12) из (3.7), (3.6), (4.1) и 
получим:

(4.1)

(4.2)

(4.2).

Ак=0 (4-3)
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Btch + (- 1)»+' ^-Sh — V 1 ֊'I

ч. - d. - (М2)г Hp<f,)։

+(- I)k- -lb?-(b ֊d2)։l(d - Web 
k- I d։

■ + (՜1)Հր/՜րր՜=0 (4Л>
Լ кг/ 1 1 i v

ժ2 d2 \кг / d2 I I -|-*

/do\3b.. 2Ր v ■ -fe)XT—“°-

Dk+ (֊ I (k+i ֊ճճ sh ձրճ. V (- +
* <L " (pd2)4 (kd,)2 '

I P k-d+ (-!)* — ~11Հ-(1’ւ֊ d5yi(dt- b2)cli ձճճւ 4֊ 
k~ I (1շ

d, P k-d
+ (֊ l)ki ’ ֊ vW- <b ~ d*)2lsh ՜ր՜1 = °- <4-6>

(кя/ I d2

Исключив из этих соотношений коэффициент С>, мы получим совокуп­
ность двух бесконечных систем линейных уравнений:

Вк= (— 1)х —’ibsh -fok-sch У C_J)!’РМ^։) .

Պ Պ р7։ (W2)2-l-(pdx)2 

1 Р k-el k-rhփ (_ i)kէ. . |b=_ (b։—da)2|(d։- b2)ch^p-sch 4-
кя I d, d,

l)_(_ I)k 2lfi% k^» у( -1)¥4Мг)1.
- d2 -Հ (pd^4-(k‘h)2 

p-l

1 P krd4.(_յ)'< .J_J_lb2_(br dj^d.-bjeh—d- + 
kr I «„

+ (֊ O" Tlb?-(b.֊ d2)2|sh ֊ք ' , (4.8)

(К-/ I

r;e fd(b։— dj| и vk|dj) имеют значения: 

k— I P
fJ(b։r֊d։)] = Bkch ,*(b.  d2)+ (-!)“— - fb֊-(b-d2H(d։ -!.,) +
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-М֊1)к
d, \*  2Р у 
kz/ I

(4.9).

vk(d,)^DkSh^(b։֊d։)csli^. + (֊ l)k-L'£ |b?-(b,-d։)։l(d, b։) 
Աշ (1շ 1հ*հ 1

+ ( |)k+./^y^lishJ^li.Csh k^?- A] l+(—l)k+1 . (4.10) 
\kz/ I I d, d2 d2 d?J

Введем обозначения:

Bk=( l)k ճտհ J^i-sch-^S,, (4.11)
kz d։ (1։

9 k-d 
Dk ( ])^տհձճ_լ^. (4.! 2)

kz o3

Тогда, принимая во внимание (4.9) и (4.10), совокупность двух бес­
конечных систем линейных уравнений (4.7) и (4.8) приведем к виду:

Si— V Rp3kp 4- Հւ

Rk3՜ У SpCfcp-f-bk, 

P-l

(4.13)

(4.14)

где введены обозначения:

Зкр и
2k_____dA____
г (kd.,)2+ (pdj֊

sh Г-" (l>2 d ,յտհ J-Al csh -BA., 
* d2 d.>

Ckp
2k d.d, , pr„

---------—-------- ch • - ։b.
֊ (pd2)s+(kd։)2 d,

d^h-P^sch-PH^.
d, d.

(4.15)

(4.16)

4P у k d3b2 ________ 1________dj _sll P~d: csh k֊b2
I i+.^ d։ ->pf((kda)2-H(pdT)2| [bj d„ ՜՜ d2 

p-1.3

Հ,-րր^-(հ. d։)>](d, b։)֊4
21 kxd։ J

d3 , kzd2 
kz)= d։

(4.17/

2P _JL_ A dJ. V________ 1----------- _L Ճ |b? _(b —d2)2J Ai- (4.18)
I Цу к» d2p7p2[(pd2)24-(kd։)*|  21 ‘ ' kzd։
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(4.13) и (4.14) могут быть написаны в виде одной системы:

•X
Zv= (у= 1, 2,3.,.).

.i-i 

Для этого нужно положить

Sk ~ ճշ.յ-1, Kk = Z'Jn.

(4.19) 

.'I

Ata-l. 2m l=*=0,  Ajn-I 2ro= Икр» Bin I 7k, (4.20)

Ай». 2m — Ain. 2m-1 — <-՝kpi B?n — ?!<•

Замечи.м еще, что для всякого р имеют место неравенства:

sii ₽5(b։_ d,)sh esh = Sh Г С|,
flj Ժշ մշ <!շ Օշ

cth £^shpA 
ds

где р—в случае двутавровою сечения конечное число и удовлетво­
ряет условию Եյ/Ժշ — I.

Для случая v -- 2п — 1 имеем:

£|АМ| =
X
V |akp|^

p-l

z
k հո djd.>
- - (kd2)s+ (pd։)3

ձ
9

для случая * = 2n имеем:

.. k-cL d.
cth------ - ---------- 1

di k-d.a
(4.24)1

2

X X

j-l p~l

fk у d1d2

“ ՜“1(|’<յշ)2+ (kd։)*

1
2

k-d։
cth------ 1

_A
k-d։ '՜՜՜'՜՜ 2 ‘ (4.25)

d2
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При этом использованы неравенства (4.24), (4.25) и

cthx----- -ճՋ! при )• (4.26)

Из неравенств (4.24) и (4.25) следует, что. в случае двутаврового се­
чения. для любых чисел v сумма коэффициентов А^ системы (4.19) 
удовлетворяет неравенству:

(4.27)

j-1

т. е. бесконечная система (4.19) оказывается вполне регулярной. 
Пользуясь теорией вполне регулярных бесконечных систем линейных 
уравнений [6], неизвестные Z. определим с любой точностью.

§ 5. Определение функций напряжений

Подставив значения функций (<(х), vx(y>. ?i<(x) и wk(y). выражен­
ных через коэффициенты Вк и 1Л в (2.4), получим функцию напряжений: 
Для области ABCD:

Г։(х. у) = У |fk(x) 4֊ <Pk(x)]sin <= 
Г. d’

V • kiry I I krx . k"b. . kitd« . ki?. , . . I« У sinBr ch r ch—-’esh sh — (x b, + d. +
“ Հ I L d, <1, d, d,' - J

I / V , K՜ . , . 1<՜<Խ . I4 (՜ ճ՜Դ՜ր՜րւ՜ sIiT(x b.-l-^csh- ---------- 1 Ն
(h-/ I lh eij d։ ]
I P k— krd 1֊» ( l)k"֊ ֊|hi (b, — d2)2| (d, - l,2)sh—• (x bjesh ֊U

k- 1 d։ մ, I

4֊ V vP(d,)sh^csh֊^±Lsin^(bj— x). (5.1)
d» *՛> d«

Для области OABG:

г=(х- у) = У fk(x)sin 
d>

-У Bbch^Sin!^4-^.|b; -(b,֊d.)»|(b։֊d,) 2-4 

k-i <։ ճ 1 ։

P •/ J3 / у3 у \
- 21 1 4- У ՜՜Յ Այ ՜ d? / (5.2)



Изгиб призматического стержня двутаврового поперечного сечения 71

Для области ABCD:

ра(*.  У’ = У lvk(y) + wk(y)]sin — (bt— х) = 

k—1 ’

V . k՜ м к (гч I kny , k~ k-rf. krrb2 ,= У sin —(b, —x) Dksh sh---(b2 d։)csh ֊ —esh +
" d2 » d2 d2 dj d,

+ ( l)k Д ~ 14֊ (b,- d2m-b։)sh^ esh I + 
k~ I d2 d2 J

. d*  2P v * 1 . k- Г . . kzy . k-b, 
+ -- ---------------\ — sin — (b. x) v— հշտհ —- esh —— +

J l + k3 d2 ds d2
К-1Л

I У fp|(bj d5)Jsh֊[֊՜ (bx— x) esh sin . (5.3)

Для области BCNM:

•Л 
k- F2(x. y) լ Vjc(y)sin “ (bj — x) « 

k-l d’ 

= у Dksh (bj — y) esh-^1'2 sin֊֊ (b։ — x) +
՜" do Gok-l 2 3 -

x՝. I . k- — sin — 
k3 d2

k*  1.3.5

л Л It k"V . kirb2 
(bj - x) у b.sh — esh------

d2 d2

d.2 2P v
K3 I 1 4-V

P I
֊ 1Կ- (b։- d2f| (y - b2)(b, - X) — . (5.4)

21 d..

При этом использованы значения:

V
к2 փ a2

. , n shax 
sin kx ֊------------,

2 shair
(0-<x<r) (5.5)

(5.6)

(5.7)
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В частном случае, когда dx— b3= b. b։=- d2— а, из (5.1) и (5.2) получим: 

с/ v 2Р * Ьа Г Ժ / у’ у \
3 I 14֊ v z* I 12 Լ Ь3 b )

V (— |)к кка . k-х . кяу о.
к , к3 b b b ]

Выражение (5.8) есть функция напряжении при изгибе призматического 
стержня прямоугольного поперечного сечения, которая приводится 
в курсах теории упругости |7].

§ (>. Определение напряжений и Y,

Согласно (1.4) и (2.1) компоненты касательного напряжения опре­
деляют ся соотношениями.'

ԺՐ

<*У

р
֊֊(^ Ь-), Y,= Ժ1- 

ժճ
(6.1)

Пользуясь выражениями (5.1) (5.4) функции напряжений, для Xz
н Yz получим следующие значения.
Для области OABG:х. = - Ճ (х._ ь?) + ₽ lbf (b,_ d։)։i(b։_ di)1 + ₽ _2_( y._ у,-

♦ — У kBkCh — cos —-.
d4-i d« d‘

(6.2)

Для области ЛВСД:

. n . kicx . k«y 
kBkSli----- sni —•

d, d,
(6.3)

x< = ֊ ֊ (x3— b=) I- V cosk^- ' kBk
21 Հ ~ d։ I

I . k«- . . . .
—1 ch ֊ — csh - sn (x — bt + d2) 

d, d։ d։

d3 2P
1 k2^ I

. kzx 
chT

sh (x bt4- <k) csh — -d- - 
dt d։

I P k- krdn I4֊ ( _ |)к-м2. _LIb2_ (b,-d2)2|(d ֊ bjsh^- (X֊b։)csh ֊p 4֊ 
ir ։ d։ d։ I

4- — V pVj,(d։)ch — csh -I-,'d։- sin --- (bt— x). 
d2 ' d8 do d։

+

((5.4)
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Պ . d. I
krx , knb. . кяск . к- . . .

sh ch------ - csh------ -ch — (x- b,4-d2) 4֊
d։ d։ d։ d։

+ (֊1)l*’^7֊^c|.|<x-b1+d:)cs|1^ + 

k*tr 1 I 4- v d, d։

т (֊ I)k+l — V ^1-^) ch 7Г <x“ bi) csh ■֊ i +
x I d, d, I

+ — У pvp(dj) cos (b, — x) sh csh • (6.5)
(.՝. — d. d.. d,

- p-l

Для области BCNM:

X; —X(x«—Ь2) kDkch-^(b2— y)csh -f^-sin ^(b։ —x)

Հ1 d. iL d* մ..

I P
—lb? -(b.-d^Hx £? 2P у у _լ

" -3 [ к3
к -1.3

. k- 
sin — 

d±

d։b. 2P 7 ՞ 1 . к-.. . kry , k֊b։
—----------------- X — sm — (b.— x)ch —- csh ’Ժ I l + v-4 1Ժ Հ՝ 1 d. d։

k-1.3

v K V ։ 1Л ։ v I ^՜հշ к К , . .Y։= — ) kDksh - - (b2 y) csh -- cos -֊- (d։— x) 4֊
d2 — d4 do d.?

4. d=
я, I

7 v 1 kx.. լ։ . . кяу , 
— £ — cos -• (b։ — x)[y — b2sh —csh 
14.7 — k2 d3 d2

k-j.3

kgb8

P
|b.-(bt-d2)sl(y-b2)T-

«.I Սշ

(6.6)

(6.7)

В области ABCD касательные напряжения определяются как форму­
лами (0.4) и (6.5), так и формулой (5.3). Входящие в формулы (6.2)— 
(6.7) величины Bk, Dk и Vk(d։) определены соотношениями (4.10) -(4.121-

Все эти величины выражаются через коэффициенты Sk и 1?։. по- 
:еднне же определяются из вполне регулярной бесконечной системы 
(нейиых уравнений (4.19). Формулами (6.2) (6.7) определяются ка-
иельные напряжения в любой точке поперечного сечения стержня.

В качестве примера рассмотрим толстостенные двутавровые 
бг.кп, для которых отношения геометрических параметров сеченпя 
меют следующие значения:

dJd,= 1,5, b։/d։ —4,5 и b2/do=6,75. (6.8)
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Такие отношения геометрических параметров имеет двутавровая бал­
ка, составленная из четырех равнобоких угольников по ОСТ 16 |»|. 
Тогда для бесконечной системы уравнений (4.19) получим:

ՃՕ
У|А.||«е-| = 1-0, где Л-= 3-+֊-exp _±^(и-1)| ֊

= ֊+у<=՜”- (6-9>

Вторым слагаемым правой части е 6՜, ввиду малости, можно пре­

небречь.

Тогда: 7 = 1. ’ (6.10}

Свободный член К системы (4.19) удовлетворяет неравенству

Р V
Bv^- ժխմՕ,3183-------- 36.2575). (6.11)

21 l + v

Обозначим значения неизвестных /.. с избытком через Z.,, а значения 

с недостатком через 7.^.
Пользуясь теорией вполне регулярных систем |6] и применяя 

лимит анты, получим для Z, следующие опенки.:

Р V
Z, = ֊ d?d2(O.2O74 уу- 4- 22.7969)^

-л Z. - - d;il.> (0.2354 - '' 4- 24,9200 'l = Հ,
21 \. 14- ՝• )

p / v X
7.2 - d?d., J 0,0838---------- k 40.4223 | «Հ21 \ I -H )

----Z.,,-- ~d?d„ I 0,0913-2— t 41.1124'I Z2,
21 *\ l + v /

P / v \z - -d’dj0.1445 ■ 13,3060 ]-.-r
3 21 V 1 -h > /

P / x— d*d 2(0.1880֊---------h 18.2812 ) = Z.,.

Z4= ֊ dfd. (0,0947 —4-22,9705 )
21 \ I -H /

p / V \
-- Z4 _ d?d., ( 0,1042 -I 23,8926 | Z.,.

21 ՚ Վ 1Դ /

Z,,_ — d;‘c2 ( 0. Ю64 —— 4- 9,6828 I
21 \ I -I- . I
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0.1597^—+ 15,6831 Y+Z5,
21 \ 1 -Ւ 7 ./

Ze=—d?daf 0,0854—16,5214
’ 21 ‘ Ч Н- v )

0,0950—^—+ 17.4781 4֊ Zc.
21 \ 1 + v J

р / V \
O^Z.^Z.^- d‘d2 0,1663-----------ւ 18,9448 .

21 V 1 + v /

(v--7. 8. 9...). (б.12>

Напряжения в 
р 

долял ֊~ d։<ij v = 0.16 v 0,25 v - 0,35

ծ. . Хх(О, 0) с избытком
с недостатком

81,9019
81.9049

81,8411
81.8911

81.8780
81,87b,0|.ц и УДО. 0) 0 0 0

Տ ХДО) 81.9375 81.9375 81.9375

х.(0. d.) с избытком 
с недостатком

S2.0 08
82.0,06

82.0.83
82,0281

82,0546
82,0554

h и Yx(0. d։) 0 0 0
Я Х ՜' Хх(О) 81.9375 8!.9375 81.9375к XzKb, - dt), 01 с избытком 

c недостатком
63,0103
62.4161

63.0188
62.3)52

62,99«4
62.4750

Y4(b,-ds). 0J 0 0 0
տ 11"к X/(b։—d2) при b(x 1 — 2b- 

iiри Цх) — 2d յ
75.9375
7,4993

75,9375
7,4993

75,9375
7.4993к ?!•

Տ К -■

X*(b ։, dj)
Y*(b ։,d։)
X’(b։)

с избытком
с недостатком

0
27.0402
22.0236 

0

0 
27,0344 
22,0645 

0

0
27,1344
22,1035 

0

X4ib։֊ds). 1121 0 0 0
Yz|(b։֊d..). 1)2] 0 0 0

Xz|b։ մշ) при b<x) — 2ba 
при b(x) = 2d։

75.9375
7,4993

75ДВ75
7.4993

75,9375
7,4993

Принимая во внимание (4.20), (4.11). (4.12) и (6.12). определим 
значения коэффициентов Bt и Dk с избытком и с недостатком. Под­
ставляя в (6.1) (6.7) значения коэффициентов Вк- и Г)к с избытком 
1 с недостатком, определим верхнюю и нижнюю границы напряже- 
ий Хх и Yx.

Некоторые значения напряжений X- и Уг приведены выше в табли­
це. В этой же таблице для сравнения приведены значения касательных 

ряжений Х*(х».  вычисленных по формуле Журавского (8)
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х;(х)
рад, 

1Ь(х)
(6.13)

где S(x) — статический момент относительно оси у части площади се­
чения балки между уровнем х и краем балки, Ь(х) ширина сече­
ния балки на уровне х.

Из таблицы и из формул (62) — (6.7) видно: 1) что касатель­
ное напряжение свое наибольшее значение получает на горизонталь­
ной оси симметрии поперечного сечения, именно в точках пересече­
ния этой оси- со стенками двутавра; 2) как показывают проделанные 
вычисления согласно (6.2), (6.4) и (6.6), формула Журавского (6.13) 
лает хорошие результаты, близкие к точному, только для точек 
стенки двутавра, а для точек полки они достаточно отличаются от 
истинного значения; 3) на вертикальной оси симметрии и на боковых 
сторонах полки двутавра горизонтальный компонент касательного на­
пряжения (УД равен нулю; 4) влияние коэффициента Пуассона v на 
значение касательных напряжений небольшое и для практических 
целей им можно пренебречь.

Ереванский Государственной университет
им. В. М. Молотова

Поступило 23 IX 1955

O’. U. UuipquituG 

եՐԿՏՍԼՎՐԱՅՒՆ ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ 2ԱՏՎՃ1ԾՔ ՈՒՆԵՑՈՂ ՊԸՒՋԱԱՏՒԿ 
ՋՈՂՒ ԾՌՈՒՄԸ

И 1Г Փ Ո Փ 0 !• 1Г

Տ" I/ վ ած ո ւ մ րերված Լ պրիգմաւոիկ Հոգի վերարերյալ Uեն ֊'Լենան ի 
իւնւ/րի ճշգրիտ [nt ծա մր !.րկաաif ր ա յին հատվա՛ծ,ր ոէ.նեէ]ոգ ձոգի համարւ 
Խնդրի [ուծման րնթարրոէմ օգտագործված Լ Ն. III. Հարու [Jյւոնյանի 
օմտնգակ 'իէւէնկրիտների մուծման եգանակը, որի մինորով մասնակի 
ած ան էյ յա [ն ե րո վ գ ի էիե ր են րյ ի էս [ հա վ ա ч ա ր ման [ւււծոլմր րերված Հ հաստա֊ 
տուն դործակի էյներէւվ ւ[ ծ ա յ ին 2»րգ կարգի դ ի քիե րեն у ի ա [ ՛> ա վ ա и ա ր ո լ մն I. ր ի 
[ոլծման, ի"կ ինտեգրման հա и ա ա աո t նն ե ր ի ո րոշոէ մ ր [իէէվին ոեգու յյար 
գծային անվերի հավա и ա ր и լմնե րի սիստեմի լու.ծմանւ

(տոշավւսգ [արոլմների որոշման համար սաարյված են •։ ատված ,րի 
երկրաչափական ւգ ււ>ր tn մե տրներր ւգարունակէւգ րանաձև եր: Մասևավոր 
գեպրոէմ "տարված են թվային ա լւգ յո է.նրն ե ր, որոնր րերված են ագյու.- 
սակոլմ ե հա էե ե մ ա ա tf т մ են նյութերի գ իմ ա գ ր ո լ ի1 յա մ ր ստագվոգ ար֊ 
Ղյո^նվէի հեւոէ
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