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.МАТЕМАТИКА

А. Л. Шагинян

К теории однолистных функций
I. Пусть Е ограниченная замкнутая совокупность с односвязным 

дополнением Е<».
Отобразим конформно Е« на | w | >1, функцией

w — <p(z), <?(<*>) - * * * * * * * * iOi

K(p.p')>W-p)(։-֊֊ I-
\ р?

2. Возьмем произвольную спрямляемую замкнутую кривую L,
охватывающую совокупность Е.

Пусть
I z | С d Н- d„

есть круч мииималеного радиуса, покрывающим Г, :»

I z | < d

некоторый концентрический с ним круг, покрывающий Е.

Обратная относительно w =<?(?.) функция

*=-■?(«) = ™ '%+v֊1...........

где т емкость или постоянная Робена совокупное in I . 

G(x,у) ֊- lgl?(*Jl
есть функция Грнна области Е <*,.

В дальнейшем нам нужны будут два неравенства искажения при 
отображении w <p(z) (1՝. Фабер [1|), которые, ради удобства, приво­
дим сейчас.

I.B любой точке w, |av|>I,

. .. . г W ՜
֊ր֊յ (Ս

11. Если Гр и Гр', соответственно, две линяв уровня функции Грина 

G(x, у) = Igp, О(х, у) = 1g?', ?' > ?.

а К(р,р') — расстояние между ними, :о

(2)
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Доказываем следующие две теоремы*.

Теорема 1. Линия уровня
-f —

G(z) = пост. = 1g —(j— • е ՚ (3)

лежит внутри Լ, а также внутри любой линии уровня

G(z) = GfZj).

проходящей через произвольную точку z։ кривой L.
В равенстве (3) $ —дуговая координата точек на L, p(s) — рас­

стояние переменной на L точки до Е.
Коэффициент-единицу при интеграле, вообще говоря, нельзя 

заменить числом меньше •
4

Теорема 2. Если z։ и z2 произвольные точки на L, то

\ ;5L 
J

|?(z2) — ?(zi)| >c-le *' » (4)

где I нижняя грань длин дуг, соединяющих z։ с z2 внутри Е»,

1 . d + d0
с = 44-2dg ՛ lg — • (5)

Доказательство теоремы 1.
Пусть |z| < (1 какой-либо круг, покрывающий Е.
Оценим в какой-либо точке A(z,) £ Еос. [շձ |<Հճփ(10 функцию 

Грина Сцх,у).
Для этого соединим внутри Ес» точку А с произвольной точкой 

В(*г). |/-շ| = d + d0, d0>0, спрямляемой дугой L։. Пусть s —дуговое 
расстояние переменной на L։ точки z(s) от zp a p(s) — расстояние 
z(s) от Е.

Считая начало координат временно расположенным в точке z(s), 
представим гармоническую функцию lg|y(z)| в круге инте­
гралом Пуассона

2с
lg । Т(Ч I=± jig I d0' ’

о
где О' = argz', О = argz, jz'1 — p(s).

Или
՛. р ,2__ I 7 [2

G(Z> = 2=՜ J G(z') p։—2j։|z|cos((l—0')+izi։ df/՛ 
H

’ Основной результат выражается неравенством (4). Равенство (3) имеет 
вспомогательный характер и доказано ранее |2|.
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Применим это равенство в точке z(s-rds), бесконечно близкой 
к i = 0.

Считая |z|~ds, получим

■ т=Р|) • 2Т J՜ G<z'>** м՛ ■

о
н так как G(z) > 0, то
I I < -Г • Հ- f°<z') dr = 2 - у)֊- ■

խտ P(S) 2՜ J p(sj

Обозначив ради краткости
G(z(s)) ==G 

получим:

<2£.
ժտ p(s)

Отсюда
<?lgGb 2 

ժտ Г՜ p(s)

-փ£
G(z2) е Լ՛ < G(z։) < G(z2) • e 11 . (6}

Но так как G(z) гармонична в Ес» и в точке z —оо обращается 
в со как функция lg|z|, и таким же свойством обладает функция 

■

то из принципа максимума следует

Օ(2շ) > 1g
d + d0 

d

Таким образом, окончательно
-2 С ֊--

G(z,) > 1g • (7)е

Пусть теперь L произвольная замкнутая, спрямляемая кривая 
Жордана, охватывающая Е и проходящая через точку zr Обозначим

d0 = шах | -/J ֊ d, z £ L, 

и аусть z2 точка на L, для которой [z2| = d-bd0. 
Точки Zj и z2 разбивают L на две дуги Ц и Ա.
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Согласно (7)

՜2Թ

точно так же
-Чет

G(z.) > 1g “Г е ' “ •

Из этих двух неравенств вытекает также 
{ds

u(Zj>ig—«е . (8)

где интеграл распространен по всей замкнутой кривой L. 
Из оценки (8) следует, что линия уровня

_ С d։. , . J
, (i 4-(l0 ։.G(z) = lg ֊ց—“• e

лежит внутри L, а также всевозможных линий уровней

G(z) = G(z։), 

проходящих через любые точки z։, кривой Ц. 
Это и есть первая часть утверждения теоремы I. 
Что в неравенстве (3) в общем случае нельзя заменить коэффи­

циент-единицу, при интеграле, числом меньше , доказано в статье ([2|. 

замечание на сгр. 19).
Из (8) следует

l?(z)|>exp| Ig^expl-J^l) 

L
для любых z £ L.

Если обозначить через ? u w точки, связанные соотношением 
w — c(z), то из предыдущего неравенства, в силу

еУ — 1 > х, при х > О, 
следует:

*” J г<м
| w | — I > lg —A • e *' . (9)

Этим неравенством оценивается снизу расстояние образа точки 
z точки w. от окружности |w| = 1. Здесь L произвольная замкнутая. 
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спрямляем## кривая, проходящая через точку z и охватывающая Е. 
Значения d и d0 уже указаны.

Доказательство теоремы 2. Пусть теперь /։ и z2 произвольные 
точки на L.

Оценим снизу |w3 w։ |, где

w։ = w2 "= Т(^)«
Согласно (9), точки w։ и w2 лежат в области

С՜ J f-l’-
|w|>l +lg

В этой области, согласно (I),

it// \ I -1 w I1 ' I w I2 • eL
* (io)

2I8 —

С другой стороны, принимая в (2) р = 1 и p'=|w|, получим

и так как образы точек w, и wa лежат на кривой L, то, очевидно. 

k(l, 1*1) <.<!*.

Поэтому на дуге Լ, представляющей отображение 1 на w-пло- 
СКОСТИ,

Отсюда
R |w|< ֊1֊{շ+-1’+|/ (շ+4՞)։ 4 ! 

или проще
|W|<2 + 4o. (11)

Итан, L лежит в кольце

С ճւ 
.1

l-blg^՛- е ’ <|w|<2 + 4°’ (’2)

Обозначим кратчайшее расстояние между w, и w2 в кольце (12) 
через 8(w։; w8).

Из геометрических соображений
1*2 *’։ > 4՜ ’ Ws) ՚ (1

lbM-гь.и IX. № 7-3
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Проведем в кольце (12) кратчайшую дугу, соединяющую wt с ws. 
Обозначим ее через £•.

Образ дуги на z-плосксс.н будет некоторая дуга 3, соеди­
няющая z։ с z2.

Тогда

3(W1; w։)= j I?'(z)| .|(lz,L (14)

Но из (10)—(11) следует, что на 

т. е. на
2lgd+4 -(&

Поэтому
m (14-(Լ _ ք *ւ
21g -3— J

3(wt;w,)> 2x4_do e L .

где 1 — нижняя грань расстояний между Zj и z2 в области Е<». 
Наконец,

1 ig Нг-՝ JP(S)
I I - 1 <1 I լ
|w,֊w,|>֊2е

Ого и есть неравенство (4).
Теорема 1 содержит, в частности, оценку G(z), вытекающую из 

извес. ного неравенства М. А. Лаврентьева [3] в теории одно, истных 
функций. Это можно доказать, проведя через z, и z2 специальным об* 
разом подобранную кривую L (ср. [2]. стр. 5 7).

Оценку функции Грина типа (3) можно получить и в простран­
стве трех и более измерений.

Институт математики л механики 
АН Армянской ССР Поступило 18 V 1956
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Ubiwe ՖՈՏՆԿՑՒԱՆհՐհ ՏԷՍՈՒՔՅԱՆ Ub ՃԱՐՑհ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ Ո Փ О I» 1Г

E֊b Z հարթության մ {г փակ և սահմանափակ ր ա ղմ и ւ թ յ ո լ_ն 
Լ ւքփակապ [րարյո։ մ ով (Ew)' [’ "՚"I"' 1' ^'՚ “C w| > 1 '”1'("'чЬЧ։ ‘llIШ
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w = <p(z). «(<») = со. ®'(°о) > О

ֆունկցիայի մ իջոցով ։
Ներկա հոդված ււլմ գնահատւ/nt if I; վ•"Ր[1էյ I Wj — wt I տարրերութ յա նp,

wi=?(2։). w2 = ?(z2)

ֆիվ>>' Zj, Z. կետերի համար և [•„-ի մասին нрпл in վ յա լն If p ի ա ո կա յ ո < /) յ ան 
պայէք աններում։

Գիցու^ |Z|< (1”^ Е-՛ծ ծածկոց մի չր^ան Լ-, Լ՝/’ E“$* շր^ապատող 
«րևէ ոէպդե[ի գիծ, իսկ

I z I < d 4- do

Լ-ք 1'^1'"I նվազագույն
Այդ դեպրու ւ> Լ֊/յ դտնւ/ոդ որևկ Zj և Հշ կետն ր ին հ ա մ ա սլա ա ա и ֊ 

խւսնւսլ XVj ե \\՚'շ կետերի համար տևւլ/ւ ունի 4 • րդ. անհա վ ա սաp tn թ յ ո ւ.ն ր ։ 
Այ՚[ արտաԿա յաու fJ յան մ հ 9 Z-ն 1ձ րաւլւք ութ յան Ռէէրհնի հասաաասւնն I;, 
l-/Jr Zj և Z, կ!.սւհրր միաւյնուլ և E,x * ի մեջ դսւնվող աէյեւյնե րի հ րկարու - 
թյւււնների и ill it p ին կո ււլար ր , ի"կ p Լ-ի ,1рш ‘ի ո" /"ա կ ան կհ ա ի հե֊ 
ԱԱւվորււլ^ յու նր Г-/'»?*

ւԼոսւ՚Լիհ թհորեմր սլա ր ո լն ա կ и ։. մ է, մ ա սն ա վո р ա ր ա р, Մ. U.. Լաւքրեն^ 
տէւի Հայտնի դն ա\ատ ական ի tj (j(z)՝'/' մասին pluntj ւլնահա տական p: U-J>} րանն 
ա սրս է/rtitj ւ/и ւ մ Լ ընտրելու/ Zj ե Z-շ կևտերու/ ա՚հրյնւււլ հա մ ապա տ ա и իւ ան Լ
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