
ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11ՍՌ ԳԻՏ Ո Ի ԹՅ ՕԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
i < Т И Я А К Л Д Е М ИИ НАУК А Р М Я И С К О И ССР

Կ<յ.-մայւ.. |՚ն. և տեխն. <||imn»p. IX, № 5, 1956 Физ.-.мат., естсств. я техн- науки

ФИЗИКА

М. Л. Гер-Микаелян

О методе прицельных параметров

§ 1. Введение

Задачи квантовой электродинамики, решаемые стандартными ме­
тодами теории возмущении, нередко требуют утомительных вычисле­
ний. Благодаря этому широкое распространение получил простой при­
ближенный метод расчета, предложенный Ферми [1] и детально раз­

витый Вильямсом [2]. В настоящей статье мы рассматриваем приме­
нение этого метода к бои росам тормозного излучения. Этому вопросу 
посвящена известная работа Вейцзексра [3]> от которой наши расчеты 
отличаются в следующих пунктах:

1) из последней следует, что логарифмическая неточность попе­
речника излучения на кулоновом центре является следствием как 
математических приближений (упрощенное представление спектра ку- 

| лонова поля), так и произвольности н выборе параметра обрезания. 
Мы показываем, что если пользоваться точным спектром ку. онового 
поля, то можно подобрать такой параметр обрезания, чтобы результат Г падал с точной формулой:

2) использование найденного параметра обрезания для вычис. е- 
ния поперечника излучения в поле атома приводит, естественно, к 
точной квантовомеханической формуле;

3) рассмотрен вопрос об излучении мягких квантов. Мы приво­
дим простой вывод поперечника излучения мягких квантов, который 
охватывает также инфракрасную область часто։, т. с. ту область ча­
стот, где несправедливы как расчеты, основанные на теории возмуще­
ний, так и расчеты Вейцзекера;

4) в ряде работ требуется знание распределения излученных фо­
тонов по углам. Интегрирование формулы Бете — Гайтлера по углам 
вылета электрона требует кропотливых расчетов. Очень просто, од­
нако, получить практически точную формулу в рамках метода при­
цельных параметров;

•՜) мы приводим простои вывод формулы для поперечинка рож­
дения пары, а также для углового распределения рожденных частиц.
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§ 2. Излучение релятивистского электрона на кулоновом центре

Рассмотрим излучение релятивистского электрона, движущегося 
вдоль осн х с начальной скоростью v. Потенциал ядра в точке на­
хождения электрона равен

Ze
г

Разложим 7» тройной интеграл Фурье

( ?к е*  rdk, где dk - dk4dkydkz

1 4zZe.«ս - -------------
(2к)3 k։
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(2)

1!ерейдем в систем՛)՜
•образование совершается с

координат покоящегося электрона.
помощью матрицы Лоренца.

Пре-

Все величины в новой системе координат будем обозначать 
к՛, рнхованными символами. После преобразования потенциалы даются 
следующими выражениями:

(3)

Используя (3). найдем электрическое и магнитное поля
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iktfrr- vt’>

е dk

dk

Hx = 0 
. v , 

lly —-~EZ 5 с

Hz

Из последних выражении непосредственно следуем что при 
v-c можно пренебречь компонентой электрического поля вдоль дви­
жения по сравнению с Еу и Ег, а также считать, что Ну — Е.- и IL = Еу. 
Тогда электромагнитное поле быстро движущегося ядра приобретает
свойства электромагнитной волны, и (3) можно рассматривать как 

разложение по плоским волнам с частотой
k,v

Найдем поток энергии через единицу поверхности в точке на­
хождения электрона за все время пролета ядра:

■+'Л -рсС
S--J ||Eyj։+|E,|։jdt = -| | (iW+IE^l’Jdw 

—а» ֊. re­
el)

Чтобы привести наши расчеты в соответствие с квантовой элек­
тродинамикой, необходимо вместо одного электрона рассматривать 
целый пучек электронов, движущихся на различных прицельных рас­
стояниях от ядра. Фактически эго сводится к интегрированию выра­
жения (4) по всем возможным значениям у и z. Мы должны заме­
тить, что при значениях параметра удара

р =֊-1 z2 4֊ у2
Л
— = >.*

* Л обозначает постоянную Планка, деленную на 2п; /.— соответствующая комп­
тоновская длина волны электрона.

1ПС

уже нельзя пренебрегать чисто квантовыми эффектами, в частности 
нельзя выбрать систему координат, где электрон покоится, а ядро 
движется на расстоянии р — Հ поскольку из-за соотношения неопре­
деленности неопределенность импульса электрона будет порядка тс.
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Мы. однако проинтегрируем выражение (4) ио всем возможным при­
цельным параметрам, но будем считать, что окончательный результат, 
если его рассматривать как функцию к2 в к5, является правильным 
только в интервале значений |к2; и |к3; от пуля до значений порядка

—. Физически это означает. 
հ

что классический метод расчета дает

правильный результат только при излучении таких квантов, при ко­
торых ядру передается импульс в направлении, перпендикулярном 
первоначальному движению электрона, меньший или порядка гнс.

Интегрируя выражение (4), мы получим:

Если мы разделим поток энергии в интервале kp к, I Ак։ на 
Ak,v

энергию псевдокванта, равную 7—=5, го получим полное число-

V '"Х
нсевдоквантов в интервале к։. к, -rdk։

,. 7,֊е~ 1 ГГкАЧ-к!,. .. ..«k,dkL — - — I I՛ — ——dk2dk3dk։ (о)
he ֊֊ J J k։k4

Поток исевдоквалтоп с различными значениями круговой частоты 
ск։Ч — — ֊* —- независимо друг от друга рассеивается на электроне

(это является следствием применимости теории возмущений, см. так­
же § 4). Ясно, что рассеянные псевдокванты в системе покоя элек- 
1рона есть не что иное, как тормозные кванты в системе покояще­
гося ядра. Поперечник тормозного излучения мы получим, если умно­
жим число псевдоквантов с частотой от до 4՜ на попереч­
ник рассеяния (формулу Клейна —Нишина) и преобразуем все величины 
в полученной таким образом формуле к лабораторно։։ системе. Попе­
речник рассеяния на свободном электроне равен (мы отвлекаемся 
здесь и в дальнейшем от вопросов поляризации)

<յՓ X ( Л -Г - - sin։C ) (6)
2 Հ \ 'Ղ֊ ’к

где \ и Հ частота падающего и рассеянного под углом О' пссвдо- 
кванта. Частоты связаны соотношением Комптона
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Л ______ Ն

тс- ձ^._Հ(ւ_ԸօՏք/) (7)

Для перехода в лабораторную систему координат необходимо вос­
пользоваться преобразованием Лоренца, тогда

(8)

где v есть круговая частота излученного кванта. В нашем распоря­
жении имеется четыре переменные Հ. ՝», О' с двумя соотношениями 
(7) и |8). Поскольку полный поперечник тормозного излучения мо­
жет зависеть только от частоты излученного кванта հ то мы выра­
зим Հ и 0' согласно (7) и (8) через ՝• и vk и проинтегрируем получен­
ную формулу по частотам кулонового поля Соотношения (7) и (8) 
накладывают ограничение на интервал значений 5. которые создаю)

. т՝кванты с частотой >. Вво. я обозначение £ — —, где Lo —начальная 

анергия электрона, мы получим, учитывая соотношения (7) и (8).

cos6' =»

, 5 mc։
1 — г--------------

________ Ъ ձ
V --------i
С

условие eosb'> - I приводит к соотношению’’ 
. . . е тс / тс1\■ , k։>k։B1.-—֊լ—j

условие cosO 1 дает

Формула Клейна— Нишнны в переменных е. ч при­

нимает следующий вид:

* Мы рассматриваем излучение квантов, удовлетворяющих условию ։

Ижстид IX, № 5-6
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/ г----- v»Vl Հ v«• / me I I------ I -tic] 1------- (10)
I c’l » c’m

\ hk։(l-=) Ak.
Учитывая (5. 9, 10). мы получим поперечник тормозного излу­

чения

Введем новую переменную к] 4-к-« к3. тогда результат нитсгри 
ровиния есть

* к,т«х
'-’4 dk \ (к; + к«')*к ’

° *к 1т!в

I » с Հր \ с*  >
- + (!-։)

(1Р)

Если мы теперь положим

leg а = I 1_=լշ__ J_____
9 ,»+±(1_։)

•J
112)

то формула (И) перепишется

dO16)^4_^- ( -5(1-0) (log ֊у—

Դ 1 с«
(13)

что совпадает с точной квантовоыеханическоЛ формулой (при усло­
вии Е0^>тс։).
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§ 3. Излучение в поле атома

Попытаемся теперь использовать предыдущие рассуждения для 
учения поперечника тормозною излучения в поле атома. Рассмот­

рим прежде всего излучение на ядре, точнее ту часть излучения на 
атоме, при которой волновые функции электронов не изменяются. В 
этом случае влияние атомных электронов на излучение сводится к
экранирующему действию кулонового поля ядра. Экранировку 
просто ввести в предыдущие расчеты, заменив потенциал 
Г .■ — "ft у

"т «— е где R ֊ -R0Z , a Ro— боровский радиус. Полное число

тов п интервале k։. к։ Дк։ примет вместо (5) вид
юс

очень
(1) на

KB1IH-

* Ue ?
Ч_ <ik։dk3clk։.

(J4)
о

Дальнейшие расчеты соответствуют предыдущему параграфу. Исполь­
зуй для а приведенное выше значение, мы. очевидно, должны прийти 
к точным формулам. Это следует из того, что обрезание происходит 
иа расстояниях порядка X. в то время как экранировка действует на

ояннях порядка 137/ Z Л- В частности, в случае полной эк рани-

ровки. когда kiu։in R= —------— — « 1
(1-։) 2 Е.

мы приходим к формуле

(15)

d0(։) = 4W 7
4 \/

£: -т-77 (1 — £) J log 137Z 3«5 ' \ 9
Аналогичную формулу можно получить и квантовомеханическим 

путем [4], используя для экранирующего действия электронов не мо­
дель Томаса Ферми, а простой экспоненциальный множитель (это сво-

днтся к замене в квантовомеханических формулах величины log I83Z з 
на Լ log 1372՜5՜փ1յ.

Следует отметить, что учет второго слагаемого параметра обре. 
миия (12) приводит в формулах (13) и (16) к исчезновению или появ-

•лЧ1ию члена который составляет всего несколько процентов от

симного. С другой стороны, учет упрощенной экспоненциальной 
краняровкн приводит к погрешности порядка 6*/ в. Последнюю погреш­

ность можно избежать, если подобрать радиус экранировки [4], кото­
рый дает лучшее приближение к модели Томаса—Ферми. Это сводится

R - ‘ R -1к том у.‘по вместо ~ “ 137 Z .՝ необходимо принять, что ֊ 108Z У.
Հ к
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Во избежание недоразумений мы отметим, что при интегрировании фор­
мулы (111) но к, мы приняли, что основной вклад в интеграл вносит об­
ласть вблизи нижнего предела. Справедливость этого допущения легко 
усмотреть из структуры интеграла (II1)» а также структуры аналогич­
ного выражения для экранированного поля. Наши соотношения оста­
нутся правильными, если k։tI!i„ < kimax-

Последнее неравенство всегда имеет место. так как согласно 

(91) и (92) оно сводится к условию 4(1 — ( I — что всегда

с чк тг՜ 1 выполняется при Ьо >-------
2

В дальнейшем мы будем пренебрегать вторым слагаемым в пара­
метре обрезания, а также пользоваться упрощенной экранировкой.

Помимо излучения на ядре» необходимо учитывать также излуче­
ние на атомных электронах. Вопрос этот до сих пор, ввиду его 
сложности, не рассмотрен методами квантовой электродинамики. Од­
нако из качественного рассмотрения с помощью метода прицельных 
параметров можно видеть, что все отличие от случая излучения на 
ядре сводится (помимо того, что следует положить Z= 1) к тому, что 
логарифм в формулах (16) и (13) должен быть несколько изменен- 
Это следует, во-первых, из того факта, что близкие параметры удара 
(порядка а), дающие логарифмический вклад в поперечник излучения, 
требуют учета отдачи первоначально покоившегося электрона (этот 
эффект рассчитан Г. М. Гарибяном [5]). во-вторых, при больших па­
раметрах удара необходимо учитывать связь электрона с атомом’ 
Последняя не полностью эквивалентна соответствующему эффекту 
экранировки для ядра, поскольку, как это хорошо известно (напри­
мер, из теории ионизационных ио։ерь1. атомные электроны могут по­
глощать энергию, а значит проводи и. к рассеянию и излучению, и 
при пролетах частицы на расстояниях, значительно превышающих 
атомные. Пол уколи честв.е иная оценка показывает, однако, что и этот 
второй эффект приводит лишь к незначительному изменению формул 
(16) и (13).

Ввиду отсутствия точных расчетов, можно с хорошей точностью 
учесть излучение на атомных электронах тем, что в формулах (16) и 
(13) заменить 7.й па Z(Z 1).

§ 4. Излучение мягких квантов

Рассмотрим инфракрасную катастрофу в рамках метода прицель­
ных параметров. Формулы (16) и (13) становятся неприменимыми при 
g~ Е
— In " — 1 [5]. При выполнении последнего условия вероятность из- 
he հ«ւ
лучения оаиовится сравнимой с вероятностью упругого рассеяния. 
Это указывает па неприменимость теории возмущений. Метод, исполь- 
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зовпнный при выводе формул (16) и (13), также неприменим, по­
скольку и он предполагает справедливость теории возмущений. Эго 
предположение необходимо в метоле прицельных параметрон, по­
скольку мы пользуемся формулой теории возмущений — формулой 
Клейна —Нитины. (При выводе ее необходимо предложить малость 
взаимодействия). Правда, формулу для рассеяния мягких квантов 
можно вывести и нс предполагая применимости теории возмущений 
(формула Томсона), однако и этот последний вывод становится несира- 
зедливым для очень мягких квантов, поскольку он пренебрегает 
действием магни итого ноля. Точная формула рассеяния квантов произ­
вольной частоты на электроне нам неизвестна, однако если бы мы и 
имели нужную формулу, все равно метод прицельных параметров был 
бы неприменим. Дело в том, что этот метод, помимо всего прочего, 
предполагает независимость действия отдельных компонентов спектра 
кулонового поля ядра. Легко, однако, заметить, что если нужно 
учитывать действие магнитного поля на поведение электрона (или не­
применима теория возмущений), то тогда различные компоненты ку- 
„онового поля быстро движущегося ядра не могут считаться незави­
симыми.

Благодаря этим обстоятельствам, для правильного вывода попе­
речника тормозного излучения инфракрасных квантов, нам необходимо 
несколько изменить метод расчета. Как мы увидим ниже, оказывается 
возможным очень простым способом получить поперечник излучения 
мягких квантов (который, очевидно, будет включать в себя и инфра­
красную часть). Для вывода мы учтем тот факт, что при рассеянии 
(излучении) мягких квантов влиянием отдачи на движение электрона 
можно пренебречь. Тогда движение электрона определяется, всецело, 
равномерно и прямолинейно движущимся полем ядра. Если ядро про­
летает на прицельном расстоянии ?, го первоначально покоившийся 
электрон приобретает скорость в направлении, перпендикулярном на­
правлению движения ядра, равную

2Ze*  
тс?

U7)

Отметим, что прир^от1п —Z электрон остается нерелятивист­
ским, что значительно упрощает все расчеты. Вычислим интенсивность 
излучения с частотой ՝/ при заданном движении электрона.

Фурье-компонента напряженности магнитного поля равна

Н;’,= ур! eb:dt

*сли v't« 1 (18)

тогда Н/ =*  — I li'dl ; причем эффективны промежутки времени порядка 

времени столкновения 1»ф=^с1/ 1 \ Поскольку Н'-^—(А'п}, где 
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п —направление излучения, а векторный потенциал дается фор­

мулой

А' = Ջ 
сР0

(19)

то
е

2*сЧ
н;.«֊[ап] ւՀ՜ո] (20)

Полное количество излученной энергии в интервале частот •/; Հ-f-d/ 
в телесный угол <1О' есть:

dE'r>-=cRSH;isdO'dvz

1 -|- cos2՛/ 
2

или, используя (20)
. / е2 \2Zses

<1Е nV— I՜յ~'t | _։.ic (1 4՜ cos26')sinO'dG'd/ (21)

где 0' есть угол между направлением движения и направлением излу­
чения. При выводе (20) мы попутно усреднили поперечник по всем 
возможным отклонениям электрона в плоскости, перпендикулярной 
движению ядра^т. е. заменили sin2(nv։) =

Для получения окончительной формулы необходимо перейти в 
лабораторную систему координат. Формулу (21) легко преобразовать 
к новой системе координат, учи ывая, что (1FV преобразуется, как 
четвертая компонента импульса, и принимая во внимание также фор­
мулу (8). Мы получим после преобразования (при v^c) 

/ с2 \~с!Е, = ( —— j — dv(l -- coss0')sin0'd0' (22)
\ me2/ -р2с

интегрируя по всем О', приходим к формуле
8 ул շ Ժ , НЕ.. = - Zvo dv
3 'Р2с (23)

Из условия (18) и (8) мы получим, что

У м ножи м фо р м у л у 
h ...~ ДО Рта։. 1 огда МЫ 

тс

(22) на 2-pdp и проинтегрируем по р от pmin Հտ 
получим с логарифмической точностью (к~1)

յր, J6Z2rfc« 
dE’ = 3՛ с (24)

При полной экранировке, т. е. когда
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Pmxt » R^Z’F

имеем 16շՅրԼ/’ -Լ .
dE. = v — — logk 137Z 3 (Ь (25)о с

Формулы (24) к (25) применимы при излучении квантов, удов-
оряющих условию (18). которое в лабораторной системе можно

J 2с
‘Писать •/<;------- 2—, где р некоторый средний параметр удара, за-

ч'-у
•ченный между и 

§5. Угловое распределение фотонов

В предыдущих парат рофях мы интересовались полным попереч­
ном тормозного излучения. Перейдем теперь к угловому роспреде- 
ению излученных фотонов Покажем, что угловое распределение 
южно очень просто получит ь, исходя из работы Вейцзекера. Число 

шдофотонов, проходящих через единицу поверхности в точке рас- 
южения электрона зи все время прилета ядра, дается согласно 
'тцзекеру следующим выражением (напомним, что штрихованные 
нганны относятся к системе. где электрон покоится):

F,. dv = Ь՝а‘ doo = Հճև dao при < ----7֊֊^
k * 0 nV). / . VS

ժ

Faida'fl = 0 При > где mc: ՚
hv>c

me* Формула

Клейна — Нпшины в переменных Հ, х' имеет вид:

Здесь 0'֊֊ угол между падающим и рассеянным псевдоквантом. 
Число рассеянных псендоквантов есть

<Ь- F^dx^P = г° ^—*'*1  Զ -'-sin^'V-sin'/dO' 
“Ра he օՀ \ х' од / хо

Чтобы получить поперечник для углового распределения юр- 
ОЗИЫХ квантов, нужно преобразовать эту формулу в лабораторную 
стему и проинтегрировать по параметрам столкновения. Вводя обоз- 
ченне для угла 0 между направлением излучения и первоначальным 

тпсаправлением движения х — . получим
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da = 4 r’Z= * л Й + Е2 —---- xax .,—-—13/ v Այ _ , I--
4x*E

ёГГТ?
2 log k-Ջ

WC“lr>

_շ
2 log kl37Z՜ ;<

(26)

где k~ 1.
Если мы ту же задачу рассмотрим с помощью переменных 

к։. к,, к3 и за максимальное значение параметра | к? 4֊ к3 возьмем такое.

что для него . Аук’з+кЬ .log------  ------ = 1, то придем к следующей фор-/W mjn 
муле:

. r^Z։ сЬda = 4 — xdx13/ V
| ЕоЧе-֊ 
[(14-xTE'i

4х=Е
Eft(l -г х2)’ I 1о§ (1 Lx=)hvmc2

R։ 2Е0Е

Член "g^ /։՝»тс’, стоящий под логарифмом, есть минимальный

импульс, передаваемый ядру при излучении фотона х. Точность фор֊ 
мулы (271 составляет несколько процентов.

§ 6. Рождение электронно-позитронных пар

Исходя из предыдущих параграфов, можно получить приближен­
ные формулы, описывающие процессы рождения электронно-позитрон­
ных пар, а также угловое их распределение. Дело в том. что фор­
мулу (И) (а также соответствующую формулу с учетом экранирую­
щего действии электронов) можно рассматривать как некоторое при­
ближение к точной квантомехаппческой формуле: три независимые 
переменные к,, к2, к3 соответствуют трем угловым переменным в из­
вестной формуле Бете — Гайтлера. Учитывая эту аналогию, формулы 
для рождения пар можно просто получить, умножив поперечник (И)

EldE+ ,, _
на величину ^|7^՜։1՜(Նյ’ гдс • н С001 ветственно՛ энергия пози­
трона и электрона. Тогда вместо (11) мы получим
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В последней формуле мы учли также экранировку. Интегриро­
вание по к проводится в тех же пределах, что и при выводе фор­
муя (13) и (16). Если мы учтем, что

=’+֊(' «)֊֊
О

E J -ь Е*

* Здесь е—основание натуральных логарифмов.

2 Е +
3 Е_

в проинтегрируем по к, то получим полный поперечник рождения 
пары электрон-позитрон квантом с энергией fv> и энергией позитрона 
в интервале Е+; Е 4- <1Е. .

do =■- -1 Zv6 Е+Е_ dF 
137 (Л*) 8

2Е.Е_ 1 IE.
շ. . I-2 I Ei I Og f^mc1 > 9 E
3 ' E֊ E+ 1 log 137Z"T 4- ™

(29)

(29Ն

Параметр обрезания мы брали упрощенный, равный log — ֊ log — ; 
л X

R 
экранировку брали такую, что ՜՜ = 137/ •*.  поэтому и формулы (29), 

(29։) имеют точность несколько процентов.
Если формулу (28) мы проинтегрируем по к2 и ка, а к, выразим 

через угол между квантом и электроном, то получим поперечник 
Л гпс* рождения электрона в направлении, составляющем угол 0 = л—— 

Е 
с первоначальным направлением фотона. Формула имеет следующий 
вид:

№ <1Е., Ei
<Խ“8 137 (Е 4-E_)3'vdx /

Е; -I- Е:.
(1х2)=Ел

4х2Е+
Е (l-f-.v2)՛*

2Е+Е_ 1
°" (14-xs)/։wic5՜ + 2

-- Ilog 137Z *֊֊  
Հ>

(30)

(30‘)

Формулы (29), (29։), (30) и (30*),  а также (27), могут быть ис­
пользованы для практических расчетов,в которых нс требуется боль­
шой точности.

В заключение я хотел оы поблагодари ь Е. Л. Фейнберга за об­
суждение вопросов, затронутых в работе.

Институт физики АН Армянской ССР Поступило 13 XI 1955
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И*.  I,. $Ьр—IFftpuijbjjiuG

FUhUlTb ՊԱՐԱՄեՏՐՆԵՐհ ՄեԹՈԴՒ ՄԱՍՒՆ

Ա ir փ ո փ n ւ« IT

1Լ*իէաւո  tn թյ ill'll մ I; 9 ւորւ/ած / րաիէման սլա ր ա մ li tn րնե ր ի մե թ մաթհ֊ 
ifuiin ի կա կան նոր մ Л կն ա ft ան nt թ յո ւ.ն : U՝J<j նոր մեթոդի Օդնոէթյամր 
nt.it net f'inn it ի րւիոծ են Էլեկտրււնի կ ու / "՛է։ յան ու. </ ական կենտրոնի վլէա արգե­
լակման ճաոագայթման երևույթի ղան ադ ան \արւյևրր: 1՝ացի այղ , ասաց֊ 
վաձ Է էլեկտրոն-ւղողիւօրոն ղույդերի ծնման կէիէիեկա ի ։/ րսյ՚ւէական 
կարւքածյւի րանաձեր։ ՝!'նն ա yi/y^u» ծ Է նաե ւիորր կներգիսւյի րէք ան ա"ւ> ե ր ի 
ճ ու ո ա գ ա յ թ մ ա՛հ հ ո ւ ր՚ք ը ։
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