
հԱՅԿԱԿԱ), Ս11Ռ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ II А У к А Р м я н с к о и с < 

l|ig.-diup., pG. և տԼխՏ. qjiuinip. IX. № 5, 1956 Физ.мат., естеста. и техн- пауки

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

О. М. Сапонджяи

Изгиб защемленной пластинки под действием нагрузки, 
равномерно распределенной по площади круга

В работе решена, методом Мусхелшпвили [1], задача об изгибе 
защемленной топкой пластинки при действии нагрузки, равномерно 
распределенной по площади круга, н предположении, что область 
пластинки конформно отображается на область единичного круга с 
помощью полинома. Решение представлено в виде степенных рядов 
по степеням комплексной координаты единичного круга. В случае, 
когда начало координат совпадает с центром нагруженного круга, а 
также в случае действия в произвольной точке сосредоточенной силы, 
указанные ряды превращаю ся в полиномы, степени которых нс выше 
степени полинома отображающей функции.

§ 1. Общее выражение прогиба при действии нагрузки, равномерно 
распределенной но площади круга

Этот случай нагружения рассмотрел Гершгорин [2], полагая из
вестным решение при действии сосредоточенной силы. Такой же 
прием применил Лурье [3]. Задачи об изгибе пластинки при действии 
указанной нагрузки можно решить нс используя решения для слу
чая действия сосредоточенно]՛, силы. Эю сделано в работах [4. 5, 6]. 
Для решения задачи, рассматриваемой в настоящей работе, последний 
способ более эффективен.

При действии на пластинку нагрузки. равномернЪ распределен
ной по площади круга радиусом г0 и с центром в точке х0, у„ 
(см. фигуру) прогиб, согласно [4], представляется в виде:
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где Г) — жесткость, Р— равнодействующая нагрузки, Ф0(х, у)—би- 
гармоническая функция, регулярная ио всей области пластинки,

F = /(х —х0)Ч (у—у0)2

Формулу (1.2) напишем в следующем виде:

W֊=^(r=+v)G + SD(r2+f)('nr֊G);<,>»
где G(x, у; х0, у0) функция Грина.

Так как гармоническая функция inr — G регулярна во всей 
области пластинки, то бигармоническая функция

Р / г2 \Ф = ֊ — ( гЧ -°- ) (Inr — G) 4- Ф„
8֊1Л 2 ) 0

также будет регулярной в той же области. В силу этого формулы 
(1.1) и (1.2) могут быть представлены в следующем виде, удобном 
для применений:

р , г2 \ ~
R гЧ^- Ь + Ф (1.4)

о”’-/ \ Հ /

Заметим, что если в (1.4) принять Р = const, г0— 0, получим из
вестное выражение для прогиба при действии в точке х0, у0 сосре
доточенной силы Р [7]

Для того, чтобы придать явный вид функции Грина, конформно 
отобразим с помощью функции

л = <и(С), при <՚>(0) — 0 (1.6)

область единичного круга плоскости комплексною переменного 
- = ре'֊! н область пластинки на плоскости z = x-i-jy. Тогда функция 
Грина прсдаавляется формулой [8|

G-1/п —(17) 
2 (l-y)d-V)

где 7, -точка в области единичного круга, соответствующая центру 
нагруженного круга, а 1 = ре՜'9. Внеся (1.7) в (1.4). имея в виду при 
этом, что

г8= (2 — z0)(z — zo) = l«G) — - ա(Հ)]
Փ - z?0(z) -• z?0(z) Zu(z) + Хоб)
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= ш(С)?(С) ч- *(:)?£) ч- ZC) 4-zC) (i .8)
где

z = .x —iy. Zo-Xo-iy. 

получаем

wiQ-rrK !l։nP ՜ t0QIH') — ՝•>(;„)] ֊

Л I |n joK* -Վ փ ՜
2 1

4-.n(;)?(;}-.-zrj4-zC) (I.»)

Аналитические функции ?(□ и /(С) определяются из контурных усло
вий пластинки.

§ 2. СлучаЛ защемленной пластинки

Для этого случая контурные условия будут [6J

w_0. ֊"=0 (2.1)
ծ?.

причем первое из них необходимо для определения только одного 
постоянного параметра. Примем, что область нагруженного круга це
ликом принадлежит области пластинки. Тогда контурным условиям 
должен удовлетворить прогиб w։. Поэтому в (2.1) надо внести выра
жение (1.9). Предварительно найдем производное этого выражения по z:

F:<hVjt _ * ժաւ __ Р I (1 — — “>(><>)]խ(Չ — »>(Հօ))
dz ա(-:) ժ: 16НЯ տՈւ:_Հսւ_Հ.)

I +խ(Չ֊ -՛■ . ■ ՜ ր;ս ֊:-՝յ-------- I

(1 (1-Հ-.) .»с.)Г. ֊Լ>|1֊"> 1

(2.2)

где p* Vo. а штрихами обозначены производные. Обозначим значе
ние на Окружности единичного круга через t (է с՛’). Тогда, внеся 
U.9) и (2.2) в (2.1) н имея в виду, что на контуре функция Грина 
обращается в нуль, получаем следующие контурные условия для за- 
Щемленной пластинки, при действии нагрузки, равномерно распреде. 
ленной по площади круга:

"’(֊ ) 'f(t) 4- «(t)? (՛ у + t)=u (2.3)
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РО - & 
I6-D

Р(1-рь)г; 
32frD (2.4)

Очевидно, что взамен уравнения (2.4) можно использовать также его 
сопряженное, которое имеет следующий вид:

(2.5)

Мусхелшивмлн показа.: [)|, ч:о условия (2.5) или (2.4) вполне 
определяет функции «О и /('.), если, в случае конечной области, 
учитывать также условия определенности функции ?(С):

?(0) = 0. լ<0)
<о(0)

(2.6)— 0

Имея в виду сложность выражения правой части уравнения (2.5). 
мы несколько видоизменяем способ определения функции ?(’), пред
ложенный Мусхелншвплн. Вместо того, чтобы умножить обе части 
(2.5) на

1 dt
2zi է Հ

мы умножим на
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как у Мусхелншвили, интегрируем результат по окружности (?) 
единичного круга. Имея в виду при этом, что

Из этого уравнения мы должны определить функции ?(С). После 

?гого легко можно определить функцию /(C). Для этого умножаем 
обе части уравнения (2.4) на

чаем

х(9

IX. № 5-5
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О: сюда оп редел нем

(2.8)

(2.9)

причем, согласно условию определенности функции հ(հ) Im|/(0)] = 0, 
b0 будет действительным числом. Имей в виду это и внеся (2.9) в 
условие (2.3), получаем

լ 
t

4 • ^ <;)<!?+2ь„= о (2.Ю)
О

Функции աՀհ), գ(Լ) и x(Q регулярны в области единичного круга, по
этому их можно представить в виде степенных рядов

4Q = V Ck'k 
Լ
X

?(’,) = Vak'?

(2.H)1

о

Внеся значения этих функции в условие (2.10) и приравнивая 
сумму постоянных слагаемых нулю, получим для 1>0

т.
ьо=-----— У (c.flk -Ь ckak) (2.12)

■ I

Тогда, согласно (2.9), будем иметь
с ■ и‘

x(Q = j z (С)<К — ֊Ճ (Ckak + Ckak) (2.13.)
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Таким образом, если бы мы смогли из уравнения (2.7) оиреде 
вить функцию «(■»)♦ ю этим задача была бы полностью решена.

§3. Определение функции տւ՚Հ) и в случае пластинки, область 
которой отображается па круг при помощи полинома

Пусть область пластинки отображае ся на область единичного 
круга с помощью полинома

где функции $х, 05 и Ф3 голоморфны вне единичного круга и обра- 
щаются в нуль в бесконечности, а

,,, — \ л Гт—k —1 р-к— «_յ СтЧ 
m-k-t-l

Внеся (3 2), (3 3) и (3.4) в (2.7) и имея в виду, что
В JL Со ('±՝|_^_=о, к- ւ,շ, з 

2ziJ “ \ t / t-;
7

1 -У-и»
I _  ' ' *1 •’0՝ х-о

получаем 
® п п I U — X

. Ճ ; LkckUk+A )Cx-h ճ I Ճ кскц.ак jcx = 
, Х-0 ' к-1 • А-0 ' к-1 >

(3.5)
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—՜ ՜ - _ ՜ ՜ *՜ - —ւ֊՜ _ — _ .

Л— I Ո- I
P(1 V / V ֊ — — । -и ։4к|ц-к

|6՜ռ . о 4-х

32-0 >

Отсюда, сравнивая коэффициенты при <?՛. получаем 
Ո п—А п—I
V кСкЗк ֊х֊| \кск+хак= -Ц^~- X Нкйк-л-
к-1 к-1 16г Г) к-А

Рг'֊ - 
֊3kDCi֊ Հ = ս1....... (П-։’

II
\ч ֊ Рга -
_кадк >.=n,p+i,...

Решение бесконечной системы уравнений (3.7) ищем в виде

ак= Сч$, к«=п-Н. п 4-2,...

где С постоянное число.
Внеся (3.8) в (3.7). определяем С 

с==Р£? 

32тг1>,(> го (՚,0)

Тогда (3.8) даст
Рг^к“'

ак=------ ։ к = п И, ո-Ւ 2....
32^0 7>(Հ)

(3.6)՛

(3.7)

(3.8Ւ

(3.9)

Пользуясь формулой (3.9), мы можем значительно упростить систему 
уравнении (3.6). Для этого первую сумму левой части уравнения 
(3.6) преобразуем так:

II U--Z. и
У кСкОк.гл— У кскак..,4- VkCkak+t
к-1 к-1 k-u-X+J

Х = 0, I,.... (п - ))
Но, согласно (3.9)

(3.10Ն

Mkckak,x=------ Pf -'ձ ykCk-j

k-n->.֊։ 32ixDio(Z։>) k-n-x+i

Л = 1. 2....... (n - 1)
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Поэтому из (3.10) получим

П П—X , п
£kckak+x= V кскЭк+л--------Г° է • УксЙ
к-1 k-l 32itDi0 (Հ) к~п֊л+1

этот результат в (3.6), получаем систему уравнений с неиз
вестными а։, а«....... ап.

ո-X
У* к(СкЗк ,
к- I

с,л) = _ у „к.֊ 
16~D

-LrS 1 
32-D

II 
^kckV 1
к-П-Х i I

1

H>G{>)

(3.11)

/.--О, 1......... (n- 1)

\ этим уравнениям надо присоединить второе условие 
рое согласно (2.11) и (3.1) приводится к уравнению

из (2.6), кото-

с1а1 = с,а։

Таким образом, для определения а։, а2,.... з։։ имеем уравнения 
;з.!1) л (3.12). Первое уравнение из (3.11) и уравнение (3.12) являются 
хействителышмм уравнениями, а остальные комплексными. Поэтому 
число действительных уравнении я (3.11) и (3.12) составляет : п. Эти 
уравнения содержат 2п действительных неизвестных як. ни (к=1,2,--., п), 
где o«-:-i3k=ak. Если уравнения (3.11) к (3.12) имеют решение, го из них 
находим эк (к = 1, 2,..., nl. Остальные же коэффициенты an+i, ап+2,... 
находим из реккуреитион формулы (3.9). Э;им полностью опрело- 
лнегся функция ©G).

Выведем теперь формулу для функции /(Q. полагая известными 
коэффициенты ак. Согласно (2.11) и (3.1) имеем

<0 У( УкСк-х-.|ак
.• и к Х+2

Внеся эти результаты л (3.4) в (2.8), получаем
ո 2 ո - 1

Р(1 -йг) V ( \ Pr2' 11 1u~o 1 
32rDl ՀՀ.

л-о ' k«x+J
!Դ’Դ-).-յ -

n-2

16nD
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Подставляя это выражение к (2.13). определяем /(Q:
Н—I и—1

* п-р.4-2 п-1 и
Ճ ( I^֊.xak U - V (

Х-Г к-Х+1 ' ' X-1'k-X+l ' Л

п
- ֊Ճ (Ck-ak-r СиЗц) 

I

63.13)

Заметим, что при использовании способа МусХелишвили без указан
ного выше изменения вместо уравнений (3.11) и (3.9) получились бы 
уравнения

п-М-1
а> Ч- ^кахЬк- 

k 1

И1 -քՀ) Л. Рг- Հ֊1
16^Е> ՜ ' 32֊Г) -г-ч

ЮК Уф/

(3.1 Г)

X — 1, 2,.... п

Рг-
32rD 

юЬо/
X = 11 4- 1, л ֊I 2,...

Коэффициенты Ьк и Ак определяются последовательными подстанов
ками из следующих уравнений:

п-Х+1

^kckbk+x-i =с..
к-1

Л = 1, 2,.... п

п-Х+1 п—1
^1<Ск?\к । I = \|’-к’Ч<-Х 1.

к-1 к-Х֊|

Х« 1, 2...... п

Таким образом, для решения (3.1 Г) необходимо предварительно 
определить коэффициенты Ьк и Аи, что н значительной мере услож
няет вычисления при определении коэффициентов из (3.11') по 
сравнению с вычислениями, необходимыми при определении тех же 
коэффициентов из (3.11).

§ 4. Случай, когда начало координат совпадает с центром 
нагруженного круга

В частных случаях совмещение начала координат с центром на
груженного круга может привести к значительному упрощению вы
числений.
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I Для этого случая имеем 

Ч = А» = °. ՛-<>= Հ= 9 (4-1)

Функция Грина, согласно (1-7), принимает значение

G — — 1ո<Լ — Inp (4.2)
s? vi x

Внеся (4.2) и (J.3) и (1.9, получаем: 
для замкнутой области нагруженного круга

ЛН 7)|ч֊Г+Ф (4.3)
4 | 8r.D \ 2 / &

доя замкнутой не нагруженной области пластинки

w. = —-— ( г5 •• — Նոյ 4- Ф (4.4)
1 8sD 1 2 ./

где г расстояние произвольной точки пластинки от начала координат, 
а Ф определяется согласно (1.8).

Приняв в (3.9) ՜,0= 0, получим

йк= 0, k ~ п 4՜ 1 • п 4՜ ... (4.5)

едовательно, функция ?(Ն представляется полиномом
11

Коэффициенты ак определяются по уравнениям (3.11) и (3.12). кото
рые при = Сп= 0 принимают вид

I yk(ctOk--cAl------ J֊VW֊, (4.6)

К-1 к-1
n-i п
Ук(скЗк.>4-сь .«Ն) = — —-VcuCk-i (4.7)

lb~D

I. 1. 2...... (n - I)

с,зг-с։а,
Имея и виду (4.1). из (3.13) получаем

и—I п—։
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tt— 1 II
՜՜ Ճ ( VkCk-хЗк 'j -у-----

х-t к-х-ц

п -1 о п
— Տ ( ^кс“ 5к֊х )  --------- Հ Ճ f кЭк+СкЭк) (4.8)

1- ։ ' к-1+I ' ՝ I

Таким образом, функция х(С) пре,вставляется также полиномом.
Определим значение прогиба в центре нагруженного круга. Имея 

в виду, что

in_L = lin^M
Р 2 СС 

получаем

(>п— )=֊|пс,с, (4.9)
\ р ' Հ

Г-0
0-0

Приняв в (4.3) г ֊֊ О, р —0 и учитывая (1.8), (4.6), (4.8) и (4.9), нахо
дим значение прогиба п центре нагруженного круга

Рг2 / г2 \ Д -
wo(O. 0) = тЛ; 2 1п4—5 I-У (адк+сл.) (4.10) 

64-0 \ c։Cj ! ~

В качестве примера рассмотрим задачу об изгибе защемленной 
по контуру эллиптической пластинки при действии нагрузки- равно
мерно распределенной ко площади круга, центр которою совпадает с 
центром эллипса. Совместим оси х, у с главными диагоналями эллипса 
и примем отношения полуосей а:Ь - |/5:3, Тогда внутренняя область 
эллипса приближенно отображается на обласю единичного круга с 
помощью полинома [8]

z = <o(Q = С(С + 0,12? ч-0,03? + 0,01?) (4.11)
г. ю.

где С — — Ь
9

Внеся значения коэффициентов отображающей функции (4.1) в (4.7), 
получаем четыре уравнения с неизвестными а,, а3, а? и а7. Решая эти 
уравнения, получаем

а, -=д( 1,912929 С 4-1,041860 )

а3-Л I 0.218177С—0.104096 7)

а- = А I 0.052561 С ֊0,024383 Г" (
\ С/
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/ г®\а- = А( 0,020571 С-0,010419— 1
\ С)

Ртде А=-
64-D

Таким образом.

?(Q = ат; + а3? 4- а5? 4- а

Из (4.8) получаем
х(>) Ьо 4 Ь/? -}- by? Ьб?

где

а
•0 = - Л (1,970895 С2 1.028533 г*) 

а 
1>з — 2А ^С2к-|С>к-|—0(с^ « տշ՚<4-ւ-ր Сак. j а?я i)

2
Ь| = Л Ус::к--։С2к-гЗ

1

2

I՜ ՜՜ '^ИС-'«с 1 <*ук+з4՜ Czx-Յ Ձշէ 1)

Հ f
Ь,; = —C,C7 — -;֊(C։a: 4-C73։) 

3 ծ
Таким образом, задача решена. Внеся значение коэффициентов

Ск и ак в (4.10), найдем значение прогиба и центре нагруженного 
круга:

w։(0. ()) = -— ( 1,21660Ь*֊0,8+110г;֊г51п—) (4.12)
16՜Օ\ - г„/

Приняв в (4.12) г0— 0, получаем значение прогиба в центре эллипти
ческой пластинки при действии в той же точке, силы Р

РЬ2w0(0, 0)= 1,21660 յ-— 
!6е1)

Точное решение [6] показывает, что погрешность найденного значения 
гиба менее чем 0,4"Հ.

§5. Случай действии сосредоточенной силы

Внеся (1.7) и (1.8) в (1-5). по учаем выражение прогиба пла
нки при действии в точке хп, у1( сосредоточенной силы Р:

w = ֊-rJu>r-> -“WIM’)- “QI +16-d (1 -ч')

4- <։|(Ն?(-) <'‘('),т(’) ~ 7.0 -г ZG) I ;.!՝
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В случае защемленной пластинки, когда ее область отображается 
на единичный круг с помощью полинома (3.1). функции <?(֊> и z(Q опре
деляются по результатам § 3. если принять в них г„= 0. Тогда из 
(3.8) получаем

Як 0, при к — п 4՜ 1, п -|- 2.... (5.2)
Следовательно, <р(ч) представляется полиномом

п

¥('.) Хак՛? (5.3)
к-։

Коэффициенты ак при к 1. 2,..., и определяем по уравнения^ (3.11) 
и (3.12), приняв в них г0—0:

п <?. к-1

У к(Скйк. > 4- Clt+Л ак) - —— —VtxjjUj։
lbw к-1 к-л

А = 0, 1...... (П- 1) (5.4)

с։а,= с։а, 

причем |ч согласно (3.5).
Далее, полагая в (3.13) րԱ= 0 и имея в виду (5.2), получаем для 

функции х( ՝)
и- ։ п- )

х-1 ՝ к-.х '

Таким образом, в случае действия сосредоточенной силы функции 
т(Д и շ(Լ) представляются полиномами. Когда, начало координат сов
падает с точкой приложения сосредоточенной силы, г. е. когда г0 ֊ ()• 
из (3.5) получаем

Ск-|
н благодаря этому, ’> частных случаях, вычисления в значительной 
мере упрощаются.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Поступило 2 XII 1955



Изгиб защемленной пластинки под действием шнрузкл 75

О. U‘« Uunqnfiyjuifi

ԱՄՐԱԿՑՎ-ԱԾ ՊԼԱՍՏՒՆԿԱՅհ ԾՌՈՒՄԸ ՇՐՋԱՆՒ ՄԱԿեՐեՍՒ ՎՐԱ 
ՃԱՎԱՍԱՐԱՋԱՓ ԲԱՑՎԱԾ ԲեՌՒ ԱԶԴևՑՈհԹՅԱՆ ԴեՊՔՈհԱ

Ա 1Г Փ П Փ Ո !• 1Г

Հոդված ու մ (Tnւ ոի>ե/իչվիլա մեթոդով ք ածված է եդրտդծ ով uni ֊ 

րակցվբյծ բարակ էդրռստինկայի ծ ոման 1'1'1' արտարին րեոր
■inttf Шиш րաչավէ րա՝իէված Լ պլաստինկայի ՜. ի մՀրե ր ի Ц մեկի մ ակերեսի tl ի 
մասի վրա, որն իրենիէք ներկայացնում Լ շր՚էանէ Խնդիրր լուծված Լ այն 
ենթադրոլթ յամր, и ր ոլլա “ ինկա յի մ իք ին հարթ nt թ յան տ իր ո ւ յ թ ր կոն֊ 
ֆէէրմորեն արտապատկերվում է միավոր որքանի ւոիրո» յթի վրա պոլինոմ ի 
^(•fttgiii/t Խնդրի լուծ nt /Г ր ներկայացված I. ա սա իՀ ա՛հա յին չ,,,ր.րերի մի- 
[•''/ււվւ ււրոնբ դառավ որվռրծ են րռտ միավոր շրքանի կաք պլ է. րո կոորւլ ինա- 
Աէի աոսւիճուն՚հե ր ի: ե ր ր կո որ if [էնա էոնհ ր [l ո1բյրնակեաբ համ ա աե դվ nt մ /, 
րհոնսքվորվսէծ շրդանի կեն ա ր ոն ի հէ,ա, նաև ույն դես[,րու.ւք, երր ո/[nt ո trt [t'h- 

^այ1' կամայակա՚/ւ կեէոոէմ կիրառված Լ կե՚հա րէՀհ ա րյած ա <1, վև ր ոհ իշբո / 
'“•['բերր վուխարինվ ոլմ ե՛ն ւդո/ին ո մնե րո վ :
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