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МАТЕМАТИКА

А. Е. Аветисян

К теории обобщенных интегральных преобразований 
функций многих переменных

Введение

В работе М. М. Джрбашяна [II была построена теория прямых 
_ յ 

н обратных интегральных преобразований с ядрами вида е լ и 
B,(z: յւ) в классе U, где E?(z; р) целая функция, определяемая рядом 
Тейлора вида

л Ո
E>(z; V Z-֊zr 0<|1< I оо)

Используя поведение таких преобразований н комплексной области, 
нм был построен интегральный аппарат, являющимся естественным 
•обобщением интеграла Фурье, для представления функций, принад­
лежащих к классу U на произвольной конечной сис։еме лучей, ис­
ходящих из начала координат. Полученный аппарат позволил дока­
зать, что для произвольной конечной системы лучей {L;, исходящих 
из одной точки комплексно;! плоскости, можно построить целые функ-

1
цин нормального типа и определенного порядка р > շ , сходящиеся 

в среднем к заданной функции, принадлежащей к классу Լ. на (Լ;.
В вышеуказанной работе, н частности, были доказаны следующие 

предложения.
Теорема 1. Пусть ' <" р .-,-4-— • Для. любой

ձ ' ֊ ?

функции «(у) н:< класса g(y)y‘l 1 CL2(0, ;-о.) формула

f \х)« —! е -."^(yjy^'dy 
j շ-р dxj Д [у 3

определяет почти всюду функции \ *(х) и I՛' '(х), принадлежащие 
к классу L2(0. -т- ). Двойственная формула
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__ ц) «
, . р-| I 2 d / >/₽ j.'p 2?

е(У?У е йуУ )ЕяГ У е :|‘+
О

i —(]—ս) —i~—
. , \ *--։/->, ч. I . 2 d Н Г / ։/₽ ։,р 2?+ ljx I (x)dx +е ^y|EJx у е ; ц4- 

0

-J-ljx11 ։f(T)(x)dx

также имеет место почти всюду на (0, со), при этом имеет 
место формула Парсеваля:

v> а> сл
pg(y) lsy2? *‘dy = ppfln(x) pdx-f- p^|։f_)(x) I’dx

5 и о

Георема 2. Для любой функции ifxjCL-^O, I֊ со) формула

սւ , (»-։ й (У) У

где р > я < [л < — -։------ , определяет почти всюду на (0. + «>)•
ձ ձ Հ Ci

функции g( ՜}(y)y'՜1. принадлежащие к классу L2(0,’Ч-«>). Двой­
ственная формула

f(x) = ]/2zp Iе dxj — iy
՝ о

(+Ь \ *՜Կ • g (у)у dy ч-

։ ® հ..
с 2 d Гс ~1 

dx I iv
о

g (у)у dy

тоже имеет место почти всюду на (0. -}-со); кроме того, суще­
ствуют постоянные Л\,>0 и հ\շ^>0, не зависящие от в.( '(у) и f(x),. 
такие> что

<К. ՀքԼ,
խ|րՆ՛) '*у*"’<1у м, р f(x)№ 

О 0
U 

V, V1 ՀՀ.
jlf(x)|։dx<sM2 jlg("(y)l։ya"’dy+ ре'ЛуНУ^У 

о о и f
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Теорема 3. Для любой функции g(y) из класса
g(y)У“ ‘сЦ(0. + *). и 4՜<^< Т +

имеет место предельное соотношение

-i2L(!-и) . ‘ Հ 1~
hm |g(y) е =- h? х у е ; р. х I (х)<1х—

J I 2Ч> J \ /
« о

и)
— е

1,'р
У е

2р
jl X I (x)dxpy <1у = 0

У** i
где, как и в теореме /,

£«У_
_и -ё(у)уи'‘<1у։ (х) =—==- т~ | — | 2irp dxj

о

Теорема 4. Пусть о > -Jr и
Հ* 

извольная функция из класса

1 . շ-Օ 1 , 1 с . Հ
4֊ Если gl(y) про-2

Vj

^g։(y)fy2;։?"₽'Idy <-t- 

if
то функции

» (X) =
?e±ixy?—1

-------гт-81(У)У՛' ՜ аУ
J ± ‘У

принадлежат к классу L2(0, +>»). Целые функции порядка ? и 
типа а>0, определяемые по формуле

-iJL(l-u) » i-L.
G,(z) = e -----=-|hJx zc ; թ x i (x)dx֊b

V^P J \ /
0

>—Հ-՚յ՜ք2-) . J! — i-~
2 1 ւ / i/p 2p \ ,-be ) p^x ze ;ji)x 1 (x)dx

II7

-сходятся s среднем к gj(y}, когда s - 4- oo в смысле
ՀՕ

h'm (lgi(y) — ^(у)|2у2;х1՜ ' О’ =0 
a-+”J

о

В случае, когда р> I, иля функций. Gfl(z) справедливо также ут­
верждение
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lim j |Ge(yef?)|2y2lip ՜ 'dy = 0 

о

При — 2”----- — •
P ' P

Обозначим через (L| совокупность лучей

և; argz==«pk(k = 1, 2. ... n), 0 = օ1<<?2< • <փո<2տ 

исходящих из начала координат. Обозначим далее

а= max |------ - -------1
t<k<n| <pk + l — <?k )

Теорема 5. Пусть ? > я и. -Լ-<Հ|ւ<Հ-1------- Լ. Для произвольной

функции F(z), определенной на |L] и удовлетворяющей условию

pFCzJpizl^-P-'dlzK + <* 

(է)
существуют целые функции G.(z) порядка р и тапа для кото­
рых

lim С| F(z) ֊ G,(z) I» I г z I = О 
J

(Կ

Целью настоящей статьи является перенесение всех вышеука­
занных результатов М. М. Джрбашяна на многомерный случай, т. е. 
на функции многих переменных. Однако, для простоты формулиро­
вок и записи, мы все эти результаты будем излагать для функций 
двух переменных.

§ 1. Вспомогательные предложения

1 . Для дальнейшего нам нужны некоторые теоремы, которые 
известны или легко следуют из теории интегралов Фурье для функ­
ций многих переменных [2,3]:

Теорема Л (Планшерсль). Если
f(xr x։)CL,(- со, -i-qo;— со, 4՜ со) т. е.

Ээ сп

j x2)]2dXj dx2<oc

—co —oo

то существует функция F(xp x2) C L2( co. ~ — co, ]- =o) такая ,,
что
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а а
х8) ~ շԼ՜ j f(u«. u2)e"Xl“' + X։"’>du1du2|idx1dx2 = О 

— а —и

причем для почти всех х։ и х2

с. 1 «2 f fe'։A-l elx’“’ —1(. .. .
= } —т------------j-—f(u„ ua)du։du։

Ziv ։/.\յ(/ճշ I I IlJj, ՏՍշ

—co — co

Справедливо также равенство 
<X> V. з .1

lim ^|f(x։, x2)—F(up ti2)e 1՝x'",_՝‘l')du1dLi։|։dxjdx2 = 0

--DC-- ОС. -* -« 

причем почти для всех х։ и х2
О'.' ОС.

f(x” Xa>=i F(1՛- “։’du֊dU։

- co - a :

Кроме того, имеет чес то равенство Персеваля

x2)pdx։dx2 х2) |2dxtdx.

Если функции Цхг х2) и g(x։, х2) принадлежат к классу 
L2(—оо, -1- =о; — со, Ч- х>), и функции F(xP х2) и G(xr х2) суть 
соответственно преобразования Фурье этих функций, то

xa)G(xr x2)dx։dx2

Применением теоремы Планшереля к функции 2zi(e’։ , е”)е' 1 '՚ и 

последующей заменой переменных легко получаются две теоремы 
Медлина.

Теорема Б (Меллин), Если функция f(xp х2) удовлетворяет 
условию 

a.
(|f(x։. х2) |2dxjdx2< » 

V V О U
то функция 

а а

J(s։, Տշ; а) = j j f(x։, x2)xj‘՜’ճշ*՜1 dxxdx4 

1 'i 
a a
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+ tk, — » <Ա< Ն 20 (k=l, 2)

в среднем сходится к некоторой функции

I(sr sJCl/ -J, jeo , joo; ~ —ioo , ճ-փ ioo 

i + i co i + i co
lim ( )f(Sp s2) —l(sp Տշ; a) pdsjds,, — 0

1— i o> ,J — i oo
Функция

J + ia 1+ia
1 Г г f(x։, x2; a) = -gM I l(s։, Sa)xi J,x2 Ms։ds, 

ia ։a

с среднем сходится к функции f(xr х2) л смысле 
оз »

lim I l|f(x։» х2) — f(xr х2; a)|։dxldxs = O
а -* е® I

О о

кроме того, имеет место равенство Парсеваля

Теорема 13 (Меллин). Исли
СО Со ՀՕ 00

х>) j"dx։dx_. <•« и jlg(x։. x?)i2dx։dxa<C •+-■»

0 0 (JO

то имеет место равенство

I i+ix i + ioc
j р'(х։, x2)g(x։, x2)dx։dx3 = l(s։, Se)G(l— s։, l—s^ds,

0 *° J—ix> J2-i»

где I(s|։ s2) и G(sr s^) — трансформации Меллина функций i и g в 
смысле теоремы Б.

2 . Приводим некоторые вспомогательные леммы, которые яв­
ляются простыми следствиями соответствующих лемм работы М. М. 
Джрбашяна [1].

Пусть

Ef(z; (р>2-. ^>о)

и—О

целая функция Мнттаг - Лефлера, имеющая порядок р и тип I.
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Обозначим

Efl(x։; jij) E^(x։; щ) «=Ег։?,(х։. х։; |4։, |h) (1.1)

при х։>0 и хг>0. Обозначим также

Срл(х։. х«: »»• = EjdJx’re *. х] 'е”‘; |х։4-1, -Ь 1 )х?։х£' П.2)

Лемма I. Если Гч > 4֊ и 4-<ри 4 - ՝֊ (k 1, 2), ю при 
Ճ - - рц

тг < 2п — (к = 1. 2)
-Ри xph

^;01+Л) п.3)
X։.\j

Ленма >. Если ?> -• 4֊' 4՜ <'“ < Т + < 4>Т С ’k ' 2՞ ՜ 

— 4֊-։ sk = -.г + »և. ՜ ® < և < ֊ր » (k«J։2).
^Pk ճ

TO
X X

^Л|р»^г Ss‘. а>« **) _ i i 1*f.pXxi» xt« ai« *շ) *, ։ «,
' (I -Ml-S,) J J X։X։ Xl Хз

о 0

'(1ххЛх3 —

_____4~*P|P* 
Րէշ֊^յրրշ֊^ (1.4)

ւ| "Г —?«’։ք֊5«+^“|)| *|4՜~f»aHSs-r^։—1)| 

e _________________ С _________________
I , _ ^֊^?։(ն~.“ւ-յ)! I 2«?։(Sr+H*-0|

причем в случае, когда р։ « -Է՜ 1или р.=—. интегралы понимаются 
Հ»

в смысле сходимости в среднем / 1 1 , . 1на 1 — — 1 эс, Н»; -у-----։<* ,

I . • 
у+ i=o).

Лемма 3. Если Pk > — (k=J, 2). то для всех յա из

г « 1
—, շ-_ (Լ | 2) существует такое число М, что
/Рк 2pk |

им.(4г+ «Գ 4՜ + »!,: ’s) <М (1.5)

(— « <tk< -Н ». к = I, 2)

Обозначим

ii;.;(x,.xt) _ с;|*՛—1 с1"-—1 

Х»х, ՜ ±ix։ ±ixt
(16)
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Обозначим далее

п;:>д, S..)

(1 S։)(l-s2)
о ։>

\շ՜ ’ilx։flx2

1 * ն 
(l-sJO֊^ (1.7)

Из лемм 13 и 14 работы [Г] легко получаются следую­
щие тождества, которым удовлетворяют преобразованию Меллина 
lW<։. ՏՀ, «յ. 2։) и U[^(Sj.s։j функций е?1РХх։, х։; я„ а։) и h£J(x։,Xa) 

Обозначим

> -|֊(—2+Р1 + Нг) ։-^-(Н։-Нг)

е =^յ» е = Сз.

i-£- (2— Hl — н։1 
е — С8. е =С4. (1.8)

Лемма 4. При рк > —• 4՜ < < 4՜ ՜1՜ 4? ’ когла Sk = 4“ + itk- 

— зо <և< -Ь (к — Լ 2), справедливо тождество

$֊’ 2р ’ շ^՜ I 1՜1(-)( 1 Sv 1 $ճ) 4՜

+ СЛЦ։„ s։; i. 1-8,) +

+ԳՍք1?|^տ։. s,; 2- — ^’ շյ^) I—Ss) +

+ԳՍք.փ։, s,; 2к-^-. 2s-ljH;|j(l֊s„ I-S.) = 4s։p։P։. (1.9)

Лемма -5. Пусть pk > I. -֊՜<1^<4՜ + ~ Sk = 4 : itk* ~ x < 

<tk< 4- x>(k — 1, 2). При ътпх условиях 
а) если

0^wi(<2*(l--M (к» 1,2) (1.10)
\ Pk J

то имеет место тождество

CiUp^/sj. Sf, ~֊ հ-4- o»j. 9~+—---- Ь “al 11J_J(1 —S։, 1 — Տյ)-Ւ
\ ?| -p2 Ps / ' J

4-СгиР|?։( Sj, s3; -- 4- — 4- «>։. 4- Hf”[(l—s։, I—s*) 4-
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+ԳԳ.ր,(տւ. ~ ~ ws j s,. 1—Տշ)֊ւ֊

4-C4up.P։|sl. շ7՜^՞ս>>։ %՜4‘՛և*) Mj2j0~sn տ֊’) = օ (1.H)

б) если
0 <օ>, ֊'j (1.12)

то имеет место тождество

ԳԳ.ՀՏա sy, ~ 4- V + '"и I; 'l H։(l}(l֊sn I %) 4- 
V ֊Pj Pj ճ?շ/

4-C2U?1R>(s։. sy 4֊ ֊ ֊ -f-u>։. 2r si.

4՜ Գ4=,ք ($г $з‘. 4* 0(|. շ0֊ 1 ~sr 1-Տշ) 4֊

4*C.։U?,։5,J Sp sy -a— ]՜։,,լ. 2՜ — к՜ I Hj {(1—sJ։ l եշ) » 0 (1.13)
\ ^Pi ‘‘•Ps I

н) если

0<йь^24 1 — 1 О-ll)

то имеет место тождество

ԳԳ.;,( sr s-՛; շյ՜- շ^ -է- — -4- »>2pl[ J(l—Sp J *S) 4-

I C?UP։b^Sp sy, շ֊> 9p> ՜:՜ j ^"j^—Sp 1 տ-շ) 4-

4֊ C3U?lh(s1։ s2; 2n A. 2. + ՃՃ x <J н£;< 1 -st. 1 -sa) -b

+ C,Uflf,^„։։; 2=-^-. ,֊ | Sj, l-s.) = 0 (1.15)

Наконец, из леммы 15 работы |1] получается следующая про­
стая:

Лемма 6. Функции 1Г sa) равномерно ограничены при sk- 
= 4՜ 4՜ — 00 < < 4-00 . (k = 1. 2)
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§ 2. Прямые и обратные преобразования r классе 
L8(0, се; 0, х) для функций двух переменных

1°. На основании вспомогательных предложений §1 в настоящем 
параграфе приводятся теоремы о прямых и обратных преобразованиях 
н классе Լ֊>(0, со; 0. ^>) с ядрами вида

Х։У։» Х?У*> — ’ 2рг’ — 2рЛ) 

------------------------ и---------------------------------- :-------------—
У1У_ Х1Х.:

Теорема 1. Пусть рк>4- 4-Ок <4—г (к = 1, 2). Иля 

любой функции из класса g(yJ։ y2)y'i' ' У շ* ' c 1-շ(0, «>; 0, «) фор­
мула

tr.Ct> I

о 0
(2.1) 

определяет для почти всех х։ и х. функции ’JrJCv хг), принадле­

жащие к классу L2(0, «; 0, оо ).
Д во ист вен на я формула

g(y։. у2)уГ։уГ‘ -

iJJ(x։. x2)dx։dx24-

“ “Ч х1У„ х։У։; ,է - շէԼ .
-Г О, -----------------—---------------- fj+[(x։. x2)dxxdx2 +

V •/ О U 

““еЦх.У,- хгу=; £-•
+ |----- ------------^-х-------------— ։£j(x1։ xJdXjdx.H-

• • 

^е^'х.у,. х։У։; -2֊’ ֊^)

•Ւ D։ Ц------------------—------------------f£’(x„ x,)dx,dx։ (2.2)
о о

гае Dk — — ___Ск (к 1,2, 3, 4) также имеет место для поч֊
2~| rjjp2

ти всех у։, и, уг, и, кроме того, справедливо равенство Парсеваля
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со 5с

00 Ct

Pl?2 J J 
О (I

lg(yt, у2) |*у?' 2у?’ 2dy։dy;

х2) р 4- |fc}(Xi, Х2) |2 4- |fJ_J(Xj, х2)|*\(1хДх2

1 (2.3)

Эта и последующие две. теоремы доказываются совершенно так 
же, как и соответствующие (еоремы для функций одного перемен­
ного, т. е. как теоремы 1, 5. 7 работы [1|. При этом, конечно, ис­
пользуются вспомогательные результаты для функций двух перемен­
ных, сформулированные нами в § 1. Поэтому доказательства этой и 
последующих двух теорем опускаем.

2°. В пункте 1 мы рассмотрели преобразования с ядрами 
ЬЙ(х։ур.хауг)

——— -------------Здесь мы рассмотрим обратную задачу - преооразо-
У 1Уз

вання в классе Ь(0, 4- °® ; Q, со) с ядром

е₽Цх1У1' Х-У=; ±2р՜՜)

х։х2 

Справедлива следующая теорема:
Теорема 2. Для любой функции f(xt, x2)CL2(0, -f » ; 0. 4- 00 У 

формула

в<т'։(у։. y«)yT 'yS‘ '=

j д2 I -- Цх,у„ Х.У,-, ± է

^f(x,.x2)dx1dxi(2.4}

ԺճյԺճշ
< Дх.у-р хгу2) У2)У|‘ 'у5* Jdy,dy,4-

О О

8՝ }(У»-Уз)У։* 1 Wyi4-

<v։tfya J J x։x8
1, о (I

где ри 4* < Pk <4-4-— (k = b 2) определяет почти для 
Հ ~ pk

все՝/. уյ и у2 функции ,J(yp y3)y։' 'у? ՜Հ принадлежащие к классу

ԼշքՕ, -с; 0, =о). Двойственная формула

>(х

о о
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+ ռՀ СО^у±„;_,(У1. Уг)у?. w .dyidy։.k
J J У i У1 о n

Ձ0 co (
+ D։ f Pofe ’«=! gj_;(y„ y,)yT 'y?. 'dy,dy2

«J .) ) 1Խо м
(2.5)

■ акже нмеел место почти для всех х։ и х2. Существуют постоянные 
Mt>0 и М2>0. не зависящие от функций f(x։, ха) и gJt^Vp у*), 

такие, что 
cooii &><»
(Jo-,. У»)1։У?“ ։dy։dy==bM,[[|f(x„ xs)|«dx։dx։ (2.6)

<{ о о о

И 
'Л СО СО Չ&

x։)|*dx,dx։ M,i‘[{|g‘t’(yl.y։}i։ + |g;t’(J„ у,)|։ 

О и М О

Դ lgj_;<y։, y8)|2 4-|gJ J(y։- У2)Г!|У?“| V?՛ ?dy,dy2 (2.7)

§ 3. Сходимость в среднем обобщенных интегральных 
преобразований для функций двух переменных. Приближение 

целыми функциями

В этом параграфе дополняется резулыат теоремы 1 и приводится 
основная теорема о приближении в среднем к функциям класса

I _.(0, оо; 0, *•) целыми функциями порядка р։ > •֊֊ по z։. и порядка

р,. •- — по Za. типы которых ciремятся к бесконечности . В заклю- 
А*

чснии этого параграфа приводится общая ։еорема о приближении в 
среднем к функциям, принадлежащим к классу L8 на произвольной 
системе „четверть плоскостей* целыми функциями, типы которых 
стремятся к бесконечности.

Обозначим
ej։bux։, х2; Я|.а2>- Ь1?,(х|₽1е'\ х?р4е'’'; iijJxf'xj? (3.1)

/ . Дополнение теоремы !. Справедлива
Теорема ՚3. Для любой функции g(y1։ Уа) кз класса 

„ t ill
й’Уп У-՝)}'!՛1 У՜։՜ ՜-Կ(0. л; 0,х>), если ?к > и ]ч .у- ■>

ф— (k— 1, 2), имеет место предельное соотношение
Г* к

’Определение и ннтегральнос представление целых функций двух лсремсп- 
ных, имеющих различные норпдкн и типы по отдельным переменным, даны п работе 
М. М. Джрбашяна |4j.
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Со у-

2(УиУ1)У։’

։' J(x։, x2,)dx։dx2 —

А*е?-р> Х1У։« ХаУ*’» о7 ' %՜)
1 -Pl “?2Z и .

՜ 2.),)---------------х.х^у. ^Jdx,dx։ ֊
<) о

’• ՀՀ х1Ур х։Уз՝ - 2р-’ 2^-)
- D* J J--------------- хЛу։у, ’----------- ? К x^dx'dx*

р7‘ е?1Рч х’у” ХзУа; 'շՀ 2p J
-D|. J “5ЙмуУ« ՜՜ fj^x,, x2ldx,dxJdy,<ly-֊ ՛;

Q II

(3.2)

где, как и в теореме I, функции 1Հ дх,, х3) определяются из (2.1).
2°. В этом пункте мы докажем теорему о приближении в сред­

нем к функциям класса Ц(0, оо; 0, ՜-с) целыми функциями двух ком­
плексных переменных.

Теореча 4. Пусть рк> 4՜' 4՜ < ^<4՜ ՜*՜ Դ, ’ 2Нь?к f‘k' 1 4 

(k=l, 2). Если gi(y։, y2) - произвольная функция из класса

( pgjyp У2)|2У։1У^УА’а<а9 (3.3)

о Q

то (функции

f!:;(x։. х2)

. № 1' (>հ< /х»у>»
1/ 4? Jj vFy ?

II II

&(У1< у2)у’| ՜' dy ։(iy2

(3.4)

принадлежат к классу L։(0, -о; О, эд). Целые функции поряака ?։ 
и типа а։ по г։ и порядка с2 и типа по 7.2, определяемые по 
формуле
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со со

g(y։> У։)У>'

^?еРЦх,у։, х,у2; շ֊. 2р։
J J ’чаду? 
п 0

։} j(x1։ x,,)dx,dx..

tK xjdx։dx2

P p MX‘y” x»ya; - 2pJ

D3 I j x։x2y,y2 Ом хз)(1х1дхз

շէ -g;)

J J----------------- ----------------------------- «»№,dx2 dy,dy; C
о о

(3.2)

где, как и в теореме I, функции f * ix։. х2) определяются нз (2.1).
'2'\ В этом пункте мы докажем теорему о приближении в сред­

нем к функциям класса 1.3(0, эд; 0, эд) целыми функциями двух ком­
плексных переменных.

Теорема 4. Пусть ?к >. ~ -1-<>к<4՜ + “* 2№ 1 ч-
ճ - рк

(k = I, 2). Если gj(y։, у5) — произвольная функция из класса

(3.3)

то функции

С?'(Х։. *з)

у

0֊./ № ______
I/ 4-։ Ох։Ох 2 1 

о и

р« ?»
Ш(У.. У.Ы- 1 у?'՛ <«у,<1>ч

(3.4)

принадлежат к классу 1..(0, эд; 0, эд). Целые функции порядка р։ 
и типа а։ по г։ и порядка с2 и типа по vt, определяемые по 
формуле
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G-v/Zp Z2) = 

. s j ՜
D, ^Ч.ь(х!4е 2Рг՜' *' l-\: >.. x։)dx,dx,+

I) II

Dj j‘ jE^x'>Zie^iC2A- *И; |ւ" ~ x։)iix>tixs+
о и

+■ D, j ‘^AxH-z.e. ՜'՚Հ^ *’• fp։'(x։. x.)dx։dx. +

0 '

-Ւ D, [ f£’(x։. x։)dx,dx. (3.5)
J J X| Xj
0 0

сходятся в среднем к g։(y։, y։), когда Օյ -> co , c2 > =0 я смысле

<7- »

Km \ \lgi(yp У2)-°*л(Уп y^fyi’ypdyjdy. = 0
Հ- *0 0

(3.6)

В случае, когда pk> 1 (к — 1, 2), справедливо также утверждение

(3.7-)

(3.70)

(3.7“)

(3.8)

TZ It
если а) —^«к^2--------(к= I, 2) или

рк Рк

б) - ==S='S. 5=:2z — — ?а = 0 пли 
Pl Р։

в) Т1=0

то имеет место та клее равенство

lini i 11 G,p։(y։eWl, у2е‘’։) руГу^у^уе ° О
•• « ՛3-.—ло О

Эта теорема также доказывается по метолу доказательства ана­
логичной теоремы для функций одного переменного, но заключитель­
ная часть теоремы имеет некоторые особенности. Поэтому мы дока­
жем эту теорему полностью.

Доказательство. Утверждения теоремы (3.4) п (3.6) немедлен­
но следуют из теорем 3 и 1, если положить там g(y։, Уа) ==g։(yi г‘, Уй?>) 
и учесть обозначения (1.2) и (3.1). Остается убедиться в спра­
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ведливости утверждения (3.8). когда pjj> 1 (k — I, 2). Докажем это 
сначала, когда выполняется условие (3.7а).

Обозначим
оо а.

Գն. տ«) = ( б(У1. Уз)У?‘ ‘у?“ ’у?՜' у;*՞' dyjdya (3.9) 
•V ?'

Из теоремы Б § 1 следует, что

-շ-Ч- itj) = 4 », 4-֊оо;—со, 4-ое)

а из леммы 7 § 1 следует, что и

՜շ + il2)x

XG(^֊4֊itP փ 4* >և) CLS( —օօ, 4- °օ; =0, -j- 00 )

Теперь, если обозначить
ij*J(x1։ ха; а) =

— .1
= ( I՜ I >!>■• Ss)G( ։ - s,. ։ - sjxr'-xr-d^ds, (3.10)

‘։?.T
где aR означает область интегрирования

/1.1.1 I . \
I— -«a, շ-4 ։a; -■ 1a, -- 4- la то по теореме Б § I существует 

предел в среднем

i;^(x1։x,) = l.i.ni.i{^(xj. х/, а) = 

_ 1
- j H<±>(sv VX1 —SP 1 — Ss)xr*'X2NsjdSa (3.1 i)

причем функции i! Հ\՚յ, хг) СЪ(0. со, 0, со). Покажем, что эти функ­
ции совпадают с функциями (3.4).

Из (3.10) имеем
X. х>

1՛;՜;^!. u։; a)du։dua =

и I) '

= •-^rxl’-ds.ds, (Յ.ւշ)

Но из формулы (1.7; следует, что _11 'g/ xf՜*1 X;~s* есть преоб-
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л. hj !(хл'.,хгу2) n
разевание Меллина функции u 1—Ճ- _ . Переходя к пределу

У1У։
в (3.12) при а • «о ц применяя теорему В § 1, получим

X, -V.
i Qui. Uj)dU|du2 

о о

= х!-..хГ.0(1 s„ I
(2~։)՜ J J(l-s։)(l-s2) 

Rio

Отсюда видно, что функции х2) действительно 
функциями (3.4).

Обозначим
ОО да

Տյ)^ j 'х2 ‘dxA*

О О

Но из (3.11) следует, что

(4тт'“р։ра) %)G(1 — s։. 1 s2)-

СЕ ОС
= j j f}:!(Xp X2)X|։ X2։՜ ‘dXjdx,

совпадают с

(3.13)

(3.14)

Из (3.13) и (3.14) имеем

Fji'/S,. = (4-*р։р2)- ։н;>։, Տյ)Օ(1 -s„ I 

или. что то же самое,

f£’(i -*1. 1 -sj = (4»>|₽։) Jh‘2>( 1 -s„ i -ss)G&. sj (з.։5)

Умножим, тождество (1.11) леммы 6 § 1 на G(s։, s2). .Учитывая 
(3.1 о), получим

CjUp^Sp sy»^- 4- — 4֊«>յ, F յ; 4- «»շյ^.յ(1 Տյ. I տյ) փ

4-ԳԳ.? ( sv տյ*. ~ 4 — ՜ր՜ <0»t շ7» ՜1՜ °>3) 1 Տ” 1 Տշ) +

4֊C$UW,^S։, %; շ£ + աւ» + ՜տ«' 1 ՜ Տշ) ‘
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ն. տ»; + ֊».. շ; + ^Հ>(1-Տւ» (3.16)

Разделим (3.16) на (2-։)2( 1 — sjl 1 — s2)y ?՜1 у? 1 (у։ > 0. у2>0) 
и проинтегрируем по области R«. Обозначая Си ՝... — Mk ik 1, 2, 

Լճ'֊Ա
3, 4), получим

$'-^27։+h

i о 4՜ 4 ШР о—I-----2р, Pt 1 2р» Pi 
(1-s.X l-^уГ-’уГ'

ճւ. ։֊տշխտյճտ,+

2Р;

(I ֊МП ֊МуГ'у?
—-Р]Д։ ֊-Դ 1 s2)dsxds2 4

J1—Տյ. 1

. ,L'p։. I SJ։ ------- !- <։>д.у- ф — <՛>•■ j

■£<—"»՛-՛• ՚ -“‘■‘■-°

(3.17)

Применяя теорему R § 1 к этому равенству, получим

i] ;<х։. x2)dx1dx, -•

Х|У«. КаУ*; Հ հ 4֊v>j. .у--г ՚”շ)
+ с. ֊ —-Ц—•£։----------- —---------ւ;. J(K։, +

d J Л1Л a
о о

‘р XjVj. х2у2; — и>։. 9^-Ь 4՜ ։,յշ)
4֊Գ i I--------------- ------------'֊------ ---- ----- -- -----------fj ‘!(x։. X2)dx։dx..-r

v v 
0 О

Ո°°” ew. x.y,. x։y։; t- w., Հ +»>։) 
------------------------------------------------------- xjdx,dX2=o (3.18)

» о 1 "՜

Обозначим = — ՝*'k. Из (3.1b) следует, что если — Հ. -
Pk * Pk
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< 2п—— (k = I. 2). то для почти всех у։ и уа имеет место ранен֊ 
Рь

ство

Ժ8 
б/У։;/у?

Cl

к ?;

г;е₽,Цх։у։. х,у,; ?» + “

I х։х«
C_!(xn x9)dx։dx,-b

РР epjx,y1։ х,у։; ?ւ+֊. ^՜շ"

XjX.
( ;}(Х„ x-)dx,dxa 4-

I-С

слое

Х։у։. х3у3;

х։Уг Х*У։’* ?ւ ՜շ^ 

х։х3

ч» /
— f։:J(x։, x։)dx։dx,-b

Tl 
x։xt Ох«՛ x3)dx,dxa ֊օ

(3.19).
Для любых а։>0 и з2>0 обозначим

№ Х2)֊
в прямоугольнике q < х Հ 

вне этого прямоугольника.О

Обозначим далее

Н:;(у։. №)У1‘

ժ8
гАу>у2 Х։Х.

Г ;<х|։ xjdx,dxa

p-р eF.r.( х«Уг х’>¥- т» 2?>՛ T:

о о

Ժ
"У^У/ х։х3

'ք['Հ(\,. xjdx։(lx,.

0

__ձւ
х»Х1У1У»

у: 2pJ
)d:Xidxs (3

Из теоремы 3 следует, что
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*ш(У1՛ УеМ'-’уГ *= Li m.*Fli}(y։, у2)у՜է ՜! у?' 1 <3-2D
«Ji - օ> ot— ОО

Из (3.19). (3.20) п (3.21» выводим, что

'^(с.’^СУ.. ‘У*)УТ՜ 'у$” ' +Ca*F<;»(y։. уДуГ'уГ1 4

+ C։‘F£](y։. у։)уГ'уГ1 + сгГЭДу,. уг)уГ-'уГ' [ = о

A si о значит
l.i.iii.G..,.-.(yp'e‘-",y։!>c'b) уГ-'yJ--’ = 0

о:

при — <ск<2п —. Отсюда уже утверждение теоремы в случае 
I ;iPk Pk

а) сразу получается простой заменой переменных у'Հ' —у, у1ъ- у».

Теперь, исходя из тождеств (1-13) и (1.15) леммы 5 § 1, совер­
шенно аналогично получим и утверждение теоремы в случаях б) 
н в).

3е. Пусть имеем две системы лучей, исходящих из начала ко­
ординат:

arg г, = cpk(k 1.2, ...и), 0^<?, <Հ?շ< - - - <Հ ?։։<Հ 2՜

argza « ձյ(յ — 1, 2 . • ու), 0=^0։ <փ2< • • • < ՚ձտ <2~ (3.22)

Любую пару лучей (?к, Փյ) назовем „четверть-плоскостью*.
Обозначим через (Ճ: систему всевозможных «четвсрть-плоско֊ 

стей“ из (3.22). число которых равно mn. Обозначим далее

°1 max-----------
I«:k*.n (?к 1- ?к

си = max т——— 
l'?| +1 '?j

(3.23)

Докажем общую теорему об аппроксимации целыми функциями 
двух комплексных переменных на произвольной конечной системе 
- четве рт ь-п л о с косте й “.

Теорема 5. Пусть pk > ак. -1֊< ри <4՜ ՜ր 4 pk — 1 = "k 
Հ Pk

(k=l, 2). Цля произвольной функции F(z։, za). определенной на 
(Զ) и удовлетворяющей условию

I (I F(zP z..) |։• z. f'| z2 f’d I z։! d I zsJ < oo 

^1

(3.24)

существуют целые функции G.:,(Zj, zu) порядка p։. типа no էԼ 
и порядка p2, типа ио -/.2, для которых
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■r 2«) — 0M,(zr z2) i21z, Г'|Z2f’dlz, I d I I = 0 (3.25>

Доказательство. Из условия (3.24) следует, что
се Ос

j рр(У1с''’к. У»С,г,И :2yi',y2:’dy։dy.2.<oo (к —1.2 - • n, j= 1. 2 • • «т) 

'
откуда, как в теореме 4, заключаем, что функции

fjzj(xp х«; Հ г ֊

ээ Со

и и • "

принадлежа։ к классу La(0, =о; 0. «И
Обозначим

G‘£«(z,. z») =

= D_ j’ j4.₽.(xГ-r-.e l2h ՚'Խ ‘ fe) x I 

и о

X X-.; k, j)dx։dx4 4֊

. ո ք СЕм,(Х|;%е . х2%е _5_/р_Н?) у
Հ|.) xj-^x’-'4

0 0

X f[;}(x։. x2; k, j)dxtdx34-

i-sr , lf, ife+?k! ,!։ .
, Ռ (EM։(xi4e . X2^se ; p„ p2)

I------------ »-ih
.J J X, Կ

K^[(xv x2; k, j)dx։dx2 4֊

............... . -‘(4+t^ ,, ՜'^+փ>)
. n Г ГЕ?1?/х։'%С . ХгЧе ; Ир Из) у
+ ------------------------ ւ-ժ1 ։-£

J./ х. х2

X^t}(Xj. х2; k, j)dx1dx2 (3.26)

Нетрудно проверить, что z2) есть функция порядка р։.
типа Ծյ по Zj и порядка р2. типа о2 по z2.
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В силу теоремы 4
00 -30

lim 1 1 |F(y։e‘Tk. у2еН ) G<%n(y։e'‘k, Уз^ y?y2’dy։dy2 = О 

’•’л. .)“-«О Ճ

(к = I, 2 - - . n, j= 1, 2 . . m) (3.27)

Л если

а) I? Ы >—•՛!*?! Рз

или б) |» — $к| >—• փ = Փյ

или в)

то

? = ?к -Ь1>г֊ 
?г

ос оо
lim |<^ЧЛ.”(У։с'т. y2et;')i у?y-j’dy։dya О

(к = 1. 2 • • • п. j = I, 2 . .. гл)

Отсюда, в частности, следует, что

ГУ։С’?* • У*е'У >' У у՜ dy j(Jy.> = О (3.28)

где (а. н) какая-нибудь пара чисел, отличная от пары (k, j). 
Обозначим

Н m
G:,,.(z,. М = V VG^J'fz,, z.) (3.29)

k-lj-I

тогда из (3.26), (3.27) и (3.28) будет следовать равенство
со ос

lim !р(у։с'‘к. у2е1’’) G^y/7’*. y2e’J) । yi y^dy^y, = Э

<7

(к I, 2 ... n, j — I. 2 - - - m)

что равносильно утверждению 1соремы.
В заключение благодарю моего учителя М. М. Джрбашяни за 

руководство и помощь в выполнении этой работы.

Ереванский Госуц.чрственный университет
им. В. М. Молотова Поступило 2511 1956
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l*.. է». Սևվհաիւււսւհ

ՏԱՏ ՓՈՓՈԻԱԿԱՆՆեՐՒ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՈՆԴձԱՆՐԱՅՎԱԾ 
ԻՆՏԵԳՐԱԼ ՋԵՎ-ԱՓՈԽՈԻ&ՅՈԻՆՆԵՐԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՇՈՒՐՋԸ

Ա Մ Փ II Փ Ո I' Մ

^ււղվաՀԿէւ մ րերւէււմ են շււււււ էի ո ւի if իւ ականնե ր ի .'իա Ն կչյ ի աների րնւք 
■•անրաւր/ած ինաեղրաշ ձևա ւի ո խ/ч. թ jtt լննե ր ի մ ւա> ին (Jե и րեքքեեր, որււն^
հա հ էք ի и ա հ ա մ են Մ. 1Г. .հր րաշ յան ի մի ա » իւ ա ա ո լ [J յ ա՛հ I / | ի Ни ա 
սէ !’ '1 J” լ '՚I’ ի անաքողր շաա ւի и փ и իւականն ե ր ի ՛ի ո լ.ն կ у ի ան ե ր ի հ՚սրմա^ 
‘1՝ատւ1էլու.թ յուննե րի ե ւյրաթյան պարւրււ ի1 յան ն պա աա կաք ար if յ ո ւ’հ ,րնհ (. 
շարա/յ րւքա<> հհ երկւււ ւիււ փոիաւկան ի !ի in ն կ у ի անէ, ր ի հաւքար;
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19 (1955 .

2. Тцтчмйрш I:. К. Введение в теорию нити ролов Фурье.
3. Бохнер С. л Мартан У. Т Функции многих комплексных переменных.
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