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Л. К. Капаняи

Об изгибе некоторых полых консольных стержней

§ 1. Решение задачи об изгибе с помощью аналитической функции

Рассмотрим изгиб консольного призматического стержня силой 
Р, приложенной к концу консоли и совпадающей по направлению с 
одной из главных центральных осей поперечного сечен ин.*

Решение задачи сводится к определению функции напряжений 
Ф(х,у) из дифференциально! о уравнения вида:

Ժ*Փ сЯФ _ 3 Р — (И
ժ№ ժ\>։ 1 + з 1 У dy (

где о — коэффициент Пуассона,
I момент инерции сечения относительно нейтральной оси OY, 

1(у) —произвольная функция координаты у.
функция напряжении на контуре должна удовлетворять условию: р

ԺՓ 
ժտ

Рх1

21
dy. 
ds

(2>

Компоненты касательных напряжений по осям координат будут

ԺՓ _ Р№ _ 
ау 21 ' 

у = _ ԺՓ 
<тх

(3)

(4)

целях упрощения (2) в последующем ходе решения задачи
примем:

(<У> = ֊~ (5)

ПоДставнв (5) в (I), получим

Введем обозначения:

Ру I + 2з ...
--------1 — ----------  • (6) 
ժ№ д\л I 14-е

заде (I), о которой приведено решение >той же задачи методом, предложенным 
Д. II. Шерманом.
Известия IX, № 3—3

Z
1 ճ. о- р';;=С:<7>

Тогда (6) примет вид

- ВСу. •(«>
дх- ду*

• Статья была сдана и печать, когда нам стало известно о работе К). Л. Амон»
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Решение (8) может быть представлено через комплексные пере, 
менные в виде

СП — ֊ ֊Ф=-^֊(2-^Н 'г.(Л), (9:
481

СВгде — (z —zja частное решение, a [®։(z) -Ь ?։('/.)] гармоннческа*
481

функция, являющаяся общим решением (8) без правой части.
Исследуем функцию ?дг) с точки зрения многозначности. Пред 

положим, что <?։(z) содержит и себе логарифмический член, т.е. i 
случае двусвязной области может оказаться многозначной. Допустим 
что:

?>,(?.) ? (Z) ■ A.lnz. (10

где «•*(•/,) однозначна։ функция.
Для определения величины А։ используем теорему о циркуля՛ 

ции касательного напряжения при изгибе [2]. Теорема эта выражаете} 
следу юще н формулой: 

где интеграл взят во любому замкнутому контуру L, 
Զ площадь внутри рассматриваемого контура, 
у0 — ордината центра тяжести площа, и Զ.

Так как в рассматриваемом случае из։иб не сопровождаете} 
кручением, то t 0. кроме того, начало координат совпадает с цен՛ 
тром тяжести сечения, значш и у0 — 0, тогда из (И) следует

I՛ Т.Ф = 0. (12՝

L

Из другого соотношения, приведенного также в [2]. имеем:

L I.

Учитывая, чю

Г'(У) = — ֊• у, 
получим: I

I J f'(y )d։dy--------J՜ j’ydxdy = 0. (14

Имея н виду (12) и (14). перепишем (13) в виде 

( ds = 0. 
,7 tfn
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В случае двусвязной области соотношение (15) должно иметь 
место как на внутреннем, так и на внешнем контурах сечения.

Далее.умножим обе части уравнения (2) па—ids, после чего проин
тегрируем его по всему контуру сечения и сложим полученное вы
ражение с (15); в результате имеем:

(16)

Применяя формулу Грина, преобразуем правую часть (16), после 
чего получим:

((х։ + y=)dy ֊ ]' ( 2xdxdy - 2х, '֊>.

L
Но в рассматриваемом случае центр |яжестн совпала?i с началом ко
ординат. значит х„— 0 и

((xs + y’)dy-O. (17)

’ i.

Левую часть (16) приведем к комплексному виду. Учитывая, что

ԺՓ _ пФ dz дФ dz ԺՓ , ԺՓ
Ժճ Ժ2 dx ' Ui. dx di ‘ 07.

I ey я»)
U\’ \ 07. 07. /

после некоторых преобразований в левой части (16) получим:

Л
г)Ф .ԺՓ \ . л. ք ԺՓ , .
—-1— ds = -2i -dz. (19)
ժո Ժտ 1 J dz

ւ ՜՜՜ ՝"'■■ „ I.

Подстановка (19) и (17) в (16) дает

/—dz = O. (20)
J от. 
I.

Введя в (20) выражение функции напряжений (9) в виде 
ср. - _ _ _ _

Ф = - (/.—-/.у 4- ®j*(z) 4- AJnz 4- '?/(*> - А։ Inz,
4ծւ

получим dz. 0 или 2шА։ - 0, откуда следует, что А, —0, зна-
V

чит и А։ — 0. Следовательно, функция ®։(z) есть однозначная функция. 
Контурное условие пашей задачи приведем к комплексному виду.

v ԺՓ ԺՓ dz d<Pdz „ , „ - , dz —dz
Учитывая, что -- - — — i—=.— , х- 4֊ v- — zz и dv —------------ , из

ժտ oz ds oz ds ' ‘ 2i
(2) получим
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ԺՓ , ԺՓ dz В , dz 
------Ь — — = — zz I 1--------  

Ժհ dz dz 4i \ dz
(21)

Касательные напряжения также выразим в функции комплекс
ного переменного. Введя (5) в քՅ), имеем

X ԺՓ Рх‘ ру8 
' : ду 21 21՜՞

Умножим (4) на i и сложим с (22), тогда получим 

дФ ԺՓ Р^-iY‘=g+iSH?x։+y։)
или. имея в виду (18), перепишем это выражение в виде

(221

... о. оФ Р 
. — 21

dz 21
zz • (23>

Таким образом, решение задачи об изгибе полого консольного՛ 
стержня сводится к определению функции напряжении Ф или в силу 
(9)- аналитической функции e։(z), ирн помощи контурных условий- 
задач и..

§ 2. Решение задачи об изгибе призматического консольного 
стержня круглого сечения с квадратным вырезом

Для определения функции b։(z) применим метод конформного* 
отображения.

Пусть функция z »<>(') отображает область поперечного се
чения рассматриваемого стержня на круговое кольцо. Тогда Vi(z) 
примет вид o։(z) — ։?,[«»(*)] c(Z). Функция ?(С) голоморфна в области 
кольца и поэтому разлагается в ряд

=(:) (24>
к-0 к-'.

После подстановки в (9) выражений z a»(Z) и <?։(z) -■ ?(ч), функция 
напряжений примет вид

/'• и , ___ _
ф = ֊ ֊ МО ֊ О‘С)]3 4- ?(Z) 4֊ ФЙ ֊ (25>

48j

В контурное условие (21) тоже введем функцию z - «•('). Вы
числив предварительно величины, входящие в (21). получим:

ԺՓ _ СВ
-֊К) ”>(С)Г4- 19.

07. 16| <՛/(')

ԺՓ ֊^МЭ-ЙС)!’ 1- ?'(£)
(26>

dz 101 о>4.
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I £ (27)
dz Հձ ։о'(т)

Введя (26) и (27) в (21), условие на контуре перепишем в виде

СВ
I6i

HQ <)]* +
«'(С) са <о'(С) 1 16։

и) (,) 1

В — — ь2 □>'(-)
= --(0 -(0 1+֊֊֊ • 

4j w-wz(QJ
После некоторых преобразований окончательно имеем:

В
- (С’-' (0 ֊г PV(Q1 {CHQ ֊ « <С)]* 4֊

4- 4ш(С)ш(С)} = ?№ - ?' (С)7. (28)

Для рассматриваемой двусвязной области условие (28) должно 
быть удовлетворено на ее внешнем и внутреннем контурах.

Подставив в (28) С=10 = р0е‘։, где рв радиус внешнего кон
тура кольца, получим условие на внешнем контуре

В
՜ T6i [t>' <cw - HV13 +

+ = pV(t0) - tj Հ(է0), (29)

а при ' — t։ = p։ei5. где p։—внутренний радиус кольца, из (28) имеем 
условие на внутреннем контуре:

֊~ ։*?“’■<*»>+?ւ“՚0ւ)1 (сно - “юг+ 
1Ծ1

+ м(։ЙУ = р?АС) ֊ ‘k'(‘.h (30>

Решим задачу об изгибе консоли круглого сечения с квадрат
ным вырезом.

Воспользуемся функцией, отображающей внешность квадрата с 
закругленными углами на внешность единичного круга, приведенной 
в работе Неймана [4j

г = ш(;) = К/:4-”-с )’■ (31)

где К —постоянный параметр.
Функция эта преобразует окружности р>1 на плоскости ч в 

замкнутые кривые на плоскости z, которые, начиная с некоторого 
значения р>1, весьма близки к окружности. Например, при р0=2 (фиг. 1), 
|z| = Кш1п= 1,9861К. a |z| ֊ Rmnx 2.0139К, разница между Rmax и 
Rein составляет 1,4°/0. Чем больше будет величина ?0, тем меньше 
станет разница между Rmax и R։niB; это значит, что всякая кривая на 
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плоскости z, соответствующая может быть принята за окруж
ность.

Примем квадрат за внутренний контур сечения, а кривую, соот
ветствующую р0 2, за внешний контур.

Таким образом. (31) можно рассматривать как функцию, прибли
женно отображающую вышеуказанную двусвязную область на кольцо.

Перепишем (31). обозначив коэффициент при втором члене этого 
выражения буквой А

z = «(C) ֊ КС, -J- АС՜3). (32)

Найдем производные (32) и (24)

w'(C) = K(i за:-1), (33>;

* ■»
4>'G) У(к-ь 1Խ ■г?+У( к + (34)

к-. к-I

Введя (32), (33) и (34) в условие на внешнем контуре (29), где 
C=t0, после некоторых преобразований получим:

֊ — Щ - 3AI, -• + р2-֊ ЗАр’ VI 1С!о + 2Acto ’ + A’CV-T
101

+ СТ»2 + 2ACt0։-Ւ A։CV +(4 -2C)t„t<, + (4-2C)At„V + 

+ (4 - 2C) Ai„t f ’ -I- (4 2C)A։V V ֊
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(35)

Напомним, что в (35) Լ-• ?oelk9. где ?0—радиус внешней окруж
ности кольца.

Сравнение коэффициентов при одинаковых степенях е в правой 
п левой частях (35) дает, при к֊֊ 1,2...֊ 1, -2..., следующую ко
нечную систему уравнений:

. ( ВК3 \р;«, + b> = I AC + (4 C)?J-2(M С)(.,Г‘Л2) [ - ֊^7 ) •

За^ + ЗЬ,?о2֊[ 2(4֊ ЗС)А + CpJ ֊ 3(4 -C)AVI( —-[gj '

_ , . , / ВК’\W+ 5Ь3Ро 1 = [(4 6С)А -оА'ОД*) (֊ ■ (36)

7dT₽S+ W = (- 12 + 7C)AV (-֊ք) ՚

֊10 Я о / В1\3\

W+Яш - ( -за’Ср;8) ( Тб!)'
Из условия (30) следует, что подобная система уравнений должна 

удовлетворяться и на внутреннем контуре при С — է = где р, 1- 
Подставив в (36) вместо ?0 величину р։ = Լ получим новую систему 
уравнений, вытекающую из условия (30), а именно:

J BR3\
Պ + Ь։ = [֊ ЛС 4 (4 ֊ С) ֊ 2(4+С)А21 (—l6j ) ’

/ ВК* \
Зв,-гЗЬ3^| 2(1 3CIA+C 3(4 С)А][ ) •

5զ>4֊ ob5 - [(4 ֊ 5С)Л—5А*С) ( “ ֊ ) ’ (37)

/ ВК* .
7fl74-7b7-(~ 12փ7Օձվ֊֊յ֊)’

I - / ВК3\

<44՜ 9b, =֊ (-ЗА’С) Լ ֊ 16. ]-

Решая совместно (36) и (37), определим коэффициенты функций 
?(0 и ?Й:

n „ [/4 С 1Հ- Ո4 2(4 + С)А։(1֊р/) 1!®!.Պ ֊ — Պ ֊ (4 (Ро 1) 4-----------^p.-j--------- I jgj

ь ъ Հր • м rv’-’ J 2(4'4-С)А3(р?-Ро-4) 1 5!ճ*,Կ - ֊ b։ = pc 4-(4 — C)po 4------ ----------------------- J 161
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с __ 2(4- 3C)A(pg- 1) -3 (4 —С) А3( 1 ֊рГ > ВК .
3 3(р« —1) 16i

_ 2(4—ЗС)А(р§ ?уч-3(4-С)А3Й -р0--')

ь’--ь’=----------- зд-=тг
BKa
16i ’

_ (4֊5C)A(r4 ֊l)g!£3.
5 5(pj°-։) I6i

(4-5C)ApJ(P$-l)-| № 
5(^-1) . 16i ’ (38)

֊ _(12-7C)A*(1
7 7(#֊1) 16i

_(12-7C)A^-P-)g!<_3. 
՜ 7(p‘«- I) I6i

= — a9 = 0,

b.
- A3CBK3 
bi‘՜ 3 16i

Применим предлагаемое решение задачи к частным случаям.
а. Изгибающая сила направлена по диагонали квадрата.
Оси координат направим по диагоналям квадрата гак, чтобы ли 

иия действия силы совпадала бы с осью ОХ (фиг. 2). В этом случае 
коэффициент в (32) следует брать со зна-

Р ком плюс, т.е. А ֊ Тогда отображаю՛
9

Հ՜ щая функция (32) примет вид

[ \ z — = К ( -I- ) ’ (39)

I \ РГ— ) | - у ՜' '
\ х. Հ J где параметр К выражается через средний 
\ / радиус внешнего контура сечения

n Rtnix “Г Rmin rz n x ռ-------  Rq. = -------- - ------- » тогда K=U,0 Kep.

■X՝ Найдем производную функции (39)
фиг ջ , .

«Հ(Հ) = 1<( 1-֊---')■ W

Примем коэффициент Пуассона равным 0,3, тогда из (7) получим

C = L±—- 1,230679.

1 -И

Подставив значения А и С в (38). вычислим 
пня функции ?(ч).

коэффициенты разложе-
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Следовательно, функция ?(Z) и ее производная ?'(ч) являются 
многочленами такого вида:

ф(С) = а0= a,' 4֊ а3с3 4- а.? 4- а/,7 4֊ b։Z֊‘ 4- b3Z՜3 4-b^-3 -|- Ь:С՜7 4- Ь#С-*. 

УС)=а։ 4- За3:3 oa5V 4- 7а7ч6— b^6- ЗЬ/,֊1 — 5b6C֊* ֊ 7b;:֊* ֊ 9ԵՀ֊’°. 
Перепишем выражение o'(Z). подставив гуда найденные значения ко
эффициентов ак и 1\.

ВК3
<?'(Q —(13,8865124֊ 1,227693:2— 3,592245 • 2 Ղ’-

• 161 4

- 0,125356-2 »<’— 11,383192ч՜2 0.076695'. ’ ֊

- 0,311780Z՜6 - 0,041846: 8 ֊ 0,005067:՜՛°). (41)

Формула (23) может быть преобразована к виду, удобному для вы 
числения напряжений, если учесть, что

ԺՓ 
дг

СВ
i IZ101

<Ճ^4-ՀՓ, 4 > * о/С) ’

zz = X2 4- №,

тогда из (23) получим

■ Х֊.\-тУ’֊; 2^--շԱ-+ր).

Вычислим максимальное напряжение на внутреннем 

г. е. в точке, где р = 1. О = - (х -0. у « 1,11111 ПС).
«2

142)

контуре,

В этой точке из (40) и (41) имеем: f'(Z) = 24,236809 — в «>'(ч) = 
16։

= 0.666666К. Подставив найденные значения ©'(•«) и '"'(■՝') в (42), по
лучим:

X.. = 1,1734 ֊ R2,,

Тем же способом найдем максимальное напряжение на внешнем 

контуре, т. е. в точке р —2, 0 — (х = 0, у — 2.013889К).

RV.3-
В этой точке ®'G) — 11,765815 — . а щ'С) = 0,979167К. По фор- 

16i 
муле (42) получим

X, = 0.4919—R* и Y, =0.
I ср

При проверке напряжений в точке р = 2, fJ - (х = 2.013889К, 

у — 0) по формуле (42) находим Х,=0. с точностью до шестого 
знака, и Y. =0.



42 Л. К- Капаняи

б. Изгибающая сила параллельна стороне квадрата.
Осн ОХ направим вдоль линии действия силы (фиг. 3). В это;

случае А= —и (32) примет вид:
9

р z -о» к (է-֊-՜3) ■ («

®
где К — 0,5 Rep .

Подставив величины А и С в (38) 
вычислим коэффициенты разложения функ՛ 

—У цип <?(О.
Вводя полученные значения ак и Ц i 

выражение производной функции »(С), по
лучим

j 'Г(С) = ВК‘‘(13. 886512 4-1.233849г +

•а* * 16։
Фиг 3

4-3,592245.2 1 °? - 0.125356 ■ 2 и?-

11,10968$: -2 - 0,076695: - 0,159830:֊'’ -

-0,041846՛: » 0.005067: ֊Դ (44)

(45)

Найдем производную функции (43)

<■/('.)- к ( ‘ I •\ 3
Определим максимальные напряжения па внешнем и внутреннем кон՛ 
турах по формуле (42).

На внутреннем контуре в

у= 0.888889К) имеем из (44)

точке р= 1, 0 — -֊ (х 0, 

вка
и (45): -У (С) = 23,635811 — •

<./(’,) - 1.333333К. Вычисление напряжений по (42) даст:

X. = 0.5768 Y !<?„, Y, 0.

На внешнем контуре в точке ? — 2, 0 = ~(х 0, у =- 1.9861111՛

ВК:‘
имеем из (41) и (45) «'(С) — 11,787279----- и ւօ՚(ւ) = 1,020833К. Напр;

16i
женин в этой точке, вычисленные по (42), будут

р
X, = 0,4746 у- R֊p, Y, = 0.

Проверим напряжения в точке ք»=2, ’։ - ֊ (х 1.9861 НК, у=0)
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где по (44) и (45) имеем: $'(€) = 16.107259 — п <՛>'(') = 1.020833К. 
16։

По формуле (42) найдем, чю в этой точке Х? = 0 н Y т— 0.

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

Поступило 22 XI 1955 г'

L,. Կ. Ն ui и, in Gy ш П

ՈՐՈՇ ՍՆԱՄեՋ ԿՈՆՍՈԼԱՅՒՆ ՋՈՂեՐՒ ԾՌՄԱՆ Ս՜ԱՍԻՆ

Ա 1Г Փ 11 Փ П !• 0*

է/նամեք կոնււորււյին ւղ րիղմաւո իկ ձէւղի հոման իւ^ւդիրր, Л այրու il կ ft - 
րաովսւծ ո՚ււ/^ր աղ։լ1. ։յ ո ւ֊քմ յան ղևպքրւմ, կարելի Լ լուծել, եթե -ւայւոնի Լ 
ձողի րնղլայնակուն կա ր '/ ած ր ի երկ կապ տիրույթի կ ո հ (ի ո ր •! արտապատ
կերման էիունկցիան օղակի ։/րար

Աշխատության մեհ րհ րւի ում է; Հ ր Հ "’նա:/ ծ n if , խէկ նե րս ի ւյ յւա֊

ուււկու iitiif uniytfանափա1ր1 ած հրկկասլ ւււքւրւււ jfJ'li օղակի <[րա մոաաւքոր ար֊ 
ԱԱՈ պատկերող քիունկւյքւանւ "[’ի 1'լ"՚յ,,լ1 [ոլծւքած է րա ււակո in ft ահր.ր
Ունեցող կլոր կոն и ո լա յ ին ոլր իղմ աա իկ ձողի հոման իւ^ւղ իրր;
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