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Теорема о сходимости дважды дифференцированного 
разложения по собственным функциям оператора

Штурма Лиувилля

1. Введение

Одной из важных задач теории уравнения Штурма — Лиувилля 

у"-Ча֊Я(х))у = 0, (1)
заданного на полупрямой (0, является задача о разложении функ­
ции с интегрируемым квадратом по собственным функциям уравне­
ния (1), т. е. по решениям этого уравнения, удовлетворяющим крае­
вому условию

y'(0)sina -г y(0)cosa -= 0. (2)
Как известно всегда имеет место развенство Парсеваля, г. е. схо­

димость интеграла Фурье в среднем квадратичном.
Для того, чтобы получить точечную сходимость интеграла Фурье, 

соответствующею задаче (1)—(2). до недавнего времени накладывали 
на функцию довольно жесткие ограничения. Так, Г. Вейлем была до­
казана следующая

Теорема (см., например [Ц, георема 6. 2. 2). Пусть выпол­
нены следующие условия:

I. f(x) CL2(0,оо);
2. {f"-q(x)f) СЦ(О.оо);
3. i(0)cosa 4- Г(O)sina = 0, где a — действительное число՝, 

հ
4. lim{f(x)E’x(x) —Г(х)Ех(х))=0, Н.(х) i e(x,X)dp(X), (/.-АО).

Х-® J
т0

Положим.
Со 

g(A) - J f(x)E>.(x)dx • 

о
Тогда

= J ?(x*x)dS(K) > 

-со

причем последний интеграл сходится абсолютно.
Недавно один из нас [2] показал, что точечная сходимость имеет 
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место при тех же условиях, что в разложение функции в обычный 
интеграл Фурье ко косинусам.

Целью настоящей статьи является доказательство того, что в 
сущее венном при тех же условиях, что и в цитированной выше՛ 
теореме Г. Вейля, имеет место не только сходимость самого разло­
жения к функции f(x), но и сходимость второй производной разло­
жения к Г(х) (однако уже нс абсолютно). Именно нами доказывается 
следующая

Теорема. Пусть функция q(x) в каждом конечном интервале- 
и че.ет. суммируемую вторую производную и выполнены следующие 
условия:

1. |(х) СЦ(О. оо);
2. f"(x) сй(0,оо);

3. (F-q(x)f) cU(O.oo);
4. i'(0) = ('(co) =֊ 0;

?. lini {l'(x)E.'(x) f'(x)Ex(x)| « 0» Ex(x) ?(x,X)dp(X), (a / 0)
X-- OO J

+0

I Положим

<£.■
g(X) ֊ | f(x)Ex(x)dx -

0

Тогда
՜Ղ

Пх) = \ ?; (X, >.)dg (>.) ■ 

2 Некоторые предварительные формулы

Предположим функция q(x) определена на полупрямой (0,оо),. 
действительна и суммируема в каждом конечном интервале. Пусть 
задача (1) —(2i имеет неотрицательный спектр. Положим/, р-. /. >0. 
Обозначим через ?(х, р-) решение уравнения (1). удовлетворяющее 
начальным условиям:

у(0)-1. у'(0) = 0. (2Г)

Для произвольного действительного числа է известна формула

*-И
«(X. -Hcosjit ! "Г(х 4- է, յւ) 4- 7(х — t, |i))+ ( w(x. t,s)«(s. u)ds, I3)

x—է
где функция wi.x.t.s) строится по функции Римана уравнения в част­
ных производных 

и для производных функции w(x, t.s) справедлива формула (см. (3]>
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՜" [Խ+Տ֊։)] ՜4՝՜'’ [-2(x+s + t) ]}.<k>l)(4).

В силу определений функций gt (է) и Z։(x,s) имеем: 

g*(£)=^(— «)=0; Z,(x, x -Н) = Հ (x, x — տ) = 0.

Тогда формула (7) примет вид:

Обозначим через g։(t) функцию, удовлетворяющую следующим 
условиям:

1. g։ (է) четна, т. е. g։ (-t)=g, (է).

g« (t) обращается в нуль вне интервала
g* (է) имеет непрерывную вторую производную.

Обозначим через <|>։(а) cos — преобразование Фурье функции 
g, (է), т, е. положим

'?«Ы = g. (t)cosptdt. (5)

о

Помножим обе части формулы (3) на gt (է) и проинтегрируем по I от 
О до е. В силу (5), получим

։ է
<?(х, j?(x 4-1, fx)g։(t)dt֊| — ь ։Og.(t)<H-r

о о

w(x, է,ծ) 7 (Տ, ս) ds dt- (6)

Заменяя в первых двух интегралах, соответственно, х 1 на տ, х — է 
из տ и меняя порядок интегрирования во втором интеграле правой 
части формулы (6), мы можем се переписать в виде:

х+«
т(х. р)->< (:0=֊ ( <?(s, u) {g,(s - х) -f- Հ (х, s)|ds. (б')

х-«
где

Z.(x.s) - w(x, t,s)g,(t)dt- 

lx—si

Дифференцируя формулу (6՜) по х. получим

֊I 2.a){g։(e) -KA(x.x+ 5)}Д?(х - 8, ^){g< (֊տ) 4֊

-r4(x,x տ)}
-М , տ)

՜՜^՜ ОХ
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?\(Х, ս)փ. (р) -и (X - Տ) 
Ժ.Հ

ԺՀ (X, տ)
Зх ds. (7')

Дифференцируя формулу (7') еще раз но х. получим

է ч U z . Հ <te։(x —տ) . ԺՀ (x.s) 1

dx dx

I 1 f C6* I Ժ4(Ճ’Տ)

В сил)՛՛ равенства Парсеваля из (9) и (10) следует

+ 2 I ?(տ’լէ) ’—ժ?—ь +--- ^Ժ~՜ ds. (8)

x-«

Из определений функций g։ (է)и ’/. (x,s) следует

<)х
s-x-H

_ ag.(x —տ)
Ժճ

S-X-S

Ժ՜Հ. (X, Տ) 
OX

так что формула (8) имеет вид:

?;(х.н)9< (н) ? (s. N

Ժ7-, (X, $) 
дх

= 0.

^g.. (x,s) Ժ՞/-, (x,s)
ժ№ ժ.№

ds. (9j

Пусть f(x) cL3(0,оо). Обозначим через F(|x) преобразование Фурье 
функции Г(х) (по собственным функциям ?(х,н)), т. е. положим

А
F(|x)=l-i-m (*f(x)s(x, ji)dx • 

А — о». ՝ 
о В

(10)

со
08&(x_--.s) , ^2՜Հ (X, տ) 

dx2 '՜ dx։ ds. (Н)

Введем обозначение

ււ
S(x.p)= p(x,v)F(v)dp(v)։- 

о

(12)֊

В силу (12) формула (11) примет вид:
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<о ։+* iյ ք «տ) * • (i3)

-co ։ •«
Обозначим через S’(x.u) функцию, аналогичную функции S(x, р), 

при q(x) 0. т. е. положим

Ր 9 СС(и) = I f(s)cosj*s<is • S*(x, թ) =— I cosvx CO)d\

O i

Выписывая для функции S*(x,թ) формулу, аналогичную формуле (13). 
и вычитая ее из (13). получим

- ОО

<PS(x.p) <j’S’(x. թ)
~дх*--Я?

j'Ks^Ad,.
(Ы)

так как при q(x) 0. w(x.t.s) 0. и тем самым (x.s)^_0. 
В силу определения функции *Z.(x, s), имеем

o’X.(x.s) <ru(x.t.s) _ Г „ 7П <**w(M.s) .. ,.г.
------ dbT“՜----------dx՜ 8։(х S, + J &(1)------- (Խ) 

«~|։-»| «։—il

Из (14) и (15) следует

Г Ф.(1х)Л^ь^) =_րք(տ)^ևճւ g.fx-s)(ls+

-« I x-« t-li-.l

£MMd)g.(t)dtds
VA

(16)

Преобразуем первый член в правой части (16). В силу опреде՝ 
ления функции ф, (р) из формулы обращения следует

ՕԴ
р։ (է) = ֊ Ф. (ji)cosptdu •

—ос-
Тогда первый член 1, формулы (16) можем переписать гак:

Ф. (р)со$р(х — s)dj*

<Av(x.t,s)| . .
----- ——cosp(x — s)ds J dp •

Введем обозначение
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cosv(x -s)ds (17)

В силу (17) первый член I, формулы (16) окончательно примет вид:

(18)

Преобразуем второй член правой части формулы (16). Положим

Ix,t)=j f(s)"Walids. 

X—I

f)(x, ;а) — J h(x, tjcosjxtdt •

о

i 19)

(20)

В силу равенства Парсеваля из (5) и (20) следуеч

Ох-

■g։(t)dt ds

Значи։

(21)

В силу (18) и (21) формула (16) примет вид:

и

ժ2Տ(ճ, р) 
Ժճ2

Ժ’Տ*(ճ. p) 
д*֊ zXx.:>)•ъ (22)

3- Доказательство теоремы в случае точечного спектра

Рассмотрим сперва случай, когда задача (!)•—(2՜) имеет неотрн- 
нательный точечный спектр. Пусть /. — ՛ՀՀ (л>0). Обозначим через 
!Ч- собственные значения, а через ?։ (х), ?s(x)...... ?п (х),...
соответствующие собственные функции задачи (!)-»• (2՜).

Докажем некоторые вспомогательные леммы.
Лемма 1. Пусть функция q(x) в каждом конечном интервале 

имеет суммируемую вторую производную и выполнены следующие 
условия-.
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1. Цх) С Լ3(0, ос);
2. {Р—q(x)f) ՕԼ2(0,օօ);
3. Ր(0) = 0;
4. lim{f(x) Հո (x) f'(x)?«(x)) = 0.

X—cc

Тогда при a -> а справедлива оценка

= o(l).V I I
a

(23)

Оценка (23) имеет место равномерно в каждом конечном 
интервале.

Док аза т ел ьс г в о. В случае точечного спектра функция S(x, о.) 
имеет вид:

S(x,!L) =V a;ittn(x) .

где коэффициент {ап; — коэффициенты Фурье функции f(x) в системе 
собственных функции {©n(x)J-- Так как функция ?п(х) решение урав­
нения (1). то имеем

00 со
an = | i(x)?։1(x)dx = - է Цх)«(х) - q(x)qpft(x))dx.

6': 0

Интегрируя последний интеграл дна раза но частям, в силу условий 
(2') получим

Հ»

а" = ՜ I Тп(хИНх) — q(x)f(x)}dx . (24)
P-nJ 

о

Введем обозначение
о©։

Сп= |?а(х)(Г(х) q(x)f(x))dx.

о
Тогда (24) можем переписать так:

а,= . Ж

Из определения функции S(x,р) и (24') следует

•;՛№)- V V Ье..1-1?%(Х)|. (25)

’ [ Ол |
л a-^un^a-f-1 а֊:~|1։|-֊^а-г I

В силу неравенства Коши-Буняковского из (25) получим

d2S(x,u)
V <7Х2

а<р0<а+1
(26)
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Так как {fz/ —q(x)f} cL2(0. со), то

сс
V Հօօ.

л-1

значит, при а-><о, имеем

а^п^а-Ь 1
С другой стороны, в силу теоремы 1 роботы [3], имеем

Лемма следует из оценок (27) и (28).
Из определения функции S*(x, ц) непосредственно следуе։
Лем м а 2. Пусть выполнены следующие условия:
I. f(x)CL2(O,оо);
2. Г'(х)ОШоо);
3. f'(0) = f'(oo) = 0.

'1огда при а-*<х> имеет место оценка

v^^=0(1)- (29)

Оценка (2.9) имеет место равномерно на всей полупрямой (0. <*> ).
Введем обозначение

П/ Ո ^S(X.u) <72S*(X,p) 1 , . 2 Со/
R(x՛|։;•> = дУ----------дУ ՜ла(х’;ւ)՜ ՜տ 1?(х՛v)<!՝' ՜

« 0՜

Из лемм 1 и 2 и определений функций а(х, и) и 3(х.р) легко 
следует

Лемма 3. При каждом фиксированном х и при а -> со имеет 
место оценка

y(R(x, n;f)) = о(1). (30)

Оценка (30) имеет место равномерно в каждом конечном ин­
тервале.

Из леммы 3 и теоремы 1.1 работы [4) следует
Лемма 4. При каждом фиксированном х имеет место ра­

венство

lim R(x, р; f) = 0. ($0
р-»со
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Равенства (31) имеет место равномерно в каждом конечном 
интервале.

Чтобы доказать теорему о сходимости дважды дифференцирован­
ного разложений по собственным функциям оператора Штурма — Лиу­
вилля. остается исследовать поведение функций

а(х.р) и 8(х,v)dv 

о
При JA-> OD.

Для этой цели докажем следующие леммы.
Лемма 5. Если функция q(x) е каждом конечном интервале 

имеет ограниченную первую производную, то при каждом фикси­
рованном х имеет место равенство

lim «(x,|i)=0. 
и-♦ а-

(32)

Равенство (32) имеет место равномерно в каждом конечном 
интервале.

Доказательство. В силу определения функции <х(х,р) имеем

։—։ t~|x-4l

Отсюда, в силу формулы (4). следует (при x>s)

A •>
X-l

sinu(x ֊ s)ds. (33)

Так как по предположению функция q(x) имеет ограниченную первую 
производную в каждом конечном интервале, то

q(x) — q(s) 
х —s

где постоянная С зависит от интервала изменения х.
Поэтому лемма следует из (33) в силу леммы Римана — Лебега.

Лемма 6. Если финкция q(x) в каждом конечном интерваЛе 
имеет ограниченную первую производную, то при каждом фикси­
рованном х имеет место равенство

и-
= О*

о

/34)

Равенство (34) имеет место равномерно в каждом конечном 
интервале.

Доказательство. В силу определения функции £(x,v) имеем
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g ։
^(Х, >)dv = pi(x, I) -n^-dt.

Ճ о

(35|

Далее, так как функция q(x) имеет ограниченную первую производную 
в каждом конечном интервале, го из формулы (4) следует оценка

<Av(x, է,տ) 
ժ№ <С<сс.

(36)

Из определения функции 
Буняковского следует

Тт-t

h(x, է), оценки (36) и неравенства Коши —

dMx, t, я)
dx.-

X 1

(37)

Обозначим через 7։ произвольное положительное число 
лож им

и по-

sinut 
՜է

0

В силу оценки (37) получим

.0

֊-dt = J, + I։.

dt г , г~р~- — .
о

Поэтому, каково бы ни было число '&>0, можно подобрать т։ 
малым, что для всех ա будет выполняться неравенство

столь

НхК'/а- (38)

Выбрав т„ возьмем затем число и настолько большим, чтобы для 
всех а>р., выполнялось неравенство

1Ы<г'/а. (39)

что возможно на основании леммы Римана Лебега. Из доказатель­
ства леммы Римана — Лебега следует, что оценка (39) имеет место 
равномерно в каждом конечном интервале.

Лемма следует из опенок (38) и (39) и произвольности числа ծ.
Из лемм 1, 5 и 6 следует следующая теорема о равной сходи ыос- 

1н дважды дифференцированных разложения по собственным функциям 
оператора Штурма — Лиувилля и разложения в обычный интеграл 
Фурье по косинусам:

Теорема 1. Пусть функция q(x) я каждом конечном интер­
вале имеет суммируемую вторую производную и выполнены сле­
дуют не условия:
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1. j(x) CL2(0, со);
2. Г(х) С ЦО, со);
3. {Г — q(x)f} СЦО,«>);
4. ('(0) = ('(«>) ֊ 0;
5. lim (F(x)cp'n(x) — Г(х)ф„ (x) ֊ 0.

Xr+ co
Тогда равномерно в каждом конечном интервале имеет место 

равенство
d2S(x,u) d8S*(x,ji) I А

1,րո ------ -°1
թ-»օօ ՚

ու. е. разность между вторыми производными разложения функции 
> х) по собственным функциям оператора Штурма Лиувилля и 
разложения в обычный интеграл Фурье ио косинусам стремится к 
нулю равномерно а каждом конечном интервале.

Как видно из теоремы 1, для доказательства теоремы о сходи­
мости дважды дифференцированного разложения по собственным функ­
циям оператора Штурма Лиувилля нам остается установить анало­
гичное утверждение для разложения в обычный интервал Фурье по 
косинусам.

Теорема 2. Пусть функция q(x) в каждом конечном интер­
вале имеет суммируемую вторую производную и выполнены сле­
дующие условия:

1. f(x) СЦ(О.оо);
2. f"(x) СЦ(0,«);
3. {f"—g(x)f) CL2(O, «>);
4. f'(0) = !'(«>) = 0;
5. lini(f(x)v»;(x) —Г(х)фп(х)) =0. 

X— co
Положим

Тогда

՜<

а,. = 1(х)фп(х)Йх . 
«յ О

СО
f"(x) = San?;(x) . 

и— I

Доказательст во. Обозначим
X

С(р) = j f(x)ccsjxxdx . (40}

6
Интегрируя последний интеграл два раза по частям, в силу 

условий 4 и 5 теоремы, получим 
со

|i5C(u) — — I f"(x)cosj*xdx . (41)

о
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В силу условия 2 из (41), согласно формуле обращения, следует

1"(х) = — lirn | v2C(^)cosvxdv = lini —"I C(v)cos*xdv = 
ft—05 J [1 ’CO *'$*’ J

0 0

*=lirn
р-sc

O2S*(.X, Ji)
Ժճ2

что и доказывает теорему в силу теоремы 1.
4. Случай произвольного спектра

В случае произвольного спектра доказательство приводится ана­
логично, заменяя суммы соответствующими интегралами Стилы еса. 
Поэтому мы здесь ограничимся только формулировкой теоремы.

Теорема 3. Пусть функция q(x) в каждом конечном интер­
вале имеет суммируемую вторую производную и выполнены сле­
дующие условия:

I. f(x) CL2(0, со ),
2. f"(x) CL.(0, ос );
3. (r-q(x)f) сЬ(О.оо);
4. ('(0) = f'(oo) =0;

5. lim{f(x)E;(x)—f'(x)Ex(x))=O, Ex(x) = Ф(х, k) dp(X), (>.=£ 0).

Положим
<x

g(X) = p(x)E.A(x)dx.

0
Тогда

<X5

-oo
Военная артиллерийская инженерная академия 

им. Ф. Э. Дзержинского
Московский государственный университет 

нм. М. В. Ломоносова Поступило 20 II 1956

Ռ. U*. ЦЬЩипшС և Ь. Ս. UuipqujuiG

ԹեՈՐեՍ՚Ա ԸՍՏ ՇՏՈհՐՄ LbflKHLb ՕՊեՐԱՏՈՐՒ ՍեՓԱԿԱՆ ՖՈհՆԿ- 
ՑՒԱՆեՐՒ ԿՐԿՆԱԿՒ ԴԽՖեՐեՆՑՎ.ԱԾ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅԱՆ ՋՈհԳԱՄՒՏՈհ- 

ԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ
Ա Մ Փ Ո Փ Ո հ 1Г

(՜, in ուր մ— /./»"* <//'///' հավասարման տեսության կարևոր խն <լիր'հ երիրյ 
ւքեկր tu/'iiii խւ ա'ն ում է; վ>ուէէակուէւու. "tlnn մևկէէէևղ ■՛։ ա՛հ pnrtf ո ւ մ արել [ւ ֆուեկ֊ 
րյ1>այ1> tj երլու ծու [J jui՝!։ խնդիրն րուո այդ > ա >Էա ч ա ր մ ան սեւիակսէն !իու^<կ- 
յյիանհրխ
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(у"_|_ [A-g(x)}y =0, (0=srx<oo), (I)
(y'(O)sina 4- y(0)cosa = 0: (շ)

ին՛չպես հայտնի Լէ միշտ տեղի ունի Պարսևալի հավ ա սա ր ա մ ր, ա յ~ 
ոինրն ւթ։ րո։ իշյ ա [ իւնղ րին հա մա պա տ ш и իւան ո ղ էեուրյեի ին ա /. ղ ր ա յ ի մի^ին 
րաոակոէ սային ղոէ դամիտությունր։ Կետային ղուղամ ի տութ յուն ստանալու 
համար »/ ե րլուծ վող ֆունկցիայի վրա մինչև վերքին ժամանակներս դրվում 
էին րավական ծանր պայմաններ։ Այս ոլ/լղոէ թյամր հայտնի Լ Գ. 'Լեյլի 
թեորեման [1ի

Հերքե,է U մեղան ի ղ ւ1եկր j Հ?յ ղսէ յ i] tn./ձ,7. (է)֊ (2) խնղրին համա­
պատասխանող ’եուրյեի ինսէեդրալի կետային ւլո t ղ ամ ի ա ո« թ յո։ ն ր տեղի 
ունի նույն պայմաններում, ինչ որ րսսւ ՚եոէ րյեի սովորական ինտեդրալ- 
ների վեր լա ծ ութ յան ղեպրում։

Ներկա հողվածում ապացուցվում Լ, որ կապես նույն ենթաղրա թյուն- 
ների ղեպրո։ մէ ինչ որ ՛և. 'Լեյլի թեորեմ այո։ մ, տեղի ունի ոչ միայն 1*( X ) 
ֆունկցիայի վերլուծության կետային դո t ղ ա մ ի տ ո ։. թ յ rt t ն ր, ղ ո ւ ղ ա մ ի ա ո ւ.մ 
Լ ([“UJ!J ‘որղեն ոչ րա դարձակի դեպի ["(X) նաև կրկնակի ղ ի !իե րեն ցւք ած 
վերլուծ ո։ թ յոլնր։

Ապապոլցվոլմ ( հետևյալ թեորեման'

թեորեմա. Գիցույ) q(x) ֆունկցիւսճ ամեն մի i|lip»im|np ինտեբւ|ալում 
ունի Տա6րւսգու<ք<սթեփ երկբոբւ| կաբգի ածանցյւպ b pun[tnpuipi|։։id են հետևյալ 
պայմանները՝

1. f{x) CL2(0. эс ),
2. р(х) СЦ(О.со).
3. (Г—q(x f| cLjO, с»),
4. f'(0) ֊- f'(oo) = 0,

k
5. lnn{f(x)E:(x) — f'(x)Ex(x)j =0, b\(x) = j <p(x.v)d?(v), (X 0), 

- *4-0
npuibq ф(Х, v) (1) (2) |uGi|p[i լուծումն I,:

co
bPL g(X)=p>(x.>.)E։(x)dx,

0
CO

ապա f"(x) = I ?;(X, X)dg(A\ .

- o>
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