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НОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. М. Манукян

Термонапряженное состояние в круглых бетонных 
блоках с учетом ползучести бетона

Задача определения температурных напряжений в круглых бло­

ках была предметом многих исследований. Особенно нужно отметить 
работу Г. И. Маслова [1], который подробно исследовал термоиапря- 
sei'.iioe состояние круглого бетонного блока на основе методов тео­
рии л ру гост и. В этой работе он рассматривает термонапряженное 
состояние тела без учета ползучести бетона и при допущении жест­
кой заделки блока в основании.

В недавно опубликованной работе И. X. Арутюняна и Б. Л. Абра­
мяна рассматривалось тормонап ряженное состояние прямоугольного 

■ бетонного блока, находящегося под действием стационарной темпера­
туры При решении задачи учитывались ползучесть бетона и силы 

Lсопротивления, действующие вдоль плоскости контакта блока с осио- 
записи. В этой статье авторы показывают, что допущение отсутствия 

II горизонтальных перемещении по линии контакта блока с основанием 

ве огражает действительной картины температурных напряжений в 
тихих блоках.

В настоящей работе рассматривается задача о термонапряженнбм 
состоянии круглого бетонного блока, расположенного на сплошном 

1 основании и находящегося пол действием стационарной и нестацио- 
I парной температуры, с учетом ползучести бетона и силы сопротивле- 
f нин, действующей вдоль плоскости контакта блока с его основанием.

Упруго-мгновенные напряжения в круглом блоке от воздействия 
стационарной температуры и сил связности

Пусть круглый бетонный блок высотой I։ и диаметром основа- 
нанин 2R (фиг. I) находится под воздействием стационарной гемпе- 

1ратуры Т, ^висящей только от координаты z, а в своем нижнем осио* 

вйипн z— 0 связан со сплошным основанием. Тогда появляются силы 
1 сопротивления, действующие но нижнему основанию блока в виде 
| горизонтальных тангенциальных напряжений (г направление ра- 
Двуса; /.֊направление оси вращения), которые называются силами 
I 'ЛИ1знос։и блока с основанием.

На нижнем основании блока отсутствуют нормальные напряжения

5,(г.0)=0, (1.1)
i lUB-.rnw !л, № 1—4
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а действующие вдоль этого основания силы связности, при линейн- 
характеристике, согласно [2|, будут

Тг/.(Г. ())c=^u(r, 0),

! ԿւքէՀ))

Фиг. 1.

где В— коэффициент пропорциональности, имеющий размерность т?/л 
ц(г, 0) — горизонтальное перемещение точек нижнего основания блс 
по направлению оси г.

Верхнюю границу блока z = 1։ считаем свободной от внешн 
напряжений

о. (г, h) = (г, li) = 0, (I

а на цилиндрической поверхности блока выполняются условия
h

°r(±R.4“0, J\„dz/r ,в=0. (1

О
В силу симметрии граничных условий на осн г = 0 буду։ им( 

место равенства

u(0,z)b=rfz(0։z) = 0. (1

Допустим, что температура изменяется по линейному закону:

Т =Т(7.)֊Т,- [ I (I

где Tt — температура нижнего основания блока.
Решение задачи о гермоупругом состоянии рассматриваемого бет 

кого блока сводится к нахождению функции напряжений ?(r, z). удов 
творяющей, согласно [3]. следующему уравнению: 

а па контуре его заданному распределению напряжений (1.1), (1
(1,3) и (1.4), где Е — модуль мгновенной деформации блока, а а — ко: 

фициент линейного расширения, имеющий размерность •
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При этом напряжения и перемещения вычисляются но формулам

^(ր.2)=ճխշ9_±^յ,

^(r.z)=֊^֊ (2-v)V։?֊֊֊’ .

^(r,z) = ^[(l-v)V’?֊“4?' .

ժս *r J Г /I M
Sr = dr * = E՜^ r “V(<7J

ta =   «Т = ֊ [a9 — v (or -{- ax )],

<7w I . . .
Sx " Ժ/, -aT =“ V<CT- + *»)!.

du aw _ 2( 14-v)
Y" ~ dz ' ժճ ՜ E

где v — коэффициент Пуассона.
Из (1.8) и (1.9) получим

В нашем случае, согласно (1.6), имеем 

V2T =0.

Тогда (1.7) приме։ вид:

V 2V2 — = 0. 
az

(1.8)

(1.9)

(I.Ю)

(1.11)

(1.12)

Решение уравнения (1.12) ищем в следующем виде (4J:

‘Л-* ,
°ք֊ = У ( Ak sh Yk 4- Bk ch Yk 4֊ Ck Yk -֊-sh Yk 4- 

k=l
+ DxYk -^chYk-֊-)jo^-^֊)> (1.13)

где Ji (x) —функция Бесселя i-го порядка первого рода с ^денстви- 
гельным аргументом;  ̂—корни уравнения

ij,(x) = O. (1.14)
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Из (М3) получим I

у Հ*՜
— V*?e2 У «к (Ск Ch як z - Dk sh ак z) J0(ak г), (I 15)1
С' 4

k=l

где

Интегрируя уравнение (U5), найдем: 

о>
V*?=2 ак (Ск sh ак z+Dk ch ак z) J0(«k г) •- f(r), (Мб)I 

k=l

где i( г) — произвольная функция.
Пользуясь формулами (1.8). (U0), (1.13) и (1.15). получим виз 

ражения для температурных напряжений и перемещения в виде

О.
Պ ( г. z)= V а֊ [(Дк 4- 2v ок ) sh ак z 4- (Вк փ 2v Ск ) ch ак z փ 

k=l

֊֊ Ck ак z sh ак z 4՜ Dk ак z ch ak z] Jt (ak r). (1.17)

a
a, (r, z)=— V a^ilAk — 2(1 — v) l)k |shax 7.4- [Bk — 2(1— >)Ck Jchakz- I 

k-d
+ Ck ak z sh ak z-f-Dk ak z ch ak z) J0(akr). (1.18)

ОС
4F.Z)^ У Як {(Ak—(1— 2v) DklchakZ-HBfc—(1 2v)Ck|.shakz֊r

k=l
r Ck ak z ch ak /.փDk ak zsh ak zj J, (а. г)-|-( I — v) f'(r) (L19)’

14-v v
u(r. z) = p >, ak {Ak sh «к z Bk ch ak z+Ck ak zsh ak z-r

k=l
4-Dk ak zchak z]J։(ak r)-r aTr. ՛ (1.20

Удовлетворив условиям (1.1)—(1.5), из соотношений (1.17)—(1.20) 
для определения неизвестных коэффициентов Ак . Вк , Ск . 1Հ , получи՛ 
следующие уравнения:

Вк — 2( 1—у) Ск = 0, (1.21)

[Ак — 2(1 v) Dk ]shak h 4- |Вк —2 (1—v)Ck |ch ak h 4
4- Ck ak h sh ak h 4- Dk h ch ak h = О, (1.22|

I Ak (I —2v) Dk ] ch ak h 4- [Bk — (1 —2v) Ck ] sh ak h 4֊
4՜ Ck «к hchak h 4՜ Dk ak hsh ak h = 0. (1.23)

A.-i.-MD.-L+rift, ■ и.»
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ИП = О. (1.25)

При этом использовано следующее разложение функции г но бессе­
левым функциям (о):

J.г - 2R V )

Л— 1

Решив уравнения (1.2))—(1.24), получим значения 
фицнентои Лк , Bjt, Ск и Dk :

(1.26) 

неизвестных

(-f' h. 1—2(1 v) (Irak li 
\ ch st h) '

VhX՜

Ck -

Bk

1Հ

2(l-v)Ck.

th’ li r
«к 1ГХк

Нк«х h7.k

(1-27)

*.+
где введены следующие обозначения:

Հ (гк)Hk~֊2«f։T։R3-—֊ 
• kl «к MJflYt) ’

(1.28)
th Ofc h I
«k h chs xk h

.^ = էհշ^հ-(-^Վ-Հ- 
ԼՉհՅկհյ

Пользуясь выражениями (1.27) и (1.28), для определения напря­
жений о( (г. z), а, (г, г). хГ1 (г. г) и перемещения u(r. z), получим сле­
дующие формулы:

Or (г. z) 
W

;____ լ у Мп)_____________ I
( r;—1) J;( r,) ____Ё____ ճ + ւ 

2^(I-V’)h zk
efchXk

chatk (h z) 
ch ax h

. sh (h—z) .
— ak z th Xi, h —j----- j------ -I-

ch «к h
X 2th Ям h

h
«к z — 2

Xk h Ch Or Z I .• / Г Հ
cho» Il ch Я| Il ( ‘ \ R / ‘ (1.29)
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a։(r, z) 1 v
EaTj l_vs 2qYiHi)J?(Ti։)

К — 1
E фк 

23(1՜ 7*)hzk

X

. sh a> (h—z) / ak h 
ak zth afc h - ■֊, — —

ch ak h ( ch ak h
г

Wr, Z) 
EaT, 1 у2 ։)J?(Yk) Г.

ks=l ի
E фи

2?( 1 -V2) հ X,
-I I ak hXk

X j ak zth ak h -7) th ak h 
cn ak n

shak (h—г) 
ch ah h

՝ _ V
L ch ak հ I ch z

sh ak z 
ak h

(1.30

u(r.z) 1 V
aT.R 1-v* —

k=l

•k2J։(Yk)
Е փկ

2?(l֊v?)h Xk

szlo/i mu ,chak(h—z) akhchakzx { 2(I ֊V) th «X h -Ji֊—■ - (t-2v) —

.. . sh ah (h—z)
akz1hakh—հ-^-

ax հ V 
ch ak h

Sb ak Z 4֊

4- (1.32)

Из выражения (1.29), для нормальных напряжений Գ- 
(0. 0). получим следующее значение

в точкё

Պ (0,0) 1
EaT, - 1֊—v3

а>

k=l

Тк-Чч.) 1
(TM)jf(nl E Фк

2fi(l—v։)h Xk

(1.33)

где использовано значение
Հ(0)= 4 (1.34)

Пользуясь формулой

Ji(x) = j0(x)-^J։(x), 
A

1.35)

выражению (1.26) можно дать следующий вид:

(1.36)



Термонапряженное состояние н круглых бетонных блоках 55

Если в (1.36) подставить г—0. то получим

v
_ (Tk-։)J?(T<)

К —- I

(1.37)

В таблицах 1 и 2 приводятся некоторые значения нормальных

напряжений
Or (г, Ճ) 

ЕаТ,
При этом использованы формулы (1.33) и

Պ (0.11) 1 V YgJ:: (Yk) __________________
Е։Т։ ' ՜____ 1

2յՏ(1-^)հ^ +

где
• \ ֊ х х ~ տհ х

Х ~ Хк х ch х ~ sh х ch х — х (1.39)

Таблица ]

Значения температурных напряжений
| с։ (0. 0)
I К“Г, 1

при

Е = 2. lOtecuP, I։ =֊ 1,00v ֊֊ J_
6

р

ի
հ
R

է 
4

_l_ 
8

10 100 0,10979 0.34738
25 •10 0,2-1291 0.60843
50 20 0.40525 0,77737

100 10 0,59865 0,90722
200 5 0.8077Q 0.96635

Таблица 2
չր(Օհ)ւ

ЕаТ, I
Значения температурных напряжений при

Е = 2.10& кг<с.ч֊, հ = 1,00 л, * = “g՜

3
2?h

հ
R

1
4

1
8

10 ICO 0.05128 0.17312
25 40 0.12027 0.30420
50 20 0,2010s 0,38807

КХ) 10 0,29662 0,44907
200 5 0.40061 0,47950

Из данных, приведенных в таблицах 1 и 2, видно, что: 1)с уве­

личением отношениянормальные напряжения в блоке сг(0.0) и 

ст, (0, h) по абсолютным значениям растут; 2) с увеличением значения 
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коэффициента при сохранении отношении . абсолютные значе­

ния cfj (0,0) и а, (0, h) также возрастают. Сравнивая эти таблицы с таб­
лицами, помещенными в работе [2]. видим, что при круглом бетон­
ном блоке а, (0.0) и գ (О, И) по абсолютным значениям получаются 
гораздо большими, чем при прямоугольном бетонном блоке.

Из выражения (1.31), для определения сил связности или каса­
тельных напряжений на нижнем основании блока, получаем следую­
щую формулу:

t„(r,0) _ I v ГРДП)

К — I

J1 ( R ) Հ
Ё 0 xk 1Г/к

2^(1 y֊)h'xk ՜

(1.40)

2. Температурные напряжения в круглом бетонном блоке с 
учетом ползучести бетона и сил связности

Пусть круглый бетонный блок в некотором возрасте т = т։ под­
вергается воздействию стационарного потока тепла, определяемого 
зависимостью (1.6).

Тогда составляющие упруго-мгновенного напряжения а. (г. z т,). 
®z(r,z,r։) и t.,(r,z.T։) определятся уравнениями (1.29) (1.31) и не бу­
дут зависеть от времени.

Термонапряженное состояние, вызванное в круглом бетонном 
блоке воздействием стационарного теплового потока в возрасте т = г։, 
под влиянием ползучести бетона с течением времени затухает.

В этом случае температурные напряжения в круглом бетонном 
блоке определяются функцией напряжений «(г.z.i). которая удовлет­
воряет следующему интегральному уравнению.

Հ7«Հ е [\2V։ г’z-т|-- 4Լ- dr=—Еа V2T(r.z,t). (2.1)
’//• I <z /• Cz •

где
C{t,T) = »(4 11

A 
?(-)=Գ+լ*-. • (ад

аг- г dr ' oz-

C(t,r) мера ползучести, «(?) некоторая функция возраста бе­
тона определяемая из опыта. Со, Л,, Հ параметры, характеризую­
щие свойства и условия старения данного бетона.

Для учета ползучести бетона используем теорию ползучести бе­
тона, развитую в работе [6].
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В нашем случае, согласно (1.6). имеем

\/-Т = 0. (2.3)

Тогда для определения функции ©(г. z. է) получаем

8 Г. f - Ճ^^ՃճԼ1 J-= о. (2.4)
ch. J Of. ՍՀ

՜ք
однородное интегральное уравнение Вольтерра второго рода. Из тео­
рия интегральных уравнений известно, что однородное интегральное 
уравнение в регулярных случаях не имеет другого решения, кроме 
тождественного нуля. г. е. из (2.4) следует:

- . 0.
Of.

(2.5)

Функция ?(г. zj) будет иметь такой же вид. как функция напря­
жений <р(г. z.) при упругом решении (1 13). только в выражении функ­
ции ф(г, z. է) коэффициенты Лк. В1; . Ск и Dk будут зависеть от времени է.

Решим задачу о температурных напряжениях в круглом бетон­
ном блоке с учеюм ползучести бетона при следующих граничных 
условиях:

а, (г. h.t) = то(г, h. t) = O,
u(0, z, I) = тП(0. z. t) = 0, 

li
Պ(1Աէ)= lt«(r,z,l)dz -0,

•; n-R

a, (r,0, t) = 0, TrxCr.O. t) = £ii(r,0, ().

(2.6,

аналогичных граничным условиям упругой задачи.
Напряжения ar(r.z,t), a«{r,z.t), 3z(r,z. է) и тг,(г. z, () выражаются 

через функцию փ(ր. z, I) следующими формулами:

й. ir.z.lj ֊֊ (2 У) V'?։r, z. () °

=Jp[(l v)/^r./.n ֊^'Jl
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Перемещения п(г, z, է) и w(r.z.t) определяются формулами 

е, — «Т ֊'. ’а- (г. z. է) — v (г. z. է) -г Ъ (г. z. 0)1 —

t

О, (г, 2. т)—V խ» (Г.1.Т) 4 С, (r. z.r)]|

to •=• —j--- xT ֊= p-Joi (r. z. t)—v(a, (r. z, t)-t-7, (r. z, ()|j

֊֊ J խ4 (r.z. t) *1®. (r.z.T) -Г Գ (Г. 7..հ)|։ -~y ՝ (lT-

էյ ՜ aT у -Գ(ր.ճ.է) <r. 7.1) 4֊ On (r.z, l)]|

t
i |ox (r.z.r) — v[a, (r.z.x) з» (r.z.T)l| —

du(r.z.t) . dw(r.z.t) 2(I+*L
Ն. = ֊+ —д— = ֊Ё—'«(r.z. I)֊

֊2(1 ֊v) |'-„|г,.л)Я,;) -1-

•։
Из (2.7) и (2.8) получвм 

i
. .. T 1-r* сгз(г.г. t) Го։ф(г,2. т) r)C(t.x))и г. z. t) x= a Tr —=--------~ -֊ձ (։ + V) լ —<

L OV 07. J Or 07. ՕՀ
•»

(2.8

(2.9:

Решение уравнения (2.5) ищем в виде:

4<p(r,z, է) у»
ժշ —

k=J

AK (t) sh rt ~ -J- Bk (11 ch 4֊Ck 0)^-^- sb Yk -- 4- 

+ 1М1»Гку chTky (2.10)

где корни уравнения (1.14).
Пользуясь формулами (2.7). (2.9) и (2J0), получим:

О. (Г, z.l)= V «7 || Ak(i)4-2D1֊ll);sli«kzH |Bk(l) 2Ck(t)| cha.z + 

k=l

CJP^zsha/ • DM (I) ak zcha։ z .i,.(xk r), (2.11)
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Mr.z,i)= 2(1—v)Dk(t)| shakz4-[Bk(t)—
k=l

—2(1—v)Ck(()| ch akz+Ck(t) ak zsh akz+ Dk(t) ak zch akz| Հ (ak r). (2.12)

T„(t.z,()= v «։|[Ak(t)? (l֊-2v)Dk(t)]c։ixkz+|Bk(t) 

k—I

(։ -2v) Ck (t)l sh ak z-f-Ck (t) «(։ zsh Ttk z4- Dk (t)ak z sh ak г | .1 , (ak r) 4֊

+(|_,)մԼք(ր.(). (2.13)

I wu(r. z, t) aTr 4------У a:< [Ak (I) sh ak z4-Bk (t) ch ak z

k=l
t

Ր
4-Ck (t) akzshak z- Dk (t)akzchak z (1փ?)1 V ak |Ak (r) sh ak z 4֊

Հ. k=J

4- Bk (*) Ch ak z4-Ck (?) ak z sh ak z֊J -

4-Dk (?) ak z ch ak z] Հ (ak r) '• dr. (2.14)

где ak = ֊է . 1(г, Г) — произвольная функция.

Удовлетворив граничным условиям (2.6). из соотношений (2.11) 
(2.14) для определения неизвестных коэффициентов Лк (1), Bk (1). Ck (t),
Dk (t), получим следующие уравнения:

В. (О ֊2(l-y)Ck(t) = 0, (2.15)

|Ak(t) 2(l-v)Dk(t))shakh4 [Rk (t)-2(!-v)Ck (t)Jchak h 4-

4- Ck (t) ak h sh ak h4 Ok (t) ak hchak h = 0. (2.16)

[Ak (t)-( 1 2v) Dk (t)J ch ak h 4֊ (Bk (l)-( 1 2v) Ck (1)1 sh ak h 4-

4- Ck (t)ak h chak h4-0k ak h sh як h — 0. (2.17)

Ak(t) (1 2v)Dk(t). -l+lAfik 
L ak

+ 2*1±ճ>. [в..(й^и. (2.18)
«к J <Л

՜ւ 
f(r,t)~O. (2.19>

При этом использовано обозначение (1.28) и разложение (1.26).



60 М. М. Модуля

Решив уравнения (2.15) (2.17). получи՛;;

•W) = «к h;4

/ «к 11 ' 
\ chak h i

2
1 2( 1 v)tli’aK հ

Ск <t).

Bk(t) = 2(l 7)Ck(t). (2.20)

Գ(0 th*«k հ
A II 4 Cx (է).

где использованы обозначения (1.28).
Подставив значения Л* (t). Вк (է) и Dk (է) в (2.18). получим

ак1ГХк '՜ Е «к jCk(t) к

+ 2?ՃԼ ՃԼ ГСк (7) <17 - о. (2.21)
«к J СК

Подставив сюда значение С (է. т) из (2.2), после некоторых 
преобразовании получим:

I 
Ск<1} «Л>Нк = й(1 »տ> հ (՚Գ(է)|Հ(7>

[<р-(7)+7?<7)|е ,!' °! <17. (2.22)

Отсюда следует, что

Ск ւг ।) —
«к հ Нк

Տ 7^3(՜75)-|Լ

4 ՜' ՜՜ Е
(2.23)

Пользуясь соотношением (2.23). из (2.22) получим для опреде­
ления Си (I) следующее интегральное уравнение 

է
Ск (0 =Ск (7.) - 1>к (Ск(7)|У(7) [?-(7)+г?(г)1е ’°-”} d7. (2.24) 

где
. _ 2?(1 v2)h I:
Ок t 2?(I >’)h Е ՜ 6к 

_փ _ _____
>0. (2.25)

Дифференцируя (2.24) по է. получим

t
Ck(t)= TbkCx(t)f(t)+rbk ( Сь (7)[у'(7)+75(7)1 е ՜|<! т><17. (2Л6)
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откуда
Ск(т4)= YbkCk (т,)?(т։).

Определив из уравнении (2.26), значение интеграла 

է
( Ck (т)[<(т)4-ГФ(т))е՜7՝’ T'dv

и подставив в исходное уравнение (2.24), получим

(2.27)

Հ(0= тЬкСжОЖО YCk(t)+rCk(T,)+Ybk [ск(т)о'(т) <1?. (2.28)
•< 
*1

Дифференцируя выражение (2.28) еще раз по I. приведем его 
к следующему виду

Ck(t) + Y[> -I-Ьк ?(t)]Ck(t) = 0. (2.29)

Решение этого дифференциального уравнения с начальными 
условиями (2.23) и (2.27) имеет вид 

է ?
* ֊. ) |i ։,fc ;<*цал

Ск(0 = Ck (Tj)|l— Ybk ?(r։)) I e dz. (2.30У

♦ 
՜է

Если в уравнении (2.30) у(т) заменить значением

?(') ՜ —1 + Cftj 

то оно примет следующий вид:

( (Դ՜ր։Ն Ick(i) -<:к(т1)]|֊г1>,;?(г|)сг-:'гГ^ je_<Ь|; <շ.31)

"Կ

где введены обозначения 

f(!-|-bk ^*о) ’ I
Ybk Aj <= pk . j 

Пользуясь понятием функции влияния Ф(£. р) խ] 
г.

Ф(;,р֊ р„ (1-, (2.33)

и 
будем иметь 

I -гк /.
С֊ dz = П՜'1՜"*’ !«։»(rk t, Pk) ф(гк Г„ Рк) I. (2.34)
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Подставив это выражение в (2.31), получим

Գ (t) - Ck (r։).[ 1 ֊ (c0+ crk '֊«■ (Ф(гк է. рк)

Ф(Гк*1.рк ))}•

Если ввести обозначение

2?(1֊,։)1ւ7.Հ +

4- ձւ j -fk e-k ч (Ф(гк i, Pk ) ф(Гк - , pk )], 

го (2.35) примет следующий вид

Գ (է) = С* (г,) Нк (է,ր։. Д4)Ь ) ՛

Из (2.36) следует, что 

н / _ _ >'՛ _____ § \ _ |
к IՀ”-!’ r ’ 2։3(1—

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Таким образом, для определения температурных напряжений и 
перемещения в круглом бетонном блоке с учетом ползучести бетона 
получаем следующие формулы:

Հ (г. г, I) 
ЕаТ։

1 у чгЧ Ос)

К — I

J| ( R

__ L Фк
2?(1 >2)h՝z-K

ад1ГХ|

Xhdiaxii ֊Հ (h .,Z) 
I Cnak II aI; zth h

shak (h-z) / ak li V/ z \
Cbkh Г|хйтакЬД։ "h / shaji

9 «kh chakz. |n [t h E
“ch«kh chakh I k V 'T|’ R ’ 23(l֊va)h (2.39)

֊ / ( . U . Sh ak (h z)
X «k '/-I hak h —-r----- j--

ch ak 11

(chikh ) (' h )sll»xz{ R • շ^յ^յ, ) • (2-40>
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<z(r,Z. է) 
EaT,

)
(Հ ОВД «М

a- zth ak h chaHh^-z) _ h shMh-z) 
ch ak n ch ak h

sh aK z I I и / h I: 
adi՜ ]( 4 ’4։ R ' 23(1 vB) h (2.41)

u_*(r.z.t) _ i v W.)_______________ J‘(Yk r )
aT’R 1 ’։՜ £ (* vWT՜ ք _?. + iLK։ 

k 1 2?(1-V’)h xk г

x|2d. v)lbkh^-> ак h ch «k h 
~ ch2ak z.

- ak zth aM h
sha,; (h—z) 

ch a* h

(1 2y)

x4'--ir «|4 R-(՛ £)■ (W>
Из уравнений (2.39) (2.41) следует, что термоупругие напряже­

нии в круглых бетонных блоках (г, z, I), (г, z, է) и TfZ(г, z.Xj), выз­
ванные в начальный момент времени I = действием стационарного 
теплового потока, под влиянием ползучести бетона в течение време­
ни затухают, причем интенсивность затухания определяется функцией 
(I ։ I' \1,т։. . 9,.. j ' ^֊- j . Эта последняя функция называется коэф­

фициентом затухания.
Нужно отметить, что здесь рассматривается контактная задача 

теории ползучести круглых бетонных блоков, поэтому влияние пол­
зучести бетона на термонапряжениое состояние блока имеет ряд харак­
терных особенностей, отличающих данную задачу от тех задач теории 
ползучести, когда на поверхности исследуемого тела заданы только 
напр5-жеяпя или перемещения.

Как видно из (2.38) и (2.39) (2.41), в этом случае закон изме­
нения температурных напряжений a’ (r,z,t), <Հ(ր,շ,1) и ^Z(r,z.t) в бе­
тонном блоке но времени записи i нс только от меры ползучести 
бетона С ((,т) и возраста г, но также и от геометрических размеров 
блока (R и հ). от характера контакта (3) нижнего основания блока 
с основанием и от координаты т очки (г, z).
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Ниже, в табл. 3, приводится ряд значении температурных нор­
мальных напряжении с.1 (г. z. I) в точке (0, 0), вычисленных в началь­
ный момент воздействия температуры и в последующие моменты 

հ е 
времени г, при различных и -•

Характеристики для меры ползучести бетона приняты следующие:

Л. = 4.82 • Ю՜5: Со «=0,9 *10 5; у = 0.026;

Е= 2. lO'/cz/c.ir; у = — и * == 14 дням.
6

Таблица 3

. Հ((ԷՕ,’է)Значения температурных напряжении ——-

Е 
2?հ

но времени, при различных ~ ~
R

Е 40 20

11

в днях

։ 1
V

1 
Т

1
4

1.0 
0,41047 
0,20)0.3 
0. И 014
0.16003

1.0 
0.74283 
Ս,62097 
0.57143
0.57058

1.0 
0,29577 
0.10736 
0,08031
O,0i016

1.0 
0,58729 
0,4’45։ 
0.354)3
0,35887

Из данных, приведенных в табл. 3. видно, что: I) начальные 
температурные напряжения аг(0,0. т։) с ечением времени быстро за­
тухают. причем величина затухания доходит до 92%; 2) величина 

հ
'.aiухания зависит от отношения н от характера контакта (коэффи 

циен а ’■։). Сравнивая эту таблицу с таблицей, помещенной в работе [2]. 
видим, что при круглом бетонном блоке затухание температурных 
напряжений ՜ր происходит быстрее, чем при прямоугольном блоке.

3. Упруго-мгновенные напряжения в круглом блоке от воздействия 
нестационарной температуры и сил связности

Пусть рассмотренный в первом параграфе круглый блок нахо­
дится под действием нестационарной температуры, определяемой за­
коном

T(l.z) = T։ h֊^)(l֊e-41) (3.1)

где Т։— температура нижнего основания блока в момент времени 
t= ос, s —показатель, характеризующий изменение температуры и
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блоке вс времени. Температура нижнего основания блока в данный 
момент времени t будет

Т„. = Т,(1—е~։‘). (3.2)

Заметим, что, как показывают опытные данные, соотношением 
вида (3.1) достаточно хороню описываются законы изменения усадки 
бетона как по толщине блока, так и во времени.

Решение задачи о термоупругом состоянии рассматриваемого 
бетонного блока сводится к нахождению функции 9(г,z), удовлетво­
ряющей уравнению (1.7), а ла контуре его заданному распределе­
нию напряжений (1.1)—(1.4).

Согласно (3.1) имеем

VzT(t.z) = O. (3.3)

Тогда (1.7) примет вид:

(3.4)

Решение уравнения (3.4) ищем в виде (1.13). Аналогично рассуж­
дениям. сделанным в первом параграфе, для напряжений и переме­
щения при нестационарной температуре, которые обозначим соответ­
ственно через а~дг, z). axs(r, z>, тг«(г, z) и щ(г, z). получим

?«(г. z) ~ (I — е '*) Ծր (r,z)։

02s(r. z) « (I—е ՜՜։) Պ- (Г, z), (3.5)

T.v.s (Г, z) — (1 —е ՜'։1 T„(r, z),

Mr. z) —(l e՜՜") u(r,z),

где Sr {г. z), т z>, rrj։(r,z) и u(r. z) вычисляются no формулам (1.29)֊ 
(1.32).

Нормальное напряжение з.и в точке (0,0) будет

я»(0.0) = (1 е ")а,(0,0). (3.6)

а в точке СО. Ь):
•ora(Q, 10 = (1— с՜*’! պ (0, հ), (3.7)

где аг (0, ՛?) и 7Г (0, и определяются ко формулам (1.33) и (1.38).
В таблицах 4 и 5 приводятся некоторые значения нормальных 

напряжений ог.(г. z) в точках (0,0) и (0, li).

4. Температурные напряжения в круглом бетонном блоке от воздей­
ствия нестационарной температуры с учетом ползучести бетона

и сил связности

В этом случае функция напряжений ?(г։ z, է) опять удовлетворяет 
уравнению (2.5):

^Ф(^Л)=О. (2<5)

Известия IX, № I -5



Таблица ■։

Значения температурш-х напряжений — ПРН Е — 2.10\г/е,«։. h — 1.00 .«г, ■*— ֊*֊ , s = 0,0085.
ЕаТI | 6

Е 
2'h

100 40 20 10 5

11

° днях

1
4

1
8

1
4

1
Т

1 
4

1
8

± 
4

1
8

1 
т

1 
8

И 
45 
90 

зео 
ос

0,02112
0,01429
0,05774 
0,08461
0,10979

0,03897
0.11029
0,18573
0,27216
0.31738

0,02725
0.07712
0,12998
0,190.31
0.24291

0.1:6826 
0,19318 
0,32531 
0,476։ в 
0.60843

O.O154G 
Ո, 1.-867 
0 21667 
0,3175.0 
0.10525

0,08721 
0.31065 
0.415 4 
0,60904 
0.7773?

0,05716 
0,19007 
0,32008 
0, -ԽՑ02 
0,511865

0,10178 
0,28801 
(j,4ooU(i 
0,71077 
0,90722

о.озо ;շ 
0.25616 
0.43207 
О,632>3 
0.80773

0,10*42 
0,30681 
0,51669 
0.75710 
0.96635

Таблица

Значения температурных напряжений при Լ = 2«10>հ՚ՃվՀ li = 1,00 .w, . s = 0,0085.

Е 
2£»1

100 40 20 10 5

ь

в днях \

1 
4

J*
8

4 լ
8

1
4՜

1
8

J
■՚ т

1 
՜4

1
8

14 
45
У0 

эсо
а

0,00598
0.01692
0,02819
0,04174
0.05328

0.01912 
0.054<<7 
0.0.1 56 
0.13563 
0,17312

0.01342
0.03819
0,05450
0.01423
0.12027

0,03413 
0.0J55S 
0,16265 
0,23’33 
0,30420

0.022:1
0.05384
0.10751 
Oil 5764
0.20103

0,01354 
0,12321 
0,20749 
0.30 01 
0,38807

0,03328 
0,0.1418 
0,15859 
0.23239 
0.29662

0,05033 
0.11258 
0.2,010 
0,35183 
0,44'0?

0,01494 
0.12719 
Ս,21419 
0.31385 
0,40031

0,05380
0.15224
0,25637
0.37567
0,47950
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Решим уравнение (2.5) с контурными условиями (2.6). Решение 
будем искать в виде (2.10). Тогда получим значения оР (r,z, է), (г, z. է),
ч.-T.z, է» и u(r,z,t) в виде (2.11)—(2.14). Значения Ak (է), Вк (t), Dk (է), 
еиражениые через С\ (է), получим в виде (2.20), причем Ck (է) в этом 
случае будет удовлетворять уравнению

Г0к , 2?(l—v?)h]^ _
у - 4---------- ը-------(.к (է) — ак h HkS(()=

t
= 2?(l֊7'-)li (' Ск (г) (¥'(г)-[?'(г)+ГТ(т)]е-։11-։1| dr. (4.1)

■ 

где

ՒԱ1)= 2a3RsT, (I—« "'] (4. Г)
'khk

Отсюда следует, что

_i_ ■ ՝ • ՃՃՀԼ.
Ъ. Е

где

Из (4.1) и (4.3) следует что

1 —с՜31
Hte(t) = Hks(T։) ֊?• (4.4)

1—е

Пользуясь соотношениями (4.2) и (4.4), из (4.1) получим для 
определения Ск (1) следующее интегральное уравнение 

1—е~*։
Ск (t) = TV՜ Ск <ն) +

I
+ bk [ Ск (ր)(Հ« - [?'(*) -I- с՜1’1՜’’ I dr. (4.5)

Дифференцируя (4.5) но է, получим

с;(է) = —— Ск (ч) ֊ Tbk <p(t) Си (է) +
I—е 4

է
+rbk f Ск (т) |Հ(ր) + r?(r)) е՜7^ dr. (4.6)
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Отсюда следует, что

ср $ 'է 
-s-Ckfr,)- гЬк?(т,)Ск(т։). (4 7)

1-е 1

Определив из (4.6) значение интеграла 

է
յ՛ Գ «։<?'(•։) + T?W1 e ֊(|-’><k (4.8?

Հ

и подставив в исходное интегральное уравнение (1.5). получим:

1 — p"il ‘
Ck(t)~Y _ Qrj+A- Ck(T)?'(T)dT֊bkY?(t)Ck(t) 

1—с ՜ 1 **
՜1 

-si
ГСНОЧ-^—Ck(z,). (4.9)

I e

Дифференцируя выражение (4.9) по է. приведем его к следую­
щему виду:

с; (է) + ր[1փ !>»?(()) Գ(է) Д՛'-֊?. с "‘Ck (г,). (4.10)

1—е ‘

При s —со, (4.10) совпадает с (2.29).
Решение дифференциального уравнения (4.10) с начальными 

условиями (4.2) и (4.7) имее։ вид:

Q(t։ = Ck(T։)Fk
h Е
R ’ 23(1 V«)h ՚ 14.11)

где

F t-֊!1 А
k -Կ։ R 2;;(1-՝Հ)1]՛ ՜

’ ՜7.( n+bk«(x))dx
e T* dr 4֊

_ ,! I —|j' |1 -bk -T4x)’dx Հ -SX-7J |I-bk v(z)l<lz
+ ՋրՋ. I e ‘1 e (1X dv. (1.12)

l֊e . I

Если в этом случае напряжения и перемещение обозначим соот­
ветственно через a's(r,z. 1). Հ,(ր, z, t), T*zs(r, ւ, է), и u*(r, z.t), то получим
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<(r,z. () 
t*T,

= Г^(’ е ”') К [^,4.^^. s 1. (4.13)

где

Ji ( Т« R ) *

[շք!(1 >«)հ Հ + ’] ։՝‘hXk

(414>

Аналогично можно написать выражения для a’Jr.z, 0, х*п(г. г, I) 
и н*(г, z. I).

<5. Применение метода Крылова-Боголюбова

Для определения Ck (М примени» .метод Крылова-Боголюбова (7| 
Выражение (4.5) можно написать в следующем виде

Ck(t)=Ck(T։) —+ I'CkU) °- (5.1)
!-e s՜’ J °՝

•։
Как известно, метод Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова состоит 

и юм, что в интегральном уравнении (5.1) нужно верхнему пределу է 
да. ь последовательно возрастающие конкретные значения է։. Լ, ... ta . 
Тогда уравнение (5.1) может быть переписано для каждого значения 
in в следующем виде

Ск (1,)= ' Ск (-.) + Ьк [ С'< (■։) ։|- <5՛2’

i- bh ( c\ err. (5.3)

•։
-ծլ. jl

. Ск (1J— -—"֊— Ci. (т։)+Ьк j Си (т) — ^4’—• dr 4-

՞| i-
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I—e։t" 
Cfc (t. )= e — 

l-e 1

Ck(r,)+bk (’C,. (tJ<It

+ jck 
i.

tn

In—)

Если интегрировать (5.2) по частям 
C(t։, t։) = 0, то получим .

и иметь в виду.

է,

(5.4)

ЧТО

Ck (tJ-Ck (r։)
l-e SX|

</C(t„ ,т) ժ

l-e'st
-bk C(t։.T,)

Применив к интегралу в правой части полученного выражения 
теорему п среднем и делая некоторые преобразования, найдем:

Ck (1.)------------
е 5Х|

bk C(tpT,)-C ՛ (5.6)

tkСимволом С( U , ? ’ ) здесь обозначено среднее значение функции

С(1ГО1т) в интервале (tk-b fk ).
Аналогичным образом из (5.3) и (5.4) получим:

Ck = (ta) =
Ck (т։)

I Ck (էյ) 
bk га

Ck (tn)
Ck frt)

l-e՜՝11

1—e
bk C(t2։T։)

с(|2, ։|֊)c(t„5) £

l-est" 
l-e՜”*

bk Շ(Ա։)- C

(5.7)

Ն \

Ck (֊1)

bkCk(*■՛.՛_) ck
Ck(T.) Լ (5.8)

Формулы (5.6), (5.7) и (5.8) в общем виде являются точным ре­
шением уравнения (4.5). Для определения численных значений Ck (է) 
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необходимо применить приближенный метод определения средней ве­
личины

C(U,§ |tk ).
'tk-1

В практических расчетах эту величину можно определить с помощью 
следующего приближенного равенства:

C(L,, 5 f ) =С (է„. Aj +tk ).
Подставив это выражение в (5.6), (5.7) и (5.8). получим ренте 

ние интегрального уравнения (4.5) в следующем виде:

Ck(t.) =
Сь (т,)______

l+bu c((s,5^j
ւ_֊£տ1’ 

l֊c"K>

|<т„г,) сррЧ1՛) (5.9)

bk

bkk Գ(ր,)
է։4-1շ ՝\ 

շ I (5.10)

Если ввести обозначения

Գ (t,)=
ւ ~ՏԿ I—e ’ , 
--------bk
1—e ’

Gk (y=------------- 1—T

i+bkcp.,

I ՜տէ = 1—e .
------ ----- —
1-e ՜ 1

C(U. Tj) j

b|<Gk(t։) |c (t.,֊1 ‘‘j С(Ч։Ц^) (5.13)
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Gx (tn)
J___________'l—е՜**" b

f te-l+tn\l| с՜*՜’ 
Կ • я — \

C(t„ . r։)

. (5.1-1)

IO выражения (5.9). (5.10) n (5.11) примут вид:

Գ(է,)-Գ(?:№ (f.)

Ci (to )=Ck (T,)Gu(l„ )

/5./5)

Из (5.12)—(5.14) следует, что

Gk(T։) I. (5.16)

Если в этом случае напряжения и перемещение обозначим че­
рез Հ, (г. 2, t), о*’(г,2. է), <Լ(ր. ւ. է) и ։։’’<г,էւ. о получим:

а*' (г, 2, (.) | Д
EzT՜ TV1' €՜>;: - ’՝ ՚ Գ Ա1Է

’ ' k=(

Հ'(ր. 7., էշ) J Д
֊Е֊т֊-----  e (r.zj Gk(t,).

1 k=l

Հ’(ր. 2, С J 1 Л
—“ "7—;г 11 1 ■ Ճ -v՝ lJ- ■■■ ’ Gu I: t„ )

k=i

<5.17.1

АналрП1чир получим выражения -ля т’*(г. z, t։). У’| r. z, i„,).

<։(гд. tn)...............u;։(r.z,tn).
Ниже, и табл. 6. приводится ряд значений температурных напря­

жений օՀ(ր, z. է) в точке (0.0)

Характеристики меры ползучести бетона принимаем те же. как 
и при составлении табл 3.
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Таблица 6 

5~(0,0. է)
Значении температурных напряжений —-----------во врече*

3,’(0.0)

h Е нн I. при различных . ~ и —. • 
к 2,1 п

Е

8

II ДНИ Л

0.58176
0.44141
0.4086»
0.40612

0.-.4SJ . 
0.521*0 
11.47631
0.47392

0.75717
։ . I 

О.;‘>>13 
0.59135

0.84653
0.7625.0
0.71*74
0.71371

45
90

360

Сравнивая эту таблицу с таблицей 3, видим, чю при нес1эцио-
парной температуре затухание температурных напряжений а, проис­
ходят медленнее, чем при стационарной температуре.

Ереванский государственный 
университет им. В. М. Молотов • Пос тупило 6 VII 1955

и*. (Г. ITiuGm կյաճ 
ՋեՐՄԱԼԱՐՎ-ԱԾԱՅհՆ ՎՒՃԱԿԸ ԿԼՈՐ ՒեՏՈՆՅԱ ԲԼՈԿՆԵՐՈՒՄ 

ԲԵՏՈՆԻ ՍՈՂՔԻ ձԱՀ;4_ԱՌՈԻՄՈ4_
U. Մ Փ П Փ Ո I* IT

Հ ող ւք т Л ու մ յւննարկւքոր մ են 1Цп(* րեաոնյա րյոկնեղքք Հ I։ ր if ա յ fl'll լա- 
րու մնեղր, /. ր/ւ յ՚1ոկղ դրւքած Լ tffiiu.t.n հխքղքւ <//”" Հսւնւիււ if Լ чини- 
րյքւոնար ու ո\ սսւարյ քւոնար Հե ptf ու թ յան աղղերյու թյան տակ: Խն ղ լ՛ ո I if 
հւպվք, են ոունւքաձ սողքի հ րյոկի •՛. ի մն ա տակի ՝. ե տ մ ի ա ւյ մ ան հաղթության 
l/рш դողծէէղ' կաւղակրյու թյան niJhppr (էրոշւքած են Հեղմա յ fl'll iinpniif'hlipfi 
It աե ղ ։ո ւքւ Ոխո է մները: ^աղմէքաձ են հա if ա ւղ ш чип и fu ան ա ղ յ 111 ո ու կն ե p:
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