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Предисловие

Пусть имеем последовательность чисел

2՜ То - U :-՜՜ ’ ' Yn • • •

и пусть
<YV = Yk =---=Тк <Yk *£••• 

Ktn—-J hm-rJ **«11, ՝ш,-1

k Введем обозначение

Wkjn (x) = x7k« (In x )\

где v — целое число, удовлетворяющее неравенствам

0<;у с kfn, — k[n.

Ставится задача—из линейной комбинации функций <о„ (х) соста
вить систему квази-многочленов, ортонормальную на [0,1] при весо
вой функции р(х) = х“, « .> 0.

, Оказывается, что такая система |рп(х)| квази-многочленов су
ществует и

* Продолжение статьи будет

«Мг ծ’ *• '• Ս%Ն ■ ?լ \րղգղ ՚լՆ
X ..................^л\

«дующем номере „Известии-.
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_____ ______  Г П(Հ Հ 4- I 4- а)х’
рп(х^ !2>‘՛;14 * | • ՛՛ —----------------ас, ո֊ օ,ւ,շ,...

J (Հ + ր„4- 1 + «) II (հ-Y. ) 

cn

С. — окруясность |; — Yo | = уп 4- ֊;- •

Используя систему кназн-ншночлснов pn(x)|, в параграфе 2 
обобщаются известные теоремы Мюнтца для системы функции (соа(х)) 
и ; <о* (х)| [см. определение (2,3)], причем получаются не только 
достаточные условия, которые были получены ранее (см. [I] и [3]), 
но и необходимые, условия.

В параграфе 3 ряды Фуры՝, ио системе функций { Р։|(х) -рп(е~։) [ 
д

2 
применяются к теории моментов к классе функций е ՜ ф(х) С Լ(0,օօ), 
а также к решению ряда экстремальных задач.

В параграфе 4 показывается, что функции

_П(։у--г:)
ф»( +։у )- -1 ^2ր«+ ’) v----------

՚ ՚ rKiy-֊-Հ)
Ч-О

W у’= т, ; -у ^>0, составляют ортонормальную систему на( —ро, об) 

при весовой функции р(у) — 1.
Далее рассматривается ряд экстремальных задач для функции 

класса Н? (— ,՚օ) [см. определение (4.1)], а также задача прибли

жения таких функций рациональными функциями.
В параграфе .? рассмач ринается ряд экс трепальных задач для 

функций класса W- . причем вводится класс функций, являющийся 
естественным обобщением известных функции Бесселя, а также изу
чается вопрос приближения функции класса W. линейными агрега
тами функции

I

If’. / х \n։k , 0k(z) — Lsinzx-i —j dx,

0

где Пк>0 и mk>֊0 соответственно произвольные четные и нечетные 
числа.• ’ . । ■
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В последнем параграфе рассматриваются квази-многочлены

Qn(x) = 4- (7, О)։(х) 4- • • • փ ժ„ I й>0_|(х) 4-«л (х)> 

где Т։>0, х £ [О, П н дается двусторонняя оценка выражения 

։п( | sup |Qn(x)| '=Л\,.
Qh I xeio.il .1

Наконец, формулируется , остаточное условие разложения фуик- 
- цин в ряд Фурье по системе {-թձ (х)) на (0,1).

§ 1. Обобщение многочленов Лежандра

В настоящем параграфе дается обобщение классических много
членов Лежандра на дробные степени аргумента на отрезке [0,1].

Пусть дана последовательность действительных чисел
I , , . _

Ставится задача — посւроиււ 
ո

Рп(Х)= 

k-0 

обладающую свойством ортогоиа. 
весовой функции р(х) — 1.

Для решения поставленной

л 
1<п1х)՜ S ^х'՜ 

к - и

где 0 < х 1. s 0,1, •_՝, ... п, 
• •

\ х'к pjx)dx = 

(I

к - 0. 1.

причем (с,п произвольная пос. е. < 
Нетрудно заметить, что усл<

-- <ՀոՎ ••• (1.1)

систему квази-многочленов

п=0, 1.2, ... . (1.2)

ьностн и нормальности па {0,1] при 

задачи определим функции

. «-=0,1,2........... (1.3)

удовлетворяющие условиям

Գ.Ո. при k = s> „
0, при k == s.

2, ... , и.
>ва։ельиос;ь действительных чисел-
>вия (1.4) определяют рьп(х) един

ственным образом, независимо от иоаеденш; ряда

Действительно, условия (1.1) в развернутом виде запишутся так;

I!

• . * I 1
•.--о

где Հ = у, 4- 1.
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С другой стороны, определитель полученной системы ..инейных 
уравнений с неизвестными at,, v = 0. 1,2, ... , ո равняется

п (г;-ր;)(ր,-Тк)
D= -------------------------------

П (п+п)
i.k<n

и в силу (1.1) отличен от нуля.
Этим доказывается единственность квази-многочленов

Psn(x), s = 0. I, 2.............  и.

Постараемся теперь найти выражения этих квази-многочленов 
в возможно компактном виде.

С этой целью докажем предложение:

Теорема (1.1). Квази-многочлен psn(x) имеет представление-.

Р„>(х) =

Ո 
n(։+t)x 

v-(I_____________
Ո

(Տ+Հ) П М 
v—0

(1-5>

гое Հ-yv-|- 1. простой контур С охватывает окрестности нулей 

функции nte-րփ а ^п = с8П П(г>гЗ ПН —тЛ .
’•֊0 .֊о у-0

ո
ГТ (*֊?•).=

п
П (2֊Т.)
լ֊-Օ__

z~Te

Для доказательства теоремы нам достаточно показать, что ква 
зи-многочлены

п
Г П(?+г:)х‘
I V-0______________
1 Ո
J 15+Հ) П(у-Т.)

удовлетворяют условиям (1.4), 1. е., что
յ
j X'k р;„(х) dx = 

о

0, k =£ s,

Сап, к = S,
(1-6)

к = 0, 1, 2,.... п.
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Нетрудно заметить, что

: Ր ГКс+Հ) fx^+'dx
х’" p;„(x)dx=^֊ | ---------------4------------------- <к о-в)

« J (?+!') П(;-Т.)
С м-0

где контур С — окружность |տ — Հո | = Тя 4-х> О и определяется 
так, чтобы Re(Q -г Yi >0.

Заметим, что при таком выборе контура С законность измене
ния порядка интегрирования н правой части (1.6) очевидна.

После интегрирования получаем
я

П (Հ 4-Հ) <К

Խ-Հ)(տ րՀ)քԱ֊ր,)
V-O

(1.6')

Так как при k-A s вне контура С подиктегральное выражение 
правой части (1.6) не имеет особых точек, заключаем, что

Ո

I ((с+т9<к
֊— ------- □----------= о.
U+r;)(C+r;) п (с-г)V-0

т. е., что 
I
i х Ռ р։'„(х) dx =- 0, когда к т s.

Рассмотрим теперь

П К+Հ) <К 
у-0

(տ+Հ)’

Jx'’P;,(x)dx֊ 

о
-- ---------------- (1.6")
ПК-г.)

где простом контур С оставляет точку Հ ֊ — Հ вне ограниченной 

ям области О. Это значит, что
։։ о

■ ITU-ri). П'(г;֊гХ
(х’« рХ,(х) dx - Ьм --  Ь„ -----------------

« П(- r,-rj П(т;+г.)
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«I
П (-Հ)

гле П ■ ■
м—о ՛։

После замечания, что у — У, = У$ —Т, и подстановки значения

!1 Ո ’
Ь«, с,„П (Հ4-Ն) II (г,-г.);1 

,гтО V-0

получаем, что
I

i х'5 -руДх)(1х = с֊о- 

U

Этим доказывается, что р‘п(х)^рад(х), чем и завершается до֊ 

касательство гсоремы.
Определение (/./). Введем обозначения

Спп — Գ։ • ^«п ~
ո-1

Ր
Pn„(x) = P„(x)֊4i 1 --------------------Ո = Օ,1,2................. (1.7).

J nic-т.)
c »-o

. . bo f x;o;
причем Po(x)= - - •

. s 10 
C

'Георема (Г2). Последовательность квази-многочленов [pQ(x)| 
при весовой функции р.х) 1 на сегменте [0.1] составляет ортого
нальную систему.

Требуется доказать, что когда ni -р н
I

P„(x)pm(x)dx«0. (1.8)
8

Для доказательства достаточно заметить, что для всякого 1<<Հո
I

x'k pn(x)dx = 0. (1-4)
о

Допустим теперь. чтопт<п, тогда, записав рт(х) в развернутом 
виде и используя равенство (1.4), убедимся в том, что

1
( Рщ(х) Рп(Х) dx = °- К0Г*а 01 < ”•
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Теорема (1.3). При Ьа — | ?п > у1։ — V 2у։։ -- I справедливо ра
венство

։
\՛ р;(х)<1х I. (1.9)

II

Обозначим

(р-(х)<1х -А֊;. (1.10)

о

Имеем
I • I

*п X "(X) <1х — С» .
0

С другой стороны очевидно, что
jj'l 1

1 Р|Д)Р„(х)<1х = ^«n.x‘‘"|b(x)dx—«։|Ст, = а;. 
о.- u

Для доказательства георемы остается определить ճ,։.
Имеем

«՛• >
[ ri(?-Qx-

Р„(Х)֊ է-, | ----------- с
՜Հ) ПК Г..1 

с . о

В ейлу условия (1.1) вычислением вычета подпита /а.։ьной функ
ции последнего интеграла относительно гонки ч т., полу

п-1
П Vr« f-r«)

«И ~ Ь„ , •

Пк г.)
^-и

Таким образом получаем, что

‘ Y 4-Y՛
А» сп — сп Ո ^г." — ~ • (1.10 )

,.-О
В силу теоремы (1.1) и определения (1.1) имеем
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или 

в-1
П (г.-т.) 

с„ - 6„ g •
П (т„-п) 
•»-П

Подставляя значение с„ в (1.10՜). получаем

Таким образом доказано, что

I

j Pn(x)dx = 1. 

о

Из теорем (1-2) и (1.3) следует предложение, устанавливающее 
ортонормальность системы | рп(х)|, п = 0. I, 2, ... .

Теорема (/./). На сегменте [0.1] квази-многочлены 

а-Ю п(с֊г)

где простой кин тур С„ охватывает окрестности точек {— yj. 
v ==0,1,2, . . . . и. при весе р(х) — ; составляют ортогональную и 
н ор. и ал ьную с и ст ему.

Квазп-многочлены рп(х) нами получены при условии (11); по
кажем, что условие, наложенное на последовательность чисел | у L 

можно ослабить не нарушая свойства ортонормальности соответствую
щей системы квази-многочленов р,։(х).. а именно, справедливо предло
жение-

Теорема (/-•/')■ Квази-многочлены

Г Ո<?+»+է) х:<1:
№) = —I ------------ й----------------п-0.1. ... (1.11)

J (?+«+т;)П(с-т.)

где ֊ <У<|---^У.--- Г<> • • • . 7՛ ՜ V. 0 кроил-

вольное число, а контур С.( , как всегда, охватывает окрестности то
чек у0. у։, у2, составляют ортогональную и нормальную систе
му на отрезке [0.1| при весовой функции р(х)֊ х’.
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Действптельм о. расе мот ри м
t

Inm - \ X’ РП(Х) pm(x) dx

О

при предположении ո > in.

Имеем

(1.12)

Сп »—О

где в качестве контура 

т՜

Сп взята окружность Г։,| =

Заметим, что

1

= j’x’pW(x)pg)(x)dx = 

О
п—։
П Ա+«+ր,',)

.-о

2*1

[1 (։+«+Հ) 
v-0

in
П (г-- Г,) 

v-d

2-i
dz

z-rC+«֊l
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ИЛИ

<n—I
п : - 1 -

уЛ ________________
m

П (֊<•»֊։-%)

ՐՈ(^« г.) П (с
' ՝ ' II 1 ' II I է

1։։m 2ni
• III •' t >__0___

f| 11J n(

n '-0

>-Ч)
ու

•кО

d:.

Рассмотрим три возможных случая.
1)ոՀ>ու4֊1, 2) п — in 1. 3) n = ni. 
1) n > in -J- 1 < тогда

I
Inm= ( X" P։՝(X)P{,)(X)<^ ֊ 

1 II in
0

Очевидно, что последний интеграл равен нулю, так как вне 
области D, ограниченной контуром С„ . подинтегральная функция не 
имеет особых точек.

2) п и։ — 1 нлпп— 1 ш, тогда
I

U= bv|>W(x)pW(x)<lx =

*<1

V ( Y.. ?-Tnl (Tm+ Ym) f ____
■2--I ձ ՜1€-ր.-1ւ(5--ր.)

3) :ւ = in, тогда получаем

или 
1

U - i’x‘|pJ4x))’dx^ 1. 

и

Таким образом доказано, что при условии теоремы имеет место 
равенство:
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y.<p::4x)P>)dx /° когда in -а п.
когда гп - ri.

Этим теорема доказана.
Определение (1.2). Квази-многочлены р(пм(х) будем называть кваш- 

мнргрчленамн Лежандра.
Используя большую свободу выбора последовательности чисел 

|Т,|, мы можем получить ортонормальные системы различных си
стем функции.

Рассмотрим несколько примеров.
1. Полагая у, — v. v = 0.1,2........... получаем систему обычных

многочленов

________ Ր П (;-ra4֊v+!)x\V;

p'-’W Լ1Լ՚։ ֊֊ .. ■ 013)

I <Հ4-^4-ո-|-1) Г] (£—v)

Сп --<■

которая ортонорм:։, ьна на (0.11 при весовой функции р(х) — х( . 
Путем линейного преобразования получим систему

4?>(х) =
]/2n^J_ta L

2kl

T1 + i)

Kfa-f-n+l) I հտ֊Հ»
(1.13')

которая ортонормальна на (—1.1] При весовой функции р(х)-(х-. 1)’.
Нетрудно заметить, что ври а = 0 система (1.13'1 становится си

стемой классических многочленов Лежандра в новом их представлении-
При а =£ 0. х>— J (1.13) получаем известную систему многом ле-

НОВ Якоби 1пв 0>(х).
2. Положим теперь у, 0, v 0.1.2...........а = 0.

Тогда система

{ ֊ I 
12 7Հ j

после замены է = е х превращается в известную систему миогоч..е- 
нов Лагерра

|U(x) =
S

(1J4)
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Действительно, непосредственное вычисление показывает, что
п
У ճ xk
Հ-J kn

k=0

6>f e֊’U(x)Mx)dx=P "P” m*"- 
J I I при пт = n.

Нетрудно заметить также, что при а>—1 

I 
2тс1

Ջ±!^«-Լ<№

J *պ֊ր<։

где Ln’(x) обобщенный многочлен Лагерра, так как

;• а ~хг(а> . <«’ . О при п» Ф и,
I х е Ln (x)Lm (x)dx = *

I. 1 при in =• n,

-֊(«О oi Հ nj
где Ln(x)=knLn(x), kn = J/ f(n"r ЬК) ՛ 

Действительно.

cc ■» ֊°?
Y*n - |՜ x«x“e-,U (x) dx = I <CH,՛ * d; ( x^e-*1'4՝1» dx =

'° ' Й-Г 4

r(n+l+a) f K-i-ir d: = Г(п+1+«) [ C+l)՞՜' լ.
2zi I C+1(^1)kflw լ'՜ ъПт1 4

i:<-r icj=r
когда k է 1 n.

Л

””r(”; *+’>•

151-r

Непосредственное вычисление показывает, что коэффициент при

.П .(«>, . (— 1)”
X в Lo (х), ап = —----- • Это значит, что

_ -.Հ») -(о)
х’с ։L„ (x)Lm (x)dx=-O, когда in 7 п 

о
И

\ хве“4ь!Лх)| dx =an lnnk’ = 1. 

о
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Таким образом получили известное свойство

р а -х 7(в)/ %Г(9) ,ч։ (0 когда пт г и.
хе Ln (x)Un (x)dx =

J i 1 когда ու — п •о
I’)

Используя полученное выражение Lm (х) и зная, что многочлены
I ’ н

Эрмита и Н>ш յ(х) выражаются соответственно через L., ՜ (х) 
и х Lni2 \х). получим также представления для многочленов Эрмита.

3. Рассмотрим теперь такой пример

Го = Г5=-- = ՝'3„=-=°-

т_Тэ=... = т,л+1==...= 1 

(требование Հ0<<Հէ y2 <• • • • • несущественно), тогда

lf-11-r 4 *'

. . /з Г (Հ-М Г1 (5+2)՞ 
К Р.'П+։(х)-• 2R’i Հ տո+։(:֊1)"+1 * Г>‘

Непосредственное вычисление показывает, что система ; р1:1(х); 
является линейной комбинацией системы |(lnx)*, х (lnx)k|,v, к 

= 0, !, 2, ...
Очеви, но, что аналогичных примеров различных ортонормаль

ных систем функций будет бесконечное множество.
В дальнейшем изложении нам придется использовать некоторые 

модификации квази-многочленов Лежандра.
Определение (1.2е). Квази-многочлены рп(е ) - Р։։(х) буделт 

называть е—квази-многочленами Лежандра.
Замечание (Ы). е— квази-многочлены р„(х) на (0, сс) при весо

вой функции р(х) — е х составляют ортонормальную систему.
Определение (1.3). Обозначим

Замечание (1.2). Квази-многочлены р„(х. о) на [0, з) составляют

ортонормальную систему (весовая функция р(х)«1).

В этом можно убедиться путем подстановки — =
<3
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Приведем еще одно определение, которое кам понадобиться 
в параграфах 3 к 4.

Определение (1.1). Условимся считать, что о(х) Լ'Че. 
(0. а ) |, если

ф(х) е * । 1?(0. 05).

§ 2 Обобщение теорем Мюнтна

Рассмо. ри.м последовательности чисел 1 ?,[ и | «Հ. удовлетво
ряющих условиям:

Vч 1 -«) ֊շ֊<-.Դ--ր, <•- Т? — շշ. (2.1)
к=0

<) 0 < а„ ... а։. Հ а, < • • (2. Г)

Определение (2.1). Последовательности. удовлетворяющие уело 
ниям (21) и (J. Г), соответственно буду г называться (;0 и (|Г) после 
довате.п.ностями.

Определение (2.2). Систему квази-многочленов

/ 2Y..-H П к+г,) <• .֊о
(UrJ ri K֊r.)

а;. и«о. 1. շ,

где I у,; является (р) пос. сдои щель нос i ю,обозначим через , рп(.\),р<. 
Аналогично определяется [Р։1(х). •՛...

Определение (2.2')- Сис.ему квази-многочленов

- 2'1 л = 0.1.2, ..., (2.2) 

где Сп— окружность ап = «п . a v. | является (р') последова- 
гельностыо, обозначим через [ Р ■

Пре. варигсльно докажем два вспомогательных предложения.
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Теорема (2.1). Справедливо тождество
ռ-է

п 
----[|(k-֊-7.r-

1
2k : 1

(2.3)

I)

где R>֊֊- произвольное число.

Действительно, в лемме 4 г. авы I։ работы [1] получено тождество:

... П и. С)

4 ’ ո^ՈԼԱ-/.)
Т-1 

w
П ս Թ

R..,։;z)֊ -̂------- ^Լ֊, (2.4,

П и. ս) '

v„ = V-u>֊^.

Полагая a (2.4) Uv|z)= ' > получаем

+ Ա յ±ձւ p] Д ■ (2- 0
1 ։Հ-Ւ|յ, ..//-r-a* 4֊'/■ 

■
Полагая, в тождестве (2.4') >. =հ.հ ։. £.= — Հ. ' —k. z = к֊֊1,

получаем
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1 2То+1
2к+1 (к+г;)*

И—I 
m П (К-Т.)’

V (2Т„+Ո 
.=1 П (k+-Q։

ьп(ЙЙ։^г
Этим теорема доказана.

Теорема (2.2). Для всякого х (, [0.1] и к>0 справедливо не
равенство

։п
X* — У fln

п—0
₽;,w

х" 2 pn(x)dx.
где аа =

где

Де ист в ит е л ь но. пол ожи в 
к'> ~i-> будем иметь

(2.4') ^ = ^ + 1, z = k'в

1 _ 2YH-1
С֊к' (к'-КоГ

л—։
.о П (5+г.)

S (2г„+։)тг-------
1-1 П (S-T.)

■»•-<։ О
П(к'+<)

п к'—с АьЧ-т; 
! * к/+т;

1 
t-k' ՚ (2.4Դ

Помножим обе стороны тождества (2.4") на 
РУ ем по окружности Cm ( I ՝ ~ R | = R + у-j ’

хс и проинтегри- 

где

R>max (аа, к).

Получаем
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Проинтегрировав полученное тождество в пределах от t ֊0 до 
[=х^1 и подставив в полученном результате J - х, ,

v = 0. 1,2, ... , k' f ֊- = к >0, Հ 4- -֊ = Հ , будем нметь

где Сш —окружность |С—R| = R, R >max (ап, к).

Следовательно, заменив интеграл по С1։, на интеграл по прямой 
(— i с», i оо), получим 

тп
хк- у 0„ (к + ±]р>(х) <

п=0 4

<1У

|/ (У+к’Цу’+|)

Этим теорема доказана.
Перейдем теперь к обобщениям теорем Мюнтцз.

Теорема (2.3). Для того, чтобы, система квази-многочленов 
!рц(х)| в 1?([0,1]) составляла фундаментальную систему. необхо

димо и достаточно, чтобы она была системой |р1։(х)>р|-

Для доказательства теоремы рассмотрим

m
xk- £«opu(x)

n=0

dx, (2-6)

где I
մս= J Xkpn(x)dx. 

b

В силу ортонормальности системы [ p„(x)J на [0,1] при единичной 

весовой функции будем иметь
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I m

?Լ = ( х'к(1х — У а- .г пт | _1 151
П =0

(2.6')

Найдем теперь числовые значения коэффициентов ап . 
11иеем

причем перестановка интегралов закона и Re(Q 4- к -4- 1 >0.
Производя интегрирование, получаем

i J (ч+Հ)
V О
ПК-г.) .-0

?+к-Н

П (-к-1 4-ն1

1/2Ն.+ 1 ----
П(֊к֊1֊Г.)

<-•0

Таким образом, получаем

ու . 11 Y*—i)
?.՝ ,Կ- Ճ ---------------- .

В силу (2.3) будем имен» 

га I Հ|հ__у \ 3 ।
Рп' = Ц (k+Հ) 2к+Т ՜ -2՜6^

Очевидно, что при ш-* хд О тогда а только тогда, когда 

яоследователькость yj является (р) последовательностью, а [ p,,(x)J 
системой { рп(х), р[ .

Этим теорема доказана.

Определение (2.3). 11усть последовательность [ yj удовлетворяет 
условиям

• ՛ • Yp. Гь Yg Yj. у -ՀԼ հ
Kin—J hrn *ni4-l KIB I 2 KIII> Ktn։ ; I
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Введем обозначение

wk (х) = x’k® (In х)' . 
Я1 • ♦

где V—целое число и удовлетворяет неравенствам

О £2; V к *31 к qj •

Определение (2.3). Пусть последовательность (a. j удовлетно- 
ряст условиям

Г «». =Ջ ак < а» — ®к — ’к = * ‘'*= ак <՜ sk , < • • • 
Кпм1 К<т< КтЛ "я-J hm, KMifl

Обозначим через

«Հ , (x)-x kr,(1nx)՝,

где целое число v удовлетворяет неравенствам

О V - : kjn, km.

Определение (2Зе). Обозначим

■ («')“ ‘-V.(х)-

Замечание (2.1). При у, a,, v = 0. 1.2. ...

«.(х) = '<(*)•

Замечание (2.2). В частном случае, когда

щп (х) - х7". । «Հ (х) = х'о 1-

Замечание (2.3). Непосредственное вычисление показывает, что 
рп(х) (р'։(х)) является линейной комбинацией функций |u>k(x)j 

к = О, 1.2. .. . п.
Как следствие теоремы 12.3), в силу замечания (2.3) получаем 

редложение:

Теорема (2.3"). Система функций щп(х)1 фунааментальна в 
1-3([0.11) тогда и талька тогда, когда последовательность |у 

яоляется (р) пос ледова те.юностью
Справедливо также предложение:
Теорема (2.4) Система функций 1, ш*| х); фундаментальна а 

С([0. I]) тогда и только тогда, когда, последовательность (а. 
является (р') последозательностью.

Достаточность условия теоремы слелуег ич нсрпненсгва (2.5).
Докажем необходимость условия соремы путем обратного до 

путцения.
Пусть, несмотря на то, чю ։ не является (и') последователь» 
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костью, для всякого сколь-у годно малого е>0 при m > N(s) выпол
няется неравенство:

m
lxk~ V ь.л <Հ(.\)

ո = 0

О xClo.i].

другой стороны, нетрудно заметить, что при

/2«„+1
<х)---------2Տ1֊

I П(ч+^ + ։)х:

, I (С-ап4-1)П(;-а, )
с0 *-о

где Сп — окружность ;Հ- а,,՛ яп и

ճ0 = J xkqn(x)dx, 
"о

справедливо соотношение:

Записав (2.3) для последовательности |ճ,}, получаем

₽»2.= п
*-0

О
к—а» Y 1

к4֊«. —1 ) 2к-|-1 <՝՝՝£

Полученное неравенство противоречит нашему допущению о том, 
что

Необходимость включения единицы в систему совершенно оче
видна.

Этим теорема доказана.
Нетрудно заметить, что теоремы (2.3) и (2.4) являются непосред

ственными обобщениями известных теорем Мюнтца (см. [2], стр. 303— 
312), а также теоремы 7 главы II работы [1]. которая другим спосо
бом доказана А. О. Гельфондом (см. [3]. стр. 117).

§ 3. Применение к теории моментов и некоторые 
экстремальные задачи

В настоящем параграфе мы применим систему квази-многочле
нов Лежандра к теории моментов, а также к решению некоторых 
экстремальных задач.
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Теорема (3.1) Система квази-многочленов j рп(х), р> замкнута 

на [0.11 при весовой функции р(х) = 1.
Справедливость утверждении теоремы следует из теоремы (2.3) 

и из известного предложения Стеклов։, которое гласит:
Если А есть класс функций, всю,.у плотный в ԼՀ и если равен

ство Парсеваля выполняется для всех функций, входящих в А, то 
рассматриваемая ортогональная сис.ема замкнута (см. [4|. стр. 313)

Заметим, что из теоремы (3.1) следует ее аналог для системы 
i —Квази-многочленов Лежандра, а именно:

Теорема (3.Г). Система с квази-многочленов Лежандра jPn(x). ц 

замкнута на (0. се) при весовой функции р(х) = е ՝•
Замечание (3-1)- Всякий е—квази-многочлен Лежандра Рп(х) яв-

дается линейной комбинацией функций 2к (х), к = 0,1. 2.... , п 
определение (2.3е)) и. следовательно, может быть представлен в

Ո

Р„(х) = У«пкйк(х).

к—0

(см.
виде

(3.1)

Теорема (3.2). Среди всевозможных с квази-многочлена в 

п«1
Q:։(x)- V akQk(x)4-£2n(x),

к=0

Л
min \ е“х 1 Q» (х) Г З'К 

Ь

осуществляет е — квази-многочлен 
п I

F\(x)= v «лк 2к(х) + оа(х).

(3.2)

(З.Г)
«пп , _ ®"пк=0

Действительно, нетрудно заметить, что всякий е—квази-многочлен 
Qo(x) может быть представлен в виде

п—I
Q„(x)= УькРк(х)4- 

к «.о

Рп(к)

Олп

Эго значит, что

Ге’х| Q։(x)i’dx_

О
Следовательно,

n-i
v bkj2

ьо
р՜՛ пп

min 
On

e"x|Qn(x)|4x = 1 
а՜ tin

(3.2')
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т. е. Ьо = ծ,= ••• = ծո-ւ = О

и Qn (Х)= Рп(х)
^па

Энш теорема доказана.
Определение (31) После/ова ельность чисел (pn | (конечная или 

бесконечная) называется последовательностью обобщенных моментов 
функция փ(ճ) է 15 J չ՜լ, (0. ) 1 (т(х) Հ I?((0,1]), при весе р(х) — е ’ 
(р(х)=- 1), если выполняются условия

сс
( о՜ ։Զ„ (х) ф(х) dx = Рп , Ո = 0,1.2' . ։ (3.3)

I
( | tlJ0 (x)?(x)dx = р„. ո = 0,1.2. .
4 и ՚

Рассмотрим три возможных случая:
1. Последовательность р. конечная.
2. Последовательность р. бесконечная

00 1V -J______ сг .
Т.+ 1

•.= о

3. Последовательность |рк; бесконечная.

Эти последовательности соответственно обозначим через

{Рк . ПК (М) и (М).

Теорема (3.3). Среди всевозможных функций ф(х) £ L2 J е х, 
(0. op )) с заданной последовательностью (рк. п) обобщенных мо
ментов

5®
min | e’։!6(x)|sdx (3.4)

оеуществлнет функция 
ո

W*)= V^fcPJxb 

k-0 
k

где աա а«,|Ц . а а», определяется из

•—О
к

1\(х) = Vak.Q^x).

>«з0
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Действительно, дополним последовательное1 ь у0. у։, до
■*. бесконечной (и.) последовательности. тогда, согласно теореме (3-1). 
' система е—квазн-многочленов ;Р„(х), |i| замкнута на (0. оо) при весо-* 

вой функции р(к) — е и всякая функция И*)1' 1-= . о՜ . (О. о-Р прсл- 

■ставляется своим рядом Фур;.՛- по системе |^п(х-,11՛
ОО ос.

■ 4(х)~ լ,41’.(.4|. а, е-՝1’к(х)ф(х)€1х.

к “0 в

Ос ос
причем | с ՜*| Փ( X) - <1х У | Ачр-

а к-б
Заметим еще. чго при к = U, i, 2.............n. At — пх для всех функ

ций изучаемого класса, гак как 
«• а к

Ак = | е ՜ ‘ I \( х յ 0( х) ilx е՜ * ф(х) У abV Զ, (х) tlx

<• 0 -,~=(|
к

= У Як» йк •

v О
Таким образом голу чаем

S" 11
e-։14(x)!s<1x= М |«,|։֊ք֊ У |Лк|։- (3-41)

о к—0 к—пЧ-1
Из равенства (3. Г) следует, что

м
mini е Х|ф(х)|*с1х= У|<М=. (3.4*)

о к֊--0
Этим доказывается единственное!: минимизирующей интеграл 

функции (согласно известной теореме Рлссз-Фишера), а также ус.а 
навливается ее явное выражение, а именно:

II
•ух) - 2£щРк(х).

к«0
Теорема (3.4). Для того, чтобы (М) r.oe.'.t'ooeaincAbr'.ciemb чисел 

!|Ь) была последовательностью обобщенных моменпюе, функции 
ф(х) £ необходимо и достаточно, чтобы сходился

00 11
ряд լ խււ,"“? ^дс ип~ У «ukpk, а числа z.„, апреиеляются пл 

n=0 к=0
п

Ри(х)^ ^«n»£k(.V).
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Необходимость. Coci а ним

«.,= (' e-։P„(x)<|>(x)dx =

О
Оп Ո Ո

- I е՜1 V а։1к ак (х) «р(х) (1х = У} а1)к |1к.

о к—О к—О

С другой стороны, в силу фундаментальное՛! и системы функций
■X

]Рп (х). р) и георемы (3.1) убеждаемся в сходимости ряда У |anf-

п=0

ро
Достаточность. Из условия сходимости ряда У, (12, согласно

7 = 0 
известной теореме Рисса-Фншера, примененной к системе функций 
(Ря(х). |փ следу ci существование единственной функции 0(х) • 
' ’{с՜ ՝, ((), со) | при весовой функции р(х) — е ՜ , для которой

•75 
с՜’ р„(х)ф(х)бх, п ^0, 1.2, ..

9 

а $то значит, что
со

е ։Уп(х)ф(х)с1х = |1п , п = 0.1,2, . 
о

Этим георема доказана,
Рассмотрим ։епсрь частный случаи (յւ) последовательности чисел 

[Yv|, когда

у <Т.<Т,<Т.< -- (3.5)

Тогда и?, георем н (3.4) следует:

Теорема (3- Т). Для того, чтобы (М) последовательность чи
сел (рп ’ была последовательностью обобщенных моментов функ

ции ф(х)£ |е , (0, сх֊) | при весовой функции р(х) = е х. когда вы
полняется условие (3.5). необходимо и достаточно, чтобы сходился

ряд У где

R - В
Ո

П (ր,+Հ I
«" - rZ ^„ ֊'֊ Г Ճ - —----- — I֊:. ■

к о (Ն.+ Հ) П'(Тк֊Г.к
;-о
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и I п ՛
а ГГ(Гк—Г7)к = 1ЙП П Г.) .

I ’-°
Для доказательства теоремы достаточно заметить, что в данном 

случае
Ո

„ п nivd-Հ)
Р. (X) = V а„у Ձն (Х) = |/-.շՆ + ։ £ - -о п ■ _ ,e~W •

к֊.О к-о(ть+•(,;)[Т (Гк-Վ
7-0

Замечание (3.2). Как нам известно, утверждение теоремы (3.4) 
устанавливается впервые, а условие, полученное в теореме (3.4'), 
будучи эквивалентным уже известному условию, от него отличается 
по виду и, как нам кажется, получено более естественным путем.

Рассмотрим теперь ют случай, когда последовательность чисел 
। Рп! является (м) последовательностью.

Очевидно, что в этом случае последовательность {рп) не опре
деляет единственную функцию С(х), поэтому естественно поставить 
задачу отыскания функции ^й(х), осуществляющей

V

среди всех функций б(х) £1?|е ՝■ (0՝ °0) » при весе р(х) — е’\
Очевидно также, что

°? а
( * * i*(x)fdx> £|опр. (3,6)

и п=0
п 

где а„ = У а.,» р,.
v=4>

Рассмотрим . еперь последовательность функций

|ՏՈ (х)|, п = 0, 1, 2, ... , где

и 
Sn(x)= VekPk(x).

k=0

Из условия (3.6) следует, что последовательность |Sn(x)| г L- 
!е'х, (0, а) | при весе р(х) = е ' сходится в себе (см- [4). стр. 292).

Это значит, что в силу теоремы Э. Фишера (см- [4|. стр. 293) 
последовательность (S, (x)j схо ится почти всюду на (0, с» ) к функ
ции %(х) £ 1Л {е~х(0, ^) ! при весе р(х) = е \
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Следовательно, при достаточно большом и подавно ||Sn(x) 
%(х) II <CS где €>-0 число сколь-угодно малое-

Таким образом устанавливается равенство

ՐI е х1’?л(х)/2Их ֊- £ |ла|3. (3.6')

о Ո ՜ .0

Сравнивая (3.6) и (3.6՜). получаем, что
ос ос

™>| с "|i(x) |։dx = | е՜’ |40(X)l։dx. (З.б)

у о е

Таким образом доказана:

Теорема (3.5). Среди всех функций '}(х) (?L-(e՜4, (0, «) | при 
весовой функции р(х) = е-< с заданной (М՝1 последовательностью 
обобщенных моментов и,. J

» 
min ( е՜ ‘ J ф(х) |2 dx = V I аа \~

V v=0

осущестзляет функция

%(х) = iim Sn (х),
11 ֊* ОО

n k
гое Sn(x)= ^ЛкРк(х), «и = V .

k=0 k-^0

которая существует почти всюду на (0, ^).

Аналоги теорем (3.3), (3.4) и (3.5) могут быть сформулированы 
также для функции о(х) (Հ Լ՜ (10, Հ).

Теорема (3.3*). Среди всевозможных функций s(.\) f Լ2 ([0, oj) 
.• заиа.нной последовательностью (pk. п) обобщенныу: моментов

4
пип |<р(х) |2dx 

о

осу щт՛ тал нет функци я

Ո
?6(Х) - ^«kPk(X,<JI.

k=0 
k

?де = У «խ. (<*) ,Աւ: . я ak. (а) определяются из

. 0
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» / хi/7T~T ] I П (տ+Հ) Լ _ j n 
№•<>)֊֊ — - I —--------- Й-------- V "' .(>•)-

' "rv: J (r’+T,j ril^’L) -o 

Վ --°

Теорема (3.P). Длятого, чтоби (Mi ie- "вательность часе.! 
{jin} была последовательностью обобщенных моментов функции 
с(х)£1?([՛необходимо и достаточно, чтобы сходился ряо н>
V խ„ |տ։ где а., — У аяк (□) ni; , а числа х|к|» определяются из 

п=о к=о

II
Р։։(Х,7) = У я։и(7)Шv (ճ), 

v—О

Теорема (3.5*). Среди всех функций ф(х) (с!.- (|0, а)] с заданной 
(М) последовательностью обобщенных момента :

Հ с®
min \ | s(x) pdx — V խ<։

v п=0

осуществляет функция cft(x) = l։m S;l(x), где
Ո -* !Х

л к
՝՝ ՜ Ճ GnPx<X, з), й|с = V ак»(а) р, , которая существует почти

к=0 ?-0

всюиу на [0. oj.

Ссхтор математики и механики
АН Армянской ССР iУступило 20 Ռ '955
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X* Վ. ** unptqtuiG

ԼեժԱՆԴՐհ ՐԱՋ1Ո1ՆԴԱՄՆեՐհ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՈՒՄԸ եՎ. ՆՐԱՆՑ 
ՈՐՈՇ ԿՒՐԱՌՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ

Ա Մ Փ П Փ I) I» 1Г

‘եիւ/Ոէր էՈ.նեն,ր

- ^-հր^-րէ^րշ^-■ ■ ^ր„^-■ ■

թէքերի հաքրւրւլ ական ill ի} յա նր և 4 ք';!"'֊.[>

’"<YKn֊i<% ՜՞^ասւ =*” “rkm,<Ykm,+l ^”՜

ե in ։մա հե ն,ր (0։1 (X | •'/<«։ Ն կ ց ft անե p ft uni прЧ ական ri ւ.թ յուՀհր՝

wko ,v U) = х‘ки(1пх)%

ti/iilil'/f 'f~"ti uitf pntfV P l"l l’u"/“' l"“ յ՚՚՚՚՚հ I;

l^tn 
nt ն t ut у tn it ար ութ jut ն 'll l. p ի ն г

Խնղիր Լ դրվում Wn(x,։ ֆftt Ն կ ւյ ի ւսն հ ր ի դծ սւ յքւ՚էւ կ» th ր քւն ւս /у ի ա՚եէ. ր ի у 
կաղմել {Q.11 հսէսւէյսւ  ̂ի >1րս> օրտոՆորմ ш/ и ftttinhtf՝ կչոային 'քւու.ն կ րյ խս 
p(X) = x\ a>0 tint կայք էի} jut մ ր t

Պ ttt (''[t/ut-fh Լէ пр կ'1"ււէ1ւ - put tjil' սւն if սւ մնե pft ւս յդսյ ի п ի it^ititnlrif դո/rn^ 
թյուն ունի և

npnd.tf Cn-£ Yn ; = Yn - շրհանոպիծ է։

1)ւրէւադօր1>1էքուի nijtf կ^արյի֊ pintfifանդււււքները, րն դ՜ւ ան րարյւի ում հն U յունա֊ 

t/ի ~4սյ։ոնի թ liuplitf ան ե p p, քածվաif են մի չարք խնդիրներ J ( -- ՀՅՕ, •X )

!ւ \\՚՛ ղասի !իա նկցիա՚հերի էքերարերյսյր ինչպես նաև ճչդրտվո։.մ I; 1Լ. (). 
^եքֆէէնդի մի սւրդ յունքր:
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