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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Н. X. Арутюнян, Б Л. Абрамян

О температурных напряжениях в прямоугольных 
бетонных блоках 

HQ® *

Задача о температурных напряжениях н бетонных блоках имеет 
существенное значение в связи с вопросами определения размеров 
блока при бетонирован ни.

Впервые этот вопрос был рассмотрен Г. Н. Масловым |1] на 
псионе методов теории упругости. В дальнейшем эта работа была 
продолжена А. 3. Басеничем [2] и Г. С. Шапиро [2|r Ю. А. Ннлёнде- 
ром (3) и самим Г. Н. Масловым |4—5].

Во всех этих исследованиях вопрос о влиянии размеров блока 
на температурные напряжения рассматривался без учета ползучести 
бетона и при допущении ж гткои заделки блока с основанием.

В работе С. В. Александровского |В] приводится решение этой 
задачи‘с учетом ползучести бетона, при условии отсутствия горизон­
тальных перемещении вдоль линии контакта блока с основанием.

Следует отметил», что дипущ нис об О1сутс:вии горизонтальных 
перемещений по лилии ковтак.а бетонного блока с основанием не 
отражает действительной картины температурных напряжений л бе­
тонных блоках, так как в этом случае ис учитываются должным обра­
зом силы сопротивления т(х), возникающие вдоль плоскости контакта 
-фяока с основанием вследствие его продольных перемещений и ха­
рактера связности с основанием.

Такая постановка задачи ле может огнеfи.ь на возрос как опре­
делить рациональную длину блока, в котором возникают наименьшие, 
температурные напряжения, если задана высота блока, так как зна­
чения максимальных темпера, у рпых напряжении при таком решении 
получаются практически постоянными и равными ЕаТ, независимо от 
геометрических размеров блоки.

Вместе с гем наблюдения, произведенные над существующими 
бетонными блоками, показыпают. ::։о в действительности напряжения 
сущее, венио зависят от размеров блока, при этом они значительно 
меньше, -чем напряжения. найденные н результате такого расчета.

б недавно опубликованной работе Б. Л. Абрамян |7] дал реше­
ние л он за, ачи, пользуясь ..инейной теорией ползучести бетона в 
предположении, что по линии контакта бетонного блока с основанием 
действуют постоянные тангенциальные напряжения ՜. величины ко­
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торых не зависят от термонапряженного состояния блока к равны 
максимальному значению сопротивления бетона сцеплению.

В работе А. 10. Ишлннского и Л. В. Ду майского |8| рассматри­
вается задача о растягивании упругой полосы с приклеенным к- н-й 
хрупким слоем из материала типа глины или гипса, ко։.՛:։ между 
этими двумя связывающими слоями дейС1вую1 касательные напряже­
ния, величины которых в каждой точке контакта пропорциональны 
относительным перемещениям этих точек.

В настоящей работе рассматривается задача и » !р..юнаг<ряжен 
ном состоянии прямоугольного бетонного блока, расположенного на 
сплошном основании и находящегося под тейепшем стационарной 
температуры, с учетом ползучести бетона и силы сопротивления т(х). 
действующей вдоль плоское։ и контакта блока с его ос?Ю։.<л.г- При 
этом величина и закон распределении чих сил вдоль поверхности 
контакта блока с основанием завися! как о.՛ термоняиряженного со­
стояния его, ։ак и or характера связносш нижней i учти блока с ос­
нованием.

В главе I дается решение термоупругой задачи для т .tkoi о блока, 
основываясь на гипотезе плоских сечений. Глава II посвящена иссде 
;. она пню термонапряженного Состояний такого блока без гипотезы 
плоских сечений как в стадии его упру։ой рабо ы. так и • учеюм 
ползучести бетона.

На основании результатов, полученных в этой главе, указываю։сч 
пределы применимости гипотезы плоских сечении в данной задаче, 
в зависимости от геометрических размеров блока.

Г .1 А В А I

НАЧАЛЬНОЕ ТЕРМОУ ПР* TOE СОСТОЯНИЕ 
БЕТОННОГО БЛО.КА

§ I. Постановка задачи и основные предпосылки

Пусть прямоугольный бетонный блок высотой 21։ и длиной 2/ 
своей продольной сюроной у — I։ (фиг. 1) лежит на сплошном 
основании п находится под воздействием стационарной .емпературы Т. 
завистей юлько о՛։ координаты у, Шприцу блока принимаем рав 
пой единиц։?.

Основание такого блока будет оказывать сопротш ••иие сю про­
дольным температурным перемещениям. Эго сопротивление будет՜ вы­
ражаться появлением силы сопротивления, действующей но нижней 
грани блока у - — I։ в виде горизонтальных тангенцпа.՜: кых лапря 
женнй т(х), которую будем называть силой связности блока г осно­
ванием. Очевидно, что величина и закон распределении -тих си. 
вдоль осн х су ут обусловливаться поверхностной структурой них 
двух тел и характером их контакта.
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Однако сояременнан физика не дае какой-нибудь законченной 
теории поверхностной структуры твердого тела.

Поэтому в настоящем параграфе пр։։ решении задачи о термо- 
иапряженном состоянии бетонного блока будем исходить ил предпо­
ложения. что между силами связности т(х) в данной точке kohiukio 
блока с соответствующими перемещениями и(х) имеет место за вне и 
мОсть, которая в обще.՝.։ случае может быть представлена в индо

tlx) — i|u(X)] При ,
(1.11

Т(х) -Ti При U -> щ .

причем т, = ։խ, | и ЦО) 0.
В случае, если и» = щ , .от — (|пь | -= т„ const.

Здесь
li(x) —продольные перемещения точек нижней грани блока:
փւ|-некоторая, определяемая ։н опыта, функция от u. характе­

ризующая связь между силами связности т и cumветс։ кую­
щими перемещениями и;

■ Հ» и и. — значения силы связности т и перемещения и. при которых 
в данной точке контакта блока с основанием ниг։упа ՚ւ 
предельное состояние;

И/, значение пеусмещени! . при котором наступаем ра:.ру пе­
ние связности в данной точке контакта блока с основа и՛ .

Таким образом, предельное состояние я данной точке коитак"а 
блока с основанием, описываемое соотношением (1.1), характеризуем­
ся тем, что. когда в этой точке величина силы сяязиоая ՜ ;ochij< : 
некоторого предел иного значения т . го, несмотря на ддльнейшш 
рост продольных перемещений ս (ս<ս»). в этой точке ՜ остается 
постоянным, ранным и*.

Вначале рассмотрим термонапряженное состояние таких блоков 

для которых имеет место соотношение ’ П'“'Ь1Ч11° встречаю 

щееся в гидротехническом строительстве.
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Положим также, что u С и для всех значений О^х 
Т.-лда, как будет показано далее, справедлива гипотеза п ос их се­
чений, выражающаяся зависимостью [д]

<*Н^ А(х) + В(х)у. (1.2)

п(х.у)—горизонтальные перемещения произвольной точки блока. 
\ւ՛) и В(х) — некоторые, пока неизвестные, функции переменной х.

Нормальные напряжении з блоке с (Х,у) определяются зависи­
мостью

. . .. du „ .... .
(х.у) - հ .Հ - F.X Цу). I 1.3»

Здесь
Е — модуль мгновенной деформации бетона, 

Г(у> температурная функция.
Если обозначить тангенциальные напряжения в произвольной i оч­

ке блока (фиг. 1) через т«х. у), то очевидно будем иметь:

т(х, - h)֊z(x), 

7(х, I։) —0, 

и(х, — li) == и(х).

(1.4)

§ 2. Уравнения задачи и определение напряжения

Рассмотрим условия равновесия элем.нна блока, расположенного 
лежду произвольным поперечным сечением х и торцевым сечением 

х / (фиг. 2).

Փոր. 2

Имеем
♦h t
I դ( (X, у) dy - 1 т(х) dx ֊ (.՛,

-11 X

( ©, (X. у) ydy — h r(x)dx =. 0.
-h
Ե_
т (x,y)dy 0 для всех зпаче-

!лн. дифференцируя равенства
> 11

փ 
кий х;

(2.1) ио х, получим 

(х,у)<1у--ед=0.

- ?1
I h

‘ ֊j <МX,у)у<1> г(х)~0.

-ь

(2.2)

(2.3)
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Заметим, что уравнения (2.3) выражают условие равновесия бес­
конечно малого элемента блока, расположенного между сечениями 
н x-pdx. Ч;о касается условия (2.2), то оно выполняется тождествен­
но для любого значения х.

В самом деле, из условия равновесия - емента блока (фш 2' 
имеем

у

T{x.y) = T(.x)-d֊- (a։dy. (2.1)

Пользуясь соотношениями (2.3). выражение (2.4) для т(х,у) при­
ведем к виду

коюрый удовлетворяет граничным условиям (1.4).
Обозначим величину перерезывающей силы в произвольном по­

перечном сечении блока через Q<.
Тогда будем иметь

Н1
Q։ = — jx(x,y)dy (2.6)

-h

или, согласно (2.5), находим
т ti у

Q.’. = 4- i <iy (պ (X. 5) de. (2.7)
U A I

*՜է։ h

Меняя поря, ок iihici рг.ровапня в (2.7). имеем
+1։

Q. = (,* (o։(x,t)[|H SMc (2.8)

-h
НЛМ

+h
Qx =11 57 ( Mx, C)d? + \ °* («. ? d* <2-9>

2՜I: —h

Пользуясь уравнениями равновесия (2.3), получим

Q։ = lr:(x) — hr(x) = 0. (2.10)

Таким образом, условие (2.2) выполняется тождественно для 
всех значений 0^х?д7.

Переходим к определению шх). о։ (х, у) и т(х, у). Для этого пред- 
варИ1ельно напишем выражение для о< (х, у) в следующем виде

Мх,у) Е(Л(х) + В(х)у1֊ЕяТ(у). (2.11)
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Подставляя это выражение для о. (х.у) в (2.1), получим 
+h f

2EhA(x) — Еа T(y)dy 4- (’•:(?:) dx = 0

и " ' (2.12)1

4-h I
~F—B(.x) —Еа j T(y)ydy —h I| t(x)<Ix 0

—11 x

ИЛИ 
i 4h

A(x)=-^|- j T(x)dx T(y)dy,

5 -h

f th
ВД = W [ T(x) dx + 2l“՜ f Т(У) >dy- (2՛131 

\ -ii

( другой стороны, из (1.2) имеем

=Л(х) —hB(x). (2.14)

Подставляя значения А(х) и В(х) из (2.13) в (2.14), получим
I ч-п

֊d< rap<x>dx֊ -Ц'-тК <2է5>
Դ

(ифференцируя (2.15) по х, находим

<ад 
dx2

(2.16)

Пользуясь соотношениями (1.1) и (2.16), для определения u(xi 
получим следующее дифференциальное уравнение

<12и 2 (Л
ах’ = йЛи1 (217)

или

П- (-18)

Краевые условия для н:х) в силу (1.1) и (2.15) будут следующие: 

|1(х)х=() При X 0,

(2.19) 
1 It

и 'Х)=2П՜ Т(у> 1 — I dy при х /.
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Таким образом, решение задачи о термо напряженном состоя­
нии ионного блока свелось к определению Функции и(х) из нелиней­
ное- дифференциального уравнения второго порядка (2.18) с крае­
выми условия чи (2.19).

Пользуясь уравнением (2.16) и условиями (2.19), выражения (2.13) 
для А(х) и В(х) можно принести к виду

Ж"*1*-։-;. ,|՝№ 

х - h

г п
1' В(х> ® <2-20) 

* ’h

.или
I)

Л(х) - — լ I — и'(х)| + T(y)dy.

— Ii
Hl

=si?Iuii! ՜ u*(x)։+^» ՝, T(-1 -vdy- (ճ?2|) 

’ll

Подставляя . 4՚ւ->-:: \(xj 1 B(x) и ՛. (2.21) в (2. Ill и пользуясь 
соптло!пениям11 (2.19Հ лля а, (х. у) получим следующую формулу

Г 3 դ}(^՜՜7)"’(՝)՜ւ

i(’՜ h) Уть>(1+ i’ )11՝ !֊
-■h

(2.22j

Подставляя значения зх у) из (2.22) в (2.5). после интегриро­
вания и некоторых преобразовании 
Получим հ.1.4 1ангси1шйлы1ого на­

пряжения т(х. у) следующее выра­
жение

?(X.VJ=-^l|(y h).

Как видно из соо։ нопиишя 
(2.23), тангенциальные напряже­

ния т(х,у> по толщине блока изме­
няются по параболическому зако­
ну (фиг. Յւ. причем наибольшее их Фиг. 3.

3!1!1Ч"нис получается на иижиен грани, у торцов блока.
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В середине блока, т. е. при х = 0, т(0, х) = 0, так как ЦО) 0.
Прежде чем перейти к приложению полученных здесь резуль­

татов к конкретным задачам по определению температурных напря­
жений и бетонных блоках, отметим, что в дальнейшем связь между 
интенсивностью сил связности г и соответствующими перемещениями и, 
определяемую зависимостью (1.1). будем называть характеристикой 
сил СВЯЗНОСТИ.

§ 3. Температурные напряжения в бетонном блоке при линейной 
характеристике сил связности

Положим, что сила Связности т(х), действующая в ..анион точке 
контакта блока с основанием, пропорциональна соответствующему пе­
ремещению н(х и выражается зависимостью

-(х) = քխ) = ри(х՜), (3.1)

где
— коэффициент пропорциональности, характеризующий меру связ­

ности данного бетонного блока с основанием, зависящий от их по­
верхностной структуры и упругих свойств бетона, с размерностью кг, or.

В этом параграфе будем полагать, что иди и(/)^ . -у •

Это соответствует такому термопап ряженному состоянию бетонного 
блока, при котором только его краевые точки (х /, у= li) могут 
находиться в предельном состоянии.

Тогда, согласно (2.17), дифференциальное уравнение для опреде­
ления и(х) нримеч вид

^֊1^) = о (3.2)

ИЛИ

^A’-WiW = o, (3.3)

где 

при краевых условиях

и = 0 п ри х = 0 

и

U'(*)= ojj- ( Т(у) (l — при х = /. (3.5)

-li

Решение уравнения (3.3) есть

и(х) = CjShXx 4- 92chXx. (3.6
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В силу условия (3 5) имеем: 
♦ I։

է ֊ շոձ Л тН1Л И (57)
I . • ֊հ

Подставляя значения с, и с2 из (3.7) в (3.6). получим

■ ^йМ1՜^ (3-8>
֊ И

Введем обозначения
-Ui »н

- | T(y)dy. ST= J T(v)ydy. (3.9)
֊և -li

Тогда
ash ax pT QST 1Ղ lfrt

u(x)= , -- 3nt._. • (3.10)
v ' XchXZ 2h 21r

Очевидно, что <2Ч- представляет плота.ч., ограниченную ։емпе- 
ратурной кривой в пределах толщины блока, а величина Sr — стати­
ческий момент этой илощя; и относительно срединной плоскости блока.

Для нормальных напряжений ох(х,у՛, согласно (3.10) и (2.22). 
получим следующее выражение

1 у \ , ат St \ ch kx , 
3 hJ'2!i 21r/chX/՜՜

12т
2h

EaT(y). (ЗИ)

Для тангенциальных напряжений т(х,у) из соотношения 
имеем:

(2.23)

-(X. у) = [(У-հ)- (3.12)

или, подставляя значения н(х) из (3.8) в

Հ 3a,3shkx . .. / I
т(х, v) = V — 11) ( - 4-

4 ՛1 4xh civ. I ՝ ■ ' I 3

(3.12), приведем его 

у\ Զւ -ՏՀ
հ 2հ 2հ2

к виду

(3.13)

Горизонтальное перемещение н(х.у) определяется формулой

Զր Տ. 1 sli дх 
2h ։'2h2; ch л/

К +?т(1+1) |շհ-1ֆ <3J4)
В качестве конкретного приложения результатов, полученных 

в настоящем параграфе, рассмотрим задачу об определении темпера­
турных напряжений в прямоуюлыюм бетонном блоке при линейном 
Пэвссгяи VIII, № 4—3
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распределении температуры по толщине блока с учетом сил связно­
сти г(х). действующих в плоскости его контакта с основанием.

Г. Пусть прямоугольный бетонный блок высотой 211 и длиной 2/ 
(фиг. 4) лежит на сплошном основании, при полной свободе переме­
щений торцевых сечений, и подвергается воздействию температуры, 
изменяющейся по линейному закону.

Так как в плоскости контакта блока с основанием действуки 
силы связности, то он будет находиться в термонапряженном состоянии

Из соотношений (3.9) и (3.11) для нормальных напряжений сх (х,у) 
получим:

Тангенциальные напряжения т(х.у) и т(х). согласно (3.91 и 
(3-14). буду։

ЗяЗ Т. shXx , , / I . v \
tix.v --п г-/ ' ’’Нт + т՜ ’ 

4/.hchAZ \ 3 И /

, . яЗТ։$1։л.х •
ЛХ)-Т(Х. Ь) . (3.17)

Для перемещения и(х1 п силу (3.9) и (3.10) имеем

. . aT.shXx ... ...
u(x) <Jl«

Из соотношения (3.16) следует, что наибольшие по абсолютной 
величине нормальные напряжения получаются вдоль плоскости кон­
такта блока с основанием:

,,(x.-h)=.֊E«T։(l-^J - (3.19)
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Из формулы (3.19) видно, оч(х, —հ) знакопостоянно по всей 
длине блока и достигает максимума в середине блока, т. е. при х=0.

а«т.х(х. —հ) МО, —li) - EaT, ( 1 — Ն (3.20) 

и номере приближения к торцам блока gx(x, —h) убывает и стре 
мится к нулю при х - /

M'.-h)֊=0. (3.21)

При у -I։, т. с. у верхней грани блока, нормальные напряжения 
сх(х,1т) обратного така, но также знакопостоянны по длине блока 
и равны

, , . ЕаТ. /, ch X х \2 (՛ ’с|1Т/)՛ <322)

Из (3.22) следует, что нормальные напряжения на верхней грани блока 
достигают максимума также в Йрфшнё блока, г. е. при х = 0. и 
равны

a.„.Ux.h)֊»,։o.bi - ՂՆ|1 -аП/) (3-23)

лио мере приближения к горцам блоки убывают, причем, когда х — I.

Ծ, (3.24)

По толщине блока (х, у) меняется по линейному закону, при­
чем. согласно (3.16), нейтральная плоскость, где 7х(у,х) = 0, нахо­

дится на расстоянии у ֊ ֊ от среапнной плоскости блока.

Из полученных coin ношении (3.19), (3.20). (3.22) и (3.23) сле­
дует, то при охлаждении блока, т. е. когда Г, <0. по всей плоско­
сти основания блока возникаю՛ растягивающие напряжения, причем 
они достигают наибольшего значения, определяемого формулой (3.20), 
в середине блока, а наименьшего, равного пулю, — у его .орцов.

У верхней грани блока возникают сжимающие напряжения, наи­
большие значения которых, определяемые формулой (3.23). также 
достигаются в середине блока, и по мере приближения к торцам блока 

они уменьшаются, принимая у торцов значения, равные нулю.
При нагревании блока имеет место обратная картина, т. е. у верх­

ней грани блока возникают растя։ нлающие напряжения, а у нижней 
сжимающие.

Тангенциальные напряжения т(х. у), согласно (3.17), достигаю։ 
наибольшего значения у торцов блока при х — / и у« Խ.

s;„(x.֊io-</)=<֊՛ и, у (3.25)

и ио мере приближения к середине блока они, монотонно убывая, 
стремятся к нулю при х — 0.
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Максимальные значения перемещений и(х) также имеют место 
у юрцов блока и в силу (3.18) равны

аТ
Нт» (х) = u(Z) — -A th X/. (3 26)

А

2 . Рассмотрим, как изменяются нормальные напряжения о» (х,- հ) 
при охлаждении блока в зависимости от изменения его геометриче­
ских размеров.

Для этого предварительно перепишем формулы (3.19) и (3.20» 
н следующей форме

Ё ' հ _ 
(3.27)

Պ —11) — M0,-h) = EaT։ [1------ ------ / — •

с|1|/ tT
где

Т։ — абсолютное значение температуры нижней грани блока
Из формул (3.27) следует, что:
а) с увеличением длины блока 2/, при сохранении его высоты 

2h = const, и прочих равных условиях, нормальные напряжения ax (х, I։) 
расту т;

б) с увеличением высоты блока 2п при 2/ -const. нормальные 
напряжения в блоке убывают и. наоборот, при уменьшении высоты 
они возрастают.

Таким образом, в длинных блоках температурные напряжения 
Значительно больше, чем в коротких и высоких блоках. В длинных 
блоках значения максимального нормального напряжения шах(х, —li) 
могут быть определены с достаточной точностью по формуле

тзх(х. հ) = (0, — հ) EaT։ 1֊2с
-К?

а в коротких блоках

<Тят«(х. — h) - (О, — 11)^
EaT, 

1-Я 
‘ 2;/ճ

(3.28)

(3.29)

Из соотношений (3.27) и (3.28) следует, что при увеличении 
длины блока нормальные напряжения в нем растут гораздо интенсив* 
нее, чем при соответствующем уменьшении высоты блока հ.

в) при сохранении постоянного отношения длины блока к его 

высоте- ֊- const, максимальное нормальное напряжение ах(0, —h> 
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возрастает при увеличении высоты блока 21։ и убывает при его умень­
шении. Таким образом, в геометрически подобных блоках максималь­
ное нормальное напряжение (О, -In бо.ьше у высоких блоков.

Заметим, что в дос а точно длинных блоках нормальные напря­
жения Сх(х, — h). как видно нз соо. ношения (3.19), сохраняют значи­
тельную величину на большом протяжении длины блока и только 
близ горцов начинают быстро убывать, стремясь к нулю при х—/.

Тангенциальные напряжения при ох. аждепин блока в плоско­
сти его контакта с основанием, согласно (3.17), могу! быть представ­
лены в виде

՜23հ շ 
т(х)_^./здГ± х 21. <3.30,

( Е հ

Максимальное тангенциальное напряжение тшп(х; получается 
у торцов блока при х - - /:

, . .. EaT, /2,3h.. , ' 2;3h Լ ,.,ч
rmax (х) ֊֊ ~ | ~ը-- Hi I ը- • լ-յ • (3.31)

Для достаточно длинных блоков, как следует из соотноше­
ния (3.31),

т(/) 1 L'-.i:
ЕаТ/^ 2 ( Е

а для коротких и высоких блоков

z(r‘

Г.аТ։" Е

(3.32)

(3.33)

В случае нагревания блока аналогичная картина распределения 
имеет место для ox(x,h) и о. (0.11).

Сделаем некоторые предположения по отношению к коэффи­
циенту §. определяющему меру связности бетонного блока с осно­
ванием и характер их контакта.

При идеально податливом основании, г. е. когда силы связности 
между бетонным блоком него основанием отсутствуют. 5 — 0 в, сле­
довательно, А — 0.

В этом случае имеем:

(х,у) = 0.

т(х. у) = т(х) = 0,

п(х.у)
а Т, х

2
(3.34)

к(х) - аТ,х.
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~ __________ .»-• -___________________________ _____ —-ТТх.    ---- ֊ЯГ- ֊—i

При больших значениях р, а следовательно и л, будем имен.

ох(х. -Щ-ЕвТ, |е 1|.

т(х)=4Т| е ч<- .

Щх) = ^е (3.35)
А

Когда горизонтальные перемещения н вдоль линии контакта б о 
на с основанием отсутствую!, т. е. 3 — /. = ос՛, имеем

Ох(х- —11) Е«Т։,

т(х) О, 

и(х) = 0 

для всех значения х. за исключением х — I.
Для иллюстрации картины распределения нормальных и каса 

тельных температурных напряжении вдоль основания бетонного блока 
ниже, в таблицах I, *2 и 3, приводятся соответствующие значения на 
пряжений <7х(0, — h), о։(0, h), а также т(/), для различных значений 
коэффициента 3 и отношений -J1 •

На фигуре 5 показана эпюра распределения нормального чапря 
жен и я с (0, —h) по длине блока.

/к z

Фиг 3.
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Таблица J

«х Н>. -10
Значении температурных напряжений у • вычисленных по формуле (3.27 ), 

■ ри Е 2.10 2ii= 1.00 ։/

3

/ “is х h
8՜

1

ո
1 
5

_1_ 
4

1
3

10 200 0,141 0.081 0.060 0,031» 0,022
25 so 0,29» 0.IS9 0.138 0.092 0,054
50 чо 0.477 0.323 0.248 0.171 0.103

100 20 0,675 0.5JI 0.409 0,299 0.189
200 10 0.842 0.707 0.605 0.477 0.326

Таблица _՛
v Cx(O.h)

Значения температурных напряжении ~j-~y—• вычисленных по формуле (3.23),
при Е 2.10 К2;сн-. Ui = 1,00 а

h
Е \ ' 1 1 i 1 1

8 В •9 * 4 3

10 200 0,070 0.042 0.030 0,019 U,011

25 80 O.I50 0,095 0.069 0,046 0,027
50 40 0,238 0.163 0.124 0,086 и.052

too 20 0,338 •0,256 0.205 О,’50 0,095
200 10 0.421 0.354 0,303 0.239 0.163

Таблица J

Значения температурных напряжений -<•') • вычисленных ։։о НТ , формуле (331). при

Е = 2.10 к?,т.н2. 2h = 1.00 М

h
3 \ Z

1 ) 1 ) 1
8 ՜6՜ 5 4՜ 3

10 200 0.01S 0,011 0,012 0,01 0.007

25 80 0.040 0,033 0,028 0.024 0.018

50 40 0,067 0.058 0.052 0.014 0.035

100 20 0,106 0,097 0.090 0,080 0.065
200 10 0.156 0.151 0.145 0.135 0.117

§ 4. Температурные напряжения в бетонном блоке при линейной 
характеристике сил связности и наличии зоны предельного 

состояния

Пусть прямоугольный бетонный блок ВЫСОТОЙ 211 и длиной 2Z 
подвергается температурному козленснино, ; отброе для простоты
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примем ։г;у*ниющнмся -о линейному закону (фиг. б)

В предыдущем параграфе было показано, что если между силою 
связности tfx) н соответс։ вучощнм перемещением п(х) и данной точке, 
контакта б. ока с основанием существует линейная зависимость вида 
(3.1). о н\ наибольшее .։: ачсние получается у краевых точек осно­
вания блока х = ± / и у հ и определяется формулами

т„։։(х) z(l) f-aT,

iwt*) u(/) *T'th/7. (4.2)
A

Как видно из выражения (4.2). с повышением температуры Т, 
значения Ո/) и ։»(/) возрастают.

При некотором 3ii.i՝4՛ пи Т, Т: краевая точка основания блока 
№•/ и у= — h нридс! в предельное состояние, т. с. для этой точки 
бу. ег иметь -iccro ус. "юн-

“шах (Х) — tl/) — ТЛ .

Очевидно, чю .-шипение Т։ = Т;.. определится, согласно (4,2). сле­
дующей формулой

(4.3)

Таким образом, при Т, Тн между силой связности т(х) ц соот­
ветствующим перемещение?: и('х) имеет место зависимость

т(х)^Мх). (4.4)
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раведливая л..к всех гочек контакта б..ока с основанием, вклю- 
чая и х — I.

При дальнейшем увеличении Т։. т. е. когда Т, >Т։„ на линии 
контакта блока с основанием появится некоторый участок, все точки 
'..отррого будут находи՛, ьо. к п.-еде. ьном состоянии.

Обозначим длину этого участка, ко.орая подлежит определению, 
через а (фиг. 6).

Тогда, и си.л (1.2), будем иметь

t(x) = 3u(x) при 0ед. х .-՜ծ,
(4.5)

-(х> = т. при ծ ՏՀ х --Х/.
где а — 1 — b.

Рассмотрим те рмоыпр .՝■:•! ՝шюе состояние I и II участков блока 
отдельно.

Уравнения равновесия для ! участка блока буду: 
֊րհ I։ О

E f [А(х)4-В(х)у]йу-Еа f T(y)dy4- (’r(x)dx-l֊- (/ ծ) 0.
—h ’ h i

(4.6) 
rh b

E ( [A(x|; B(x)y]ydy -Ea j T(y)ydy—h 1 ?(x)d;< -с. 1ц/ — /;) ՚».
—h -h x

Пли. после hhtci рисования, находим
h (>

■ад֊2^|‘т(У)<>у-^рх)ах-Ц^.

֊ե X

•Хх) = > j՜ T(y)ydy . J z(x) dx+ 3ձ^Լ . (4.7)

-4 x
Для второго учасжа будем иметь

■է I։
Л<Х) = ֊ У T(y)dy '-И .

-։։

В(х) ֊ С Т1У)У<)У ՚ • Н-8)

֊հ
Подставляя .значения Т T(y) = ֊^i I -է-j в соотношения (4.8/.

После интегрирования получим
., . а1\
Л(х)= ֊֊։

г. (/֊х)
2Eh ’

В(х)
Վ х Յրյ/ х| 
211 1 2Е11-

(4.9)
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Таким образом, функции Л(х) и В(х) в интервале & = / пол
ностью определяются уравнением (4.9). Чтобы определить значения 
этих функции в интервале 0- -x-sc/հ необходимо к уравнению (4.7) 
присоединить условие связности блока с основанием для этого участ­
ка. выражающееся зависимостью

т(х) «?ри(х) при О^х^-ձ (4.10)

при этом
է(ծ) «= ? 1|(б) = - ,

T(0) = ц(0) - 0. (4.11)

Тогда, согласно (4.7) и (4.1), будем иметь

т aTi 1 Г / ч 1 •«(/-&)
Л(х) = t 2EhJ т(х)<։х -2Ё1Г' 

՛ 3
4>

г,, , «Т. 3 Г . . । Зт3(/ — Ь) . , р
В(Х) 2ii ՜*՜ ֊2Eli։ J ‘(X)l X ՜ 2Elr ' <4֊և>

t

С другой стороны, условия (4.10) можно представить в виде

^) = P[A(x)-hB(x)]. (1.13)

Подставляя значения А(х) и В(х) из (4.12) в (4.13), находим

(4 14)

Дифференцируя (4.14) по х, получим следующее дифференциал- ■ 
ное уравнение для определении ”(х).

-7(Х) лЧ(х) 0, (4.13)
1.1 X"

где
93 

л-‘֊-- и О^х^лб.
Eli

Краевые условия для т(х), в силу (4.11) и (4.14), буду <՛.: 
дующие

■Հ0) = 0, т’(О) = р |aT։֊^y*՝'j ■ (4 16!

Решение уравнения (4.15) при условии (4.16) будет

Т(х)_ И«Т,-?^|гО

При 0-: х^б.
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__  • = - — — *-= ^==яноканшвпвЕгт---------------=

Выражение (4.17) определяет закон распределения сил связно­
сти :(х) на первом участке контакта блока с основанием. На втором 
участке контакта блока, ւ. е. когда />^х^/

T(x)=Ts. (4 18)

Пользуясь выражением (4.17) и условием т(£>) = тЧ1 получим 
следующее граисцендеитнос уравнение для определения а, ւ. е. длины 

1 того участка контакта блока, все точки которого находятся в пре­

дельном состоянии.
4Д - («т,- (4.191

•> \ Lsri /

После того, как из уравнения (4.19) определено значение и=1 Ь, 
пользуясь соотношениями (4.12), (4.17) и (1.3). получим следующие 
выражения для нормальных напряжений

">֊֊<|-т.Л"]!՛ "SI «* 

когда и
■ Mx.-h) - --»('*). (վշ1)

при б^х^/.

Наибольшие нормальные напряжения аЧ1„.,ч(х.—п) на первом 
участке блока будут при х О 

’<«ш(х, հ) ох (0,-11) = — Е «Т-
2г а 

14;
(4.22)

а на втором участке—при х — Ь

Зч«т (X, ֊10 =ах (ծ.- հ) = - • (4.23)

§ 5. Температурные напряжения в бетонном блоке при нелинейной 
характеристике сил связности

Положим, что сила сопротивления т(х), действующая в данной 
точке контакта блока с основанием, и перемещение и(х) связаны за­
висимостью

т(х) -ffu(x)]. (0.1)

Будем полагать, что т(/)^т. , а температура но толщине блока 
меняется по линейному закону (3.15).

Тогда температурные напряжения в бетонном блоке определят­
ся через функцию и(Х) следующим образом
I ։.(х.у)֊ т(։-тг)| |։Тх)-аТ. }՛

I тТх.у) ֊ ֊h^ {(y֊h)֊ ^(y’-h։)}. (5.2)
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г; с функция и(х), согласно (2.18). определяется из дифференциаль­
ного, уравнения

"^֊ етЛ“<*)1 = 0 (5.3)

с краевыми условиями

ц(0) = 0. и'(/) — аТР (5.4)

Такая постановка задачи предполагает. что известен вид пели- 
1!<՝йнол характеристики сил связности, который определяется из опыта 
и характеризует степень связяое/и контакта блока с основанием.

Одновременно следует отметить, что даже в том случае, когда 
0'1Ы1иые кривые т(х) — 1|н(х)| могут быть аппроксимированы с листа- 
.очной точностью степе;։ юл функцией или полиномам!!, то и тогда 
нахождение эффективного решения уравнения (5.3) с краевыми усло­
виями (5.4) связано с большими математическими трудностями.

Покажем ->то н:« простом примере.
11<>-г1:кич, что характеристика сил связности - имеет нс.пшей- 

ноггь лила

г = J[u| = p։ii (5.5)

i. e ձ, и ;> некоторые параметры, подобранные так. чтобы соогно- 
•ценно (5.5) наилучшим образом описывало экспериментальные кри­
вые z — и.

В ч!ом случае дифференциальное уравнение (5.3) примет вид

<և2՜ճ՜ս՜՜|րէ1 М}

|. с введены обозначения

|| .бн\- ..... V.-n1՜
dx 

или

Интегрируя, находим

X:

Idxj-^'-TF <з;8’

(d"T W'-^' + c,.

II

-I , ֊֊ T.-J-+C,. (5.10)

. / 1 ՝- •> , Г1*1’P| C1+x-U-+ —

1 ՛՛

Для нахождения точного решения уравнения (5.6). удовлетво­
ряющего краевым условиям (5.4), предварительно запишем его в 
форме
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Замечая, что при х = 0 и(0) = 0, получим

(5.11)

Получс’ннг.’й эллиптический интеграл (5.11) может быть ч?пве 
[е։։ к нормальному виду следующим образом |9|:

Введем обозначение

1 = с։ 4֊ л2на -г ֊֊ • (5.121

Из уравнения I - 0 получим
| (5.13)

11-

Пользу ЯСЬ значениями (5.13), из (5.12) находим

, = r(ui._^+^Z)(B._^i^®S). .o.w)
Подставляя значение 1 и?. (5.14) в (5.11). имеем

II
Լ=և-----------------—---------_________________________ (3.15)

2 J 1 / I -*г+ т>-2с.1»а _ иЛ _ ս»

J |/(ւ֊Հ1('ւ՜ ՚ (5.16)

введены обозначения

J, ’_՝Л*Д- V>/~2c։p‘

л2- 1/р^2с,;--

л֊+ I ’
_ НС»___

(5.17)

(5.16)

«
(5.19)

Обращая интеграл (о. 16) и пользуясь обозначениями (5.17) (5.19) 
функции и(х). получим следующее выражение

Ф) =
I Х'֊2с,|г 

-----------------------ՏՈ
р

g 1 С, (5.20)X
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Для определения постоянной с, воспользуемся краевым условием 

ա'(/)«վ. (5.21);

Дифференцируя (5.20) по х. из (5.21) для определении с, получим 
следующее трансцендентное уравнение:

аТ, 1 с, сп ( -г- - . I <?п ( Ճ |. (5.221

\И ՜ I А4—2с,{Iе / \| . - I >-■ ւ'Կ։՚.: ՛

где яп(х), сп(х) и dn(x)— эллиптические функции Якоби, а /. и ч 
известные параметры, определяемые соотношением (5.7).

Затруднения, которые возникают при применении полученных 
формул (5.20) и (5.22) к решению конкретных за. пч по определению 
температурных напряжений в прямоугольных бетонных блоках с не­
линейной характеристикой сил связное in. вызывают необходимость 
отыскания более эффективных приближенных способов решения урав­
нения (5.3).

Наиболее простои и естественный прием приближенного ре­
шения нелинейных уравнении вида (5.3) заключается в замене нели­
нейной характеристики прямолинейным отрезком или системой отрез­
ков. Такой способ прямой линеаризации удобен гем. что с его по­
мощью могут бы и» использованы те результаты, которые получаются 
три решении многих линейных задач. Способ прямой линеаризации 
использован в работах Я. 1՜. Пановко |Ю]. II. К. Куликова |11|. 
Л. Г. Лойцанского [12], 10. А. Толпа [1.3] и других при решении 
некоторых задач теории упругих колебаний.

Способ ։рямой линеаризации можно примени;.-. уравнению (3.3) 
следующим образом |1и|. Заменим нелинейную характеристику ini] в 
интервале Ս и- и(/) ее приближенной линейной характеристикой рн.

Коэффициент 3 подчиним условию минимума интегрального квад­
ратичного отклонения, взвешенного ио величине и. Это условие уси­
ливает приближение при больших значениях п чю очень важно, 
так как при малых значениях щх) сила связност тх/ акже мала н 
не может сильно влиять на термонапряжепиое сосюянпс блока.

Таким образом, ищем значение ծ из условии минимума пнте| рала

1 | I (([и] —,3u)ti j՜ du. (5.23)
о

!. е. определяем р из уравнения

»(Л
Д \ { (ք[Ա1 -/Н)н ;2бн^0 (5.24)

о

"U)
НЛП f(n)irdii. (5.25)

(I
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После того, как величина параметра ? определена, задача сво- 
.лися к решению линейного уравнения

<րս пk-u =- О 
IX

15.26)

с краевыми условиями (5.4), которое было подробно рассмотрено в 
предыдущих параграфах настоящей главы.

I л а в о II

ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ 
БЕТОННЫХ БЛОКАХ С УЧЕТОМ ПОЛЗУЧЕСТИ

|§ I. Упруго-мгновенные напряжения в прямоугольном блоке 
от воздействия температуры и сил связности

■
Пус<ь прямоугольный бетонный блок (фиг. 7| высотою 211 и дли­

ной 2/. находясь под воздействием стационарной температуры Т(у». 
своей продольной стороной у = 0 связан со сплошным основанием 
•ак. что на нпжнеи грани блока отсутствую! нормальные напряжения 

з։(х,0) = 0. (Ы)

з действующие вдоль -гон рани силы связности г(х) распределены 
по закону

тху(х.О) т(х), - рп(х.О), (1.2)

где 3 — козффинис.и пропорциональности, ттеющин размер­
ность кг ем .

и(.х.О) горизонтальное перемещение точек нижней грани блока 
по направлению осн х.

Продольную сторону блока ՝ — 2й считаем свободной от внеш- 
них напряжений

ajx,2h) ~xv(x.2h) Ո, (1.3)
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а ни торцах блока выполняются условия

м ±лу) ֊-f-xvdy1 =0. (1.4)
rt lx - i f

В силу симметрии граничных условий, нз оси х == 0 будут иметь 
место

и(0,у) = т։у(0,у)«0. (1.5)

Для простоты положим, что температура изменяется ио линей­
ному закону

Т = Т(у) = Т։(1֊<|, (1.6)

। .е Т, температура нижней грани блока.
Исследования термонапряженного состояния в рассматриваемо: 

бетонном блоке будем проводить в рамках плоской задачи, решение 
которой, как известно, сводится к нахождению функции напряжения 
,(х.у). удовлетворяющей внутри области поперечного сечения блока 
(фш 7) дифференциальному уравнению

-I 2 -^֊ 4- /֊-? — — EaV2T 11 71
■ r d*' 1 ՜ՕՀ-ժք + dy' ' ' "°

а на контуре его заданному распределению напряжений (1.1), (1.3) 
и (1.4),

Здесь Е — модуль мгновенной деформации блока.
а а—коэффициент линейного расширения с размерностью

1
грае)

При плоском напряженном состоянии имеем

ժ-<?
Օյ = ֊ - >

д\--

дЧ

'ху дх.ду '

5; ֊ Հ.հ = Tzy = 0.

Перемещения н и v определяются из формул

ժս т 1 .ег = ЗТ-“т- Ё-(’« w’>'

ժ\- 1
տ> ~ rfv՜՜ “т ՞ Ё <а’ То։ ’• (1.9).

v -Ժս 1 - 2(14-V),
* ՝у оу ' dx E

где у — коэффициент 11уассона.
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Из (1.8) и (1.9) получим

и(х>У) = 4J j ^dx~*^| + aW' + h(y).

(1.10)
у

v(x,y)= 4֊jj X’dy-vJ)+a jT(y)iiy ՛Г։(х)՛ 

0

Неизвестные функции f։(y) и Г,(х) можно определить из условия 

ժս dv 2(1-J-v) ժ2փ 1 ; д Հ <րզ ։( <Րհ
оу ժճ Е dxdy ՜ E j оу I Ժ/2 (4 ~ dxdy '

t) i* Օ'<Ձ 1+ ժճ \ c^2d-v}+aT/(y)x + f;(y)4֊f;(x). н.и)

откуда следует, что

aT хаМу) = ֊«// + Ь, i2(x) = -J— +ax4-c. (1.12)

В нашем случае, согласно (1.6), имеем v4T — 0.
Решение уравнения (1.7) ищем в виде

00

®(х, у) — У cosak х {Ak ch ak у , Bk sb ak у 4-

k- 1

+ «k y(CMchak у + DhShah y)), (1.13)

где введено обозначение

(M4)

Пользуясь формулами (1.8). (1.10), (1.12) и (1.13). получим

со
о։(х, у)֊ У a-cosak х | (Лк 4 21\ )ch я!; у Ч-(Вк 4-2Ск )sh а. > 4-

к-1
(1.15)

-4֊ ак у (Ск ch ак у — 1Հ $h у) |.

Сс
Су (х. У) = У Վ«к XI Ли ch «к у ф Ви sb ак у 4-

к=1
(1.16)

4- ях у (Ct ch ак у 4- Dk sb. ак у) J.

ис
'ху (X, у)= լ Հ sin ак х [ (Лк 4- Dk ) sh ак у 4֊ (В« ։ Dx) ch ак уф

к=1
• — «Ь у (Ck.shflCk у 4- ОксЬяку )), (1.17)

Известия VIII, № 4 -4
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I %
и u(x.y) — V а. sin х | | I -+-V) Ak 4֊ 2ГЛ ] ch у -

՜* к -1

Н( I -Н) вк 4֊ 2Ск |տհ ах у 4- (14->) ак у [Си ch ак у }- 1Հ sh ак у] 4֊

4’ аТ« ( 1 - ) х - ау 4֊ Ь,

(1.18)

i v(x.y> -р X \{|(։4֊v).Ak (I v)Dk|shaky4

k-l

■ ц1-ну)Вч (I у)Ск |cli у (Ц-у)ак у |С sh ак у 4-DicChat у]-f-

+։ТФ ^йх+с-

У Денис торя я условиям (1.1) (1.5). из соотношении 11.15) -(1.18) 
для определения неизвестных коэффициентов Ак. В... Q. и 1)к полу­
чим следующие уравнения:

\ ch 2a։ li 4- Bk sh 2a:. Ii 2ak h(Cfc ch 2ak h Dl: sh 2a։. h) — 0. (1.19)

(AK | O;. )sh2ak ։i 4֊ (Bk r Ck )cb. 2a;< Г — 2a; h(Ck sli2ak h 4֊

-* Dk ch 2x, h) 0. (1.20)

Au^O, (1.21)

a —h;= 0. (1.22)

К 1-Գ l.f-[(l-.»)\+2D։|'4 0.
I՝.ak (1.23)

При •угон использованы обозначения 11.14).

•Ц ֊ 1 / ,T
(1.24A /.->1 Л v’nr.( 2k 1) au

и ледующш.՛ разложение

ծ/ Հ. < Ч՛՛
х= լ (2k ly-SHia^x (0- JX /). (1.25)

k-l

Решая уравнения (1.19) —(1.20), находим

В =- 4/°^У՜ п
sh 2a.: hch 2xi h — 2ak h

(1.26)
c. - sh22«Ji _

sh2a, hch2a: h-2akh k
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Подставляя эти значения в (1.23), получим

Ок ֊
2хк ак հ Хк

4311 
-п-4

(1.27)

где
у {Ь2«к հ______ 1

4 ՜ 2«i. Ii clr2ak հ ’

11.28»
& - tli-2a. Ii - I [ h V 

\di2akh I

Тогда из (1.26) находим

Вк ֊ a/l?Zj ՜՜ Dk‘

th'-2akh
2xAhXk

(1.29)

Пользуясь этими выражениями для 
?։(х,у), ?у(х,у), тчу(х,у) и перемещения 
щпе формулы:

определения напряжении 
u(x.y). получим следую-

Мх-_У> 
EaT,

I -1)

1 (2k 1)
I 2lh2akli

U հ1
ci j ak (21i—у)

eh 2ak- h

Фк D 
2«khXk " '

<

— у (11 2а. 11 sh лк (211֊ у) . հ \ - |
ch 2ак Ii ' \ ch2ak h I I

Як 11 ell Oji у I 
ch 2a< I: ch 2ak h ՛

(1.30)

2h ) տհ А >

Mx.y) 
1-aT,

I I) 'cosakx 1 ak y(h2"..

к- I

shak(2h y) 
eh 2ak h

(1.31)

-»(х,У) 
EaT,

I 1 г Sin x

к I i2k 1)

th 2a5. h
sliax (2h у)

ch '’7., ii

e :՜ 
4>h '՛L 

ak h

a -, h

2h

♦uc I. eh«k(2h—y) 
aj. yth 2«k h---------------֊ch '2ak h

I (I 32) 
(•Mheh 2aK h

si I \
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ufxjO X / у \ 
а?,/ ՜ Г 211 I

ճ. V (—l)k+lsinaxx 
7Հ2 ГР

к-1 (2k-l)s }3h ’рк + Хц a<h

| 9 sh2ak hch aj. (2h—у) 
j ~ ch»2«kJi

sh «к (2h—у) . 
ch 2ak h

+ 4n+v)(^-11)։(i֊^)sh«։y )- (1.33)

Для нормальных напряжений сч в точке (0.0) получим следую­
щее значение:

а, (0.0) _ А V (-1)114'

ևՎ ՜ ■".<*-•> [4,j-+«] ՚ (1.34)

Оценим отношение ~к (г), где z =
*՝к

(2к- 1 խհ
I

Согласно (1.28) имеем

ль

- , / z V . / z у
khz/_ sh2z—z3 _ tI։֊> Ishz )

thz 1 Z shzebz—z “z z ~2z 

г ch2z sh 2z

< zthz. (1.35)

При этом использовано неравенство

(0<z<oo).

Из (1.35) получим

ն՜րո հ^- (z) = 0, lim ֊ - (г) = ,
Z - 0 7. - Oo '-k

(1.36)

так как при 7, — 0 I — стремится к нулю быстрее, чем 1— и

1йи 
z - О

1
z 7.к

lim .•±(z)=l. 
z , оо zk

(1.37)(z) =

'1>к 1 ձ՝-֊
Таким образом функции ֊- (z) и y^(z) с возрастанием ар- 

/.k Z Ak

гу,мента z монотонно растут и для них имеют место неравенства
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Հլ I
} при 0< г < оо (1.38)

!’а с смотрим i.iдельно следующие случим:
1 const: огда из |1.'4) получим

M0.Q)- I ° ПРН /=0» /1ЧВ1
1--/Կ L-J (L к :/-=ос. ■՝

при г<< leno «ьзозамы s f.vri :и։н (1.36) и равенство 

» , < k-lv <~ь_ _ s 
- 2k I 4 

k=l
Следовательно, с \ вс. име нем длины блока 2/ и при сохранении сю 
высоты 211 coast и очнх равных \с..оин>.х абсолютное значение 
нормаль иго напряжения в блохе зх(0։0) растет, стремясь я пределе 
к I Е аI, |

2 Հ I — const: тогда

II при 11 = С
(1Л0)

Еа1։ | 4 у - ------------------ ...--------- «֊ 5 при հ = *х> ,
| я-—+ lj 

где 0<о< i
И я։ ьтом использованы соотношения (1.37). Из (1.40) следует, 

что с увеличение.-.- высоты блока 2՛ и при сохранении ого длины 
2/ = const, абсолютно.- зг..ченпе нормального напряжения блока о, (0,0) 
убывает, оставаясь вес время болы >* некою, ого мне .а о (0<ՅՎ՜1).

Е 
значения <ого >ого завися от величины ■ . 

4р/

3 . При — const, имеем

(0.0) _ । 0 при h —0. . Ո
ЕаТ/-(_! прнЬ-ю.

откуда ; хует. чю при сохранении : ос оянного отношения длины 

блока к его высоте const, нормальное напряжение в блоке ах (0.0) 

возрос ле< с увеличь nie.M его высоты 2h и убывает при ее умень­
шении.

Д я нормальных напряжении ач в точке (0,211) получаем сле­
дующее значение
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а. (0. 2հ) 
ЕвТ,

4 V (-1)^4
Г՜ ՜ ’

где введено обозначение

- _£ZZ1!1L zchz- shz 
rk *z* ' zchzxr = sfizchz—z

Сравнивая формулу (1.34) и (է.42). мы видим, что 
■э. (0.0) и օ,(0.2հ) имеют разные знаки.

Легко видеть, что

lini (z) =

j thz 
z

shz I՜՜
z. chz _

0.

X :

и

.. zs hz
Hill (Z) ՜ -p. r.------- ;. 0 Ch-Z . s№-

I
:-0 2

Пользуясь формулой (1.42). получим следующие 
случаи

Г. Ii — cons։.

֊. (0.2h) 
Е«Т, ՜

Г՛ при I = 0.
1 ’ .

— при I =<х, 

мри этом использованы значения (1. 6)*. (1.44) и (1.45).
Таким образом, при увеличения длины блоха 21 н 

его высоты 2h const, нормаль» ое напряжение в блоке
EstT.

стет, стремясь и пределе к —— •

2Հ / _= const., тогда

при h = 0.

0 при h — со.

Здесь использованы значения (1.37), (1.44) и (1.45).
Следовательно, с у «сличенном высоты блока и при 

сто длины 17 с пМ. нормальное напряжение в блоке ւ 
наст, стремясь при h->.<՛. к нулю

•» и h
3 . При у c«>:ist. имеет место

5, (0.2h) 
ЕаТ, ՜

(1.42)

(1.13)

напри женин

(1 44)

(1.45)

предельные

(1.4о)

сохранении 
Պ (0.211) pa-

fl 47)

сохранении
0,21т) убы
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при 11 О,

<л (0.2И) 
ЕлТ,"

у. при հ

(1.481

где 0<ր<

Таким образом, с увеличением высоты блока и при сохранении 

у- = const. нормальное напряжение в блоке -■,(< ՛, 2li i расте), оставаясь

все время меньше некоторого положительного числа у ( - | ,

Таким образом, в геометрически подобных блоках нормальное ia- 
пряжение (0.211) больше у высоких блоков.

В таблицах 4 и 5 приводя;ся некоторые значения нормальных 
напряжений լՕ. 0) հ <j: (0. ւ՝ ), вычисленные согласно гиноп-зс плос­
ких сечений, т. с. по формулам (3.23) и (3.27) мерной главы, и без 
этой гипотезы по формулам (1.34) и (1-42) наш», щей главы.

Из этих ։аблид видно, что результаты. полученные на основании 
гипотезы плсских сечений, отличаются от результатов, полученных 
без этой гипотезы незначительно. Для блоков с отношением их ы,.> 
соты к длине, равным ՛;, разница между этими результатами сосыв- 
ляет примерно 5°Разница эта Сильно сменьншетс.ч. когда отнотпе-

I» .
нис { убывает.

Тай.тцч 4

ւ .. (б;о»
Значения темпер ату рвы л напряжений^ ՜ |.-<| . г ычнелvиiii.jf iu փւ»|.՛ -i •.... м

и (11 ;Հ34) вря E —2.1ч ,հ,՛որ֊, Չհ = 1,00 л» ւ յ - ։ ;. ՚ , и 1

h 1 1 1
Е \ 1 3 •1 8

4f{li »• 1 ւ՛ | t «1 ք՛ | ք (С b 1 с

25 ։о 0,0537 0,0’6- 6.Ժ Օ.ՕՉ2 Օ.Ա"ԼՕ 2.8 0.299 ;..-i и 11, hi.
թօ 20 0,103 0.103 4.6 O.17I 0.17G 0, 177 0 17 U. 42
КХ) 10 0,1 S(J 0,198 1 .-՛ 0,299 1 .31 6 2.3 .0,675 0.676 0J5
20(1 5 0,326 0,’ՅՏ 3.6 0,-177 O.'JSo 1.2 0,8 И 0.841 —

а — значении, вычисленные нп гипотезе плкнкна ссченнй пн формуле (3.27) 
первой глав։.;

b—значении, вычисленные бс атой гнпотс ւ. ш> формуле (1.3-1) м.тгтояшей 
второй главк;

с ошибка я процег.г.ч ..
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Таблица J

Икни г ин I'aiipitJKcctiiA I*. >0, 2hH 
u«T, I eu'Hir.'.cmtue по формуле (1.3.23)i.*Mircp;i rvpiiu •

” (It- 1.4 J) при E 2 10 n:‘c'4՛-. 21։ I,«XI к л у ’ t и । ,

E \
4,*.h

h
I

1
1

p

8

*<x <• < *
tn 100 O.ui »3 0/ЧШ l.tje O.07U5 0.07012 Օ..Գ1
Հր tn O.OIfil 0.14532 1.72 0.1405 o, ՛ ։ Ы1 0,5/
ГА> 20 o.o.w» O.0B397 1.8? 0.2JA-. 0,81

UK) HI и Jin 6J4GU 2.2!» Ո.3375 ". '.424 (I.W
’(IC. 11,23» Ո.23227 2.90 0,421 G, ll<ЛИ1 < .0.»

и Л1МЧ1ЧЩП. uumihjjhhw։ un ГМНО». и.пКЖИЧ ГепелиЛ ։н> формуле (3 23) 
IlCpMOll 1.1.11114,

I - >11.14Ր11»Ո1. <H4֊uit. . ! И1Л бе. ,т<.й ... •- , |Л ,и.-го„щгй
г.14 ни;
ошибка п пропета

Для определения Значении сил связности 
напряжении на нижней !рини блока получаем

“|х) или касательных 
следующую формулу;

Т.Н.՝֊. 0) 
ЕаТ,

» у * ՜֊!ճճ?*ո *•х
'»Льа- + 1

(1.49)

11оль.зучсь той фоу: лои. долуни’л следующие значения 
Г. При I։- const.

1 0 при I =s 0,

”1Д? ^-'1 1 4pt! Xfc
3k h ‘4

0 при / = об.
H.50)

при пом использованы значения (1 36) и (М7)

2 . При / —const имеем

и при !1 О,

т,И/,0) 0-51)
г*т; շ հ. 1 

Հ — I ~р------- I =Р ПРП ՜֊
‘ k r (2k 1) (2k 1)r,A. 4-1 

4р/ 
Здесь использованы зш1Ч1*чия 11 з~). 
•յ Ո 11
•4 При I «’ՈՈ*է получим

т.у(/.П) I I» հ 0.
1 I . հ « ■ (152)
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§ 2. Температурные напряжения в прямоугольном бетонном блоке 
с учетом ползучести бетона при линейной характеристике сил связности

Пусть прямоугольный бетонный блок в некотором возрасте г — т, 
бетоза по. лсргп.-.сч воздействию стационарного потока тепла, onjx- 
лелиющемус֊! зависимостью 1.6).

Тогда •'оставляющие упруго-мгновенного напряжения (х. у; т,\ 
: (X. y;rt) и т,,. ( .՝. у;-:,) t յ еделякя соо»||О1пекиями (1.30) (1.32) п 
не будут зависеть oi времени է.

Г Те,.՛ io i , . ное с.ос.ояние в бего п:ом блоке от воздействия 
стационар:.'..I ։.еп ово'.о потока, вызнанного в возрасте бетона т = т|։ 
под в.шянно՛ ползучести бе о in с течением времени будеч за­
тухать.

В этом случае .емпсратурные напряжения в бетонном бло<е 
определите/ ерез функцию пап. яженни c(x,y;t). коюрая должна 
удовле. порт; i. с едующему интегральному уравнению

։
\Հ.:էւ Ei >1 \.у:т) J' сП.т)б-= — Ех • -T(x,yJ.i,.

где С(1.г) — '֊i(-) | ’ -е ” 'Ч мера ползучее;и [14|

'■х- 1 dy2’

С(), Л, н у - некоторые параметры, характеризующие свойства и 
'.слови cii.ruio; данного бетона.

В даjнОм случае. огласке (1.6), имеем

\7*Т(х,у;1) = 0. (2.3)

Тогда лля определения функццн ?(х. у; I) получаем однородное 
интегральное уравнение Вольтсррэ второго рода, которое, как извест­
но |151, в регулярных случаях нс имеет другого решения, кроме 
тождественного нудя. т. е.

V*Va<p(x,y;t) = O. (2.4)

Таким - б рало;.:, функция напряжений т(х,у;1| будет иметь гакой 
же вид, как и функция напряжений с(х, у) п, п упругом решении (1. J3;, 
только в вы, аженни для функции о(х, у; () коэффициенты’ Лх . Bk , Ск 
и Du будут зависеть от времени I.

При peu.ei/ni задачи о .емпературных напряжениях в прямо 
yio.ibiiO ՜ ս՚-ր uno.՛. блоке с учетом ползучести бетона будем исхо­
дить из следующих граничных условий:
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Հ(.\,21ր,է) —7х\(х? 2հ; է) — 0.

и(0. у; () = т’у(0. у: է) = 0.
2Ո

Հ(/.>՚:է) =- Vxy(x, у; է) dy | , 0, 

о
Հս.0:0 0, rXy(x 0; 1} - հ (x, է) — ?u(x,0; է).

(2.5)

Напряжения ах(х, у; I), у; է) и тж\.(х.у: է) выражаются черс-г. 
функцию ?(х.у:0 следующими формулами

a’(x.y.l) д%(х, у; 0 
dya

Հ(*. у; 0— v: г)
(2.6}

Перемещения u(x, у; է) и v(x. у; է) определятся формулами 

i ՜

I
j I c’(x. y: Հ) — v a’(x, у: r) | Հ C(t, ~) dr, 

t
1 1°у(Х.у;т) va;(x,y:7)|

Отсюда имеем 
t

и(х . у; t) — аТх — Л(у)= -р- f(x.y;t)— J Цх,у;т)^ C\t t) dr.

՜«
1

v(x. y:t) ։^T(y) dy f..(x) ^(x-r.d- Ф(х, y: ■:) ■_ C(t. Tjd: (p ծ՛ 

ն
При этом использовано значение Т Т(у) и пне •:н.- оси а 

чения

(2Л‘)
у; I) = j I oj(x, y; () - yajx, y, t)| dy = ֊ dy- *’֊ ‘ ֊>
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Функцию ?(ч, y;t) ищем в виде:

I <*■
?(х, у: t)= cosafe X А-< (t)eh ak у + В». (1) sh а, у ֊- 

k֊l
г rj. 10)

*յ. V [Ck (t) ch ak у !֊ D-. (I) si I ak y|,.
L‘ , _ (2k- l)z

* ՜ ՜ 2/

Подставляя ;2.Ю) в (2.6) и (2.8). получим

I zo
Հ(>.. у: i|— V xJAi. (է) ֊ 2l\ (t)J diу — |В>; (Ո

I k. I

! (2.М։
2Ci. (I)| sh х у . %к У [G. (1) ch хк у -։ Df; (11 sh хк y|j.

fa.’(x, у • 1 : V а(. cos «к х . Ak (t) ch у 4- Вк (l)sha- ՝

I- ( У a* >m zu \ [ [| 1 j >) Ak (■?՛ -2DL (T))eh a„ յ I (-) 

իև=֊

4֊ L’<\ (Հր) sh x yi- (I v) afc у |CX (T)ch ax у

փ Dk (T)>: a(! yjj C(t.-)<k-x f, (1 — ;ճ |x ау4֊/м ւմ 11

* 1 ex
v(x,y;t)_ a-<cosak x П l-|-v)Ak Լէ)—(1 У) Գ (t)|sh ak \

k=l

-r|(l-rv)b (D- (i--v)Ck it Jdia:< vjak у [Q (I) 4՛ aR > —

К՛ • I
է - г 2.1

4֊ у-հ у {Cu (է)ch x- у ■ Dk(Cshai, y|.

Հ,(.\. y:-i- \ a sina; X {Ak|ti l\(t)[sha y- |Bi

к I
(2 !3i

Ц- C d :|ch a s •; օա у [C\ {I)s’ at \ l\ (l)ch г.. y|:.

?. Հ՛
u(x.y:r = / լ՝ 2Հ-na> x '|(] v)\k(t| 21Հ (t)]d

»:-1
և {(I y)Bk I Ո-ր-2' k 11) ph »Հ. у I I I 4-v} a; \ |C (f)ch ak v i L\ H ish xi; |
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D-. (Iichaky|) 4՜ | У «и «х>ак х Ц(1 f-v) Лц (т։ (լ — v) D_ (t)|s!i %ц у *-■

4-1(1 v)B< (т) (I—v)(.\ (t)’cha, y-r(14֊vja;: у |Ci. (Ti.shak \
• ft

I)k (.->ehau\] Հ_(2(է.Հ)<1է4֊ аТ, 11 — у փ аТ, А | //х4֊՛՜ <2.15)1

11рг -том использованы значения 

f,(y> -= — °у —ь-
(2.16!

Мх) ֊ Վ j^4֊ ах - С.

Д'довлетворнз граничным условиям (2.5). из (2.Ii.i) 2.15) ;.олу՛ 
ним следующие соотношения:

V (I) cli 2а-, fi В» (է) sh2ak 11 4՜ 2«к h ((՝к (t) <:l։2x- b 

4֊IX(t)sl։2akh| = 0,

|Ak (1)4֊l\ (t)lsh2«k h 4֊ (Bk (t)4-Ck (Щсп^ h -

I 2ak h (Ck (t) sh 2ak h 4֊ Ок <t) ch 2ak li) 0.

I2.l7)|l

a^-b^O.

(2.1ծւ

(2.19)
(2.20)

B.. (է)+Գ (I) fi^-l(l+v)Ak(l)'-2Dk(l)| z.

֊ U(l+»Ak(r) ! 2Dk(T)| ^-C(t,7)<lr ֊0. (2.211
kJ U v

12.22)

.Ml)=o,

'l| i stom использовано обозначение (1.21) п разложение (1.25).
Из (2.17) (2.19) находим

Au (է) = 0.
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ie использованы обозначения (1.28).
Подставляя эти значения в (2-21). получим

[g?№’“ +
+3jDUT)5rC(t'T)<։"-0’

*1
ш. подставляя сюда (2.22), будем иметь

I wf
•I

Окюда имеем

Dk(։) х' +՜ր ' 2° հ"
Dk (r) (Հ(ր) - թ(ր) 4- Y<?(r)| e*1(t dr.

Dx (ч) =
2«k

9k , 4ph
4 '՜ E

Пользуясь соотношениями (2.26) и (2.27), получим для 
ления D|. (է) следующее интегральное упаннеиие

IX (t) = Dk(r։) -i- bk Dt (ր)|Հ(ր)֊ |Հ(ր)-ք-Հ?(ր)| е-*։ Պ

где

6k = 4fth Е
9к Հ՜ 4ph F.
4՜ " Е 4£հ Հ

Дифференцируя (2.28) по է, получим

ՕՀէ) ֊-րծ, Dk (է)փ(է) + 
։

4- Y4 j Dk (ր) 1Հ(ր) 4- y?(t)] e ՛“ dr, 

՜՛
откуда следует, что

Լ\(ր,)= y^Dk^WCt,).

Подставляя и (2.30) значение интеграла
I

Т6к j Dk (է)[Հ (Г) ч-TM-)J С-’ ՚ :'<հ ֊ 

ն

= -A (է) 4- YDk (ր։) 4- Y^ Dk (?) Հ(ր)<1ր

6i

(2.24)

(2.25)

(2.26)

12.27) 

опреде-

՜, (2.26)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)



62 Н. X. Лру-юнян. Б. Л. Абрамян

имеем

Ок(С) ֊ - т6к О» (t) »(t) rDk(t) YDk(T։) +

-r A J Dk (т)ф'(т)а- (2.33)

Дифференцируя эго уравнение по է. приходим к следующему 
лкуференцпальному уравнению.

D;(t) + rDk(t)[! + ծ, «(()]•= О

՝ начальными условиями

(2.34)

п \ - 2*k h'Zk 
ւՀև1)՜Փ7՜4>’

X
1Л(тх)-=֊Г^ Dk (г։)ф(т,).

(2.351

Решение уравнения (2.34) при начальных условиях (2.35) имеет вид

Dfc(l) Dk(z։)
; J п . Ч ^1 ճ«.

с '' dz. (2.36)

ОНО - Dk (г։) 1 -А
֊7 | П-Йк .-W1 -5՝ 

е ՜*։ (2.37)

1I.I.U

Подставляя сюда ?(ր) _՚4-'Գ из соотношения (2.37) получим

1\(1) 1\(т։)| 1-7^9(7,)ег^1^ j‘z е f* dz ’ . (2.38)

•1
|дс введены обозначения 

г(1 + ^Գ) — гк , I Դ
-pk. I ։-մ9)

J ։ол։>зуись введенным нале, понятней функции влйянкя Ф(?, р)|14|

Ф(5, р)= i’^-dT, (2,40)

о 
будем иметь 

t
) z l'1’е dz г^1 J1k’ |Ф.гк1, рк)—Ф(гкт։. ри)|. (2.41)



О температурных напряжениях л прямоугольных бетонных блоках 63

Подставляя (2.41) в (2.38), получим

11 Mt) - ռ«(-,){ I-(գ + Հ* е [<t>(rkl,pk ) -

(2+2)

Введем обозначение
Н Hk (‘•т'։ 7 ' 4i ) = 1 Гр. н_«։ ,(Գ"

4?հ Ն

тФ) # г"1՜ |4’(rkt.pk> Ф(гкт„ p,)]; ,-2.431

тог.՜ a

Dk(t) IMr.iHj

Замегпм, что

h I x
I * 40h )'

7 ՛ 4pi

(2.41)

(2.45)

.’(ля Определения юмпературпых напряжений и перемещении 
в прямоугольных бетонных блоках с учетом ползучести бетона полу­
чи:.։ следующие формулы

F.aT

k I (2k

z.,: 11 jsll 5Ck \

I a T

„ . , s։iakijl՝ v՛ 
։kvlh2axh *

CH 2ak n

Ղ Գ । akh7-. 
֊1?.հ 7..

cos a I. \ ch a, (21i— 
clI 2яч h

_________
ch 2aj; h ch 2«u h |

i ) COS Xk X

(2.46)

llkyih2«kh ■ ֊ ^֊v֊

(2.47)
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ЕаТ/

V_____ --------------------------------------LkVth2։kil^^L у) _
к Е ?к I il I V ’ eJi 2«; Лк 1(֊к 1 )| Ди Д 1 ** к

th 2«к h shak(2h—у) 
ch2akh

shaky||j. /Հր- h E \ "Mh ] |Hk (։’т” Т- Д1. >•

u(x. у; է) X / _у_\
/аТ, Դ՜Է 2hJ 

(2.48)

֊ у» ( — 1)к|■’ sin «к X | Դ sh 2ax hch "k (21։ - у I 
“* /А1. 1VJ H , , V ,1“՜ ch“2a1;h

к=1 (֊К—1) yk -|- X* akh

akhch2«ky sha»2h y
~ 4 —r2—,֊------(1 -r v Лк V th 2ak h-------j֊- . ֊ch5 2ak h 4 7 ch 2ak h

(2.49)

: 4('+v) (Ճk)’ (1 - 2h )sh*>' rflk ('■ T’; 7 ' i) ■
Из соотношений (2 46)—(2.48) видно, что термоупругие напря­

жения в бетонных блоках: ах (х. у:г։), сту(х,у;7։) и тху (х,у: 'j, выз­
ванные в начальный момент 1 = т, действием стационарного теплового 
потока, под влиянием ползучести бетона с течением времени зату­
хают. причем интенсивность этого затухания определяется функциями 
llk ! t,T։’ /՜ ’ 4£h՜)- ПоэтомУ функции Нк ( t,T։; h-» j могут 

сын. названы коэффициентами затухания.
Следуei отметить, что здесь рассматривается своего рода кон­

тактная задача теории ползучести применительно к исследованию 
термонапряженного состояния бетонных б..окоп. Поэтому влияние 
ползучест и бетона на термонапряженное состояние бетонного. блока 
имеет ряд характерных особенностей, которыми оно отличается от 
։ех задач теории ползучести, когда на поверхности исследуемого тела 
адзны только напряжения или перемещения.

Как видно из соотношений (2.43), (2.46)—(2.48), в этом слу­
чае закон изменения напряжений н бетонном блоке о*(х,у. t). a’pc,y;t) 
и т'Дх.у: I) во времени существенно завысит не только от меры пол­
зучести бегона С(1,т) и возраста т։, но также и о: геометрических 
размеров блока (/ в h), о: степени связности нижней г։ пни блока

Е
с основанием . и от кооодинаты точки (х, v).
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Ниже, в таблице 6, приводится ряд значении максимальных нормаль­
ных напряжений о‘(х, y;t) в точке (0.0), вычисленных в начальный 
момент воздействия температуры и в последующие моменты времени է, 

h ' Е
при различных отношениях и величины •

Характеристики для меры ползучести бетона в данном случае 
приняты следующие

Л։ =4,82.10 СЛ-0,9.10՜*; у-0,026;

Е = 2,10\'?/с.и2 и т։ 14 дням.

Габдчцч 6՜

<(0. О, I) 
зх (0.6) 
£.

1 4fJh

Закон изменения температурных напряжений

во времени 1 при различных отношениях ~

է

и днях

Е
4> •10 20

հ
ч Г

\

1
8

1
4

1 
к

1 
4

14 1.0 |.о 1.0 1.0

•15 0.703 0.Ւ95 0.604 0.8։5

<!0 0.600 0,845 0.465 0,738

360 0,583 0.832 0,152 0,722

ОО 0.57Տ 0.828 0 449 0,715

ах (0,0) — начальное упругое напряжение, вычисленное по формуле (1.34).

В заключение отметим, что аналогичным путем может быть ре­
шена также и задача о юрмонапряженном состоянии бетонных бло­
ков с учетом ползучести бетона, при воздействии нестационарного 
теплового потока.
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