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МАТЕМАТИКА

М. Л1. Джрбашян

К теории некоторых классов целых функций 
многих переменных

В настоящей работе строится геория некоторых > дециа.и.ных 
классов целых функций многих переменных и дастся их nine։ сальное 
представление. Цля простоты записи изложение результатов прово
дится для целых функции двух переменных.

Р. Степенной ряд целой функции опух переменных. Если zi и 
շշ комплексные переменные, го выражение вида

сс
f(z, . Zj) = У ■■։„„, г5, (1.|)

Ո. III - О
где коэффициенты ( Я|||П ]• некоторые комплексные числа, называется 

формальным степенным рядом. Говорят, что формальный степенной ряд 
(1.1) представляет целую функцию двух переменных z, и z? , если он 
сходится при всех значениях I zi !< + со и | z2 |<-'-со.

Известна следующая простая лемма, доказательства которой мы 
приводим для полноты изложения.

Лемма 1. Для того, чтоды ряд (1.1) представлял целую 
функцию от переменных z։ и /.■>, необходимо и достаточно, чтобы 
имели

И I Г» /----------
Гпп 1/ I апя | = 0. (1.2)

Ո + «Ո —* со ’
До к аз а те. л ъ с т в о. Если (1.2) имеет место, то для любого 

произвольно большого R>0 существует целое число N (R), такое, что

l/| anm | . при n-J-m>N(R). (1.3)

Но тогда при | z։ |*sR и | z21 < R будем иметь

(1.4)
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Далее, имеем
оо
V а„ш z ;՛ г2 v

Ո. Ш — Я п « <п

и о . \л и иЗле г։ I շ . ЯП1П 7[ 7. 2 ,
*•' и » га > Ч

откуда, в силу (II), следует. ‘по ряд (1.1) абсолютно сходится при
) z։ | . R и |z3| R. Но R > О — произвольно большое число, поэтому
ряд (1.1 представляет целую функцию от переменных /-։ и /,«. и

Обратно, пуст։.

I (г5 . I a<»tn Հ։ л
Ո га О

есть цела»։ функции ու .н-р<-ленных и / . тогда, очени.е.о, имеем:

։՛••"“-Д= J f /l,֊(Z1-7'?,,>lz. >։<••< К>0). 

! г. J = W t-1 И

откуда следуй оценка
М (R»

где аа,г Խ՜**-

М ։R) max , ( izi. z2) | . (1.5)
I ։. I® I t R

Из (1.5) вытекает

" ՜ Ծ/ 1 
lint լ.՛ ап— 1 .

ո ► >■ ’

откуда при R - ■֊ получим утверждение (1.2) леммы.
2 . Целые функции конечного порядки. Функции порядки

( Pi . ?: )•
Пусть i( . } —цел твух переменных jsj н ' ՛•

Рассмотрим функцию
А՝.. ( п . г,-) = п։ах ։ ( г», Лз) . (2.1)

г = • /.. => г:

называя ее модуль-максицх мои целой функции I (а . ւ> ).
Из принципа максимума для аналитических Функций многих- пе

ременных следует. ч։о если функции ։ . /յ > не постоянна отно
сительно какой-либо и.t переменных г.-, пл։* •. . то

I) М|( Г| . Г? )>М|( П . Г; 1 . если Г| >г« .
2) м,(п г-) > М։ ։ г, , г•) . если 6>րտ .

и. Следовательно. 12. Г)
3) М,( ։ г? ) > Ml ( Г| . Г; Г, если г։ >г։ и ր..շ>ր..
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Определение 1. Скажем, что целая функция f (z։ . //>) имеет 
конечный порядок (по обеим переменным z-, и /л Հ если существуют 
постоянные числа- к, ^>0, >0 и к..^>0 jt. >0, такие, что

1. Для любого фиксированного значения г? > 0 существует 
число R։ =- Ri (кР յւ։ . г»), такое, что

r-)<ek ։'’J', при г։ R։.
2. Для любого фиксированного значения 

число R- - R2 (к2, . r։ ), таков, что
г, > 0

(2.2)
существует

Mi (г։, га) < <‘к/'В , при г5 > R:. (2.3)
Заметим, чю если целая функция i(zP z-J имеет конечный поря

док, г. е. если для нее при некоторых значениях |i։>0. к,>0 и 
Ни^>0, к.. > 0 имеют месю оценки вила (2.2) и (2.3). то при յՀ>է»։ и 
.{Հ > յս одновременно будем иметь также

а) при любом г2>0

М((Гр г2)<е . при դ R,(p.. га); (2.2'j
6) и ри любом га > О

МЦг։, րԶ)<€՚՜ , при г. R (pl, г։). (2.3')
Из семейства целых функций конечного порядка выделим спе

циальный подкласс целых функций конечного порядка класса Л.
Определение՝). Скажем., что целая (функция f (z։, zs) ко

нечного порядки принадлежит к классу Л. если всегда из оценок 
вида (2.2) и (2.3) слеаует, что существует число R — R(k:. ji։. k., jt.), 
такое, что

•.г.'"1 kJ-’
Мг(г։,г*)<е ՜ . при rpr2>R. (2.4)

Следует о։ мстить, что целые функции класса А составляют соб
ственную часть класса целых функций конечного порядка. Действи
тельно, рассмотрим целую функцию 1 (z;, ”, дли которой, оче
видно, Mj(r։, г,) = е տ. Դր<ւ функция конечного порядка, так как

I) для любого р (I <р<2) 
■ । гр е ’ < с ’ . при Г| ...> R, ( р, г2);

2) для любого р( 1<р Հ 2)
|1

ег'ր> <Հ е։« . при z2>R-|p. г։).

Однако зга функция нс принадлежит к классу А, гак как неравен
ств!՝ вида

г г J. ГП
е-‘ г*< е՝ ‘
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не может выполняться, например, для всех достаточно больших 
Կ = г2 •

Пусть функция I ( z., z2) имеет конечный порядок, тогда для нее 
существуют постоянные числа р, >0 и |i,^>0. такие, что выполняют 
ся неравенства вида (2.2') и (2.3') для ее модуль-максиму ма М։(г։, г։). 
Рассмотрим нижние грани тех значений յՀ и |Հ., для ко орых соот
ветственно имеют место неравенства вида (z.2') н (2.3'). Итак, пусть

р։ = in կՀ > 0. ps = infp. > 0. (2.5)

Назовем числа р։ и р._. соответственно порядками целой.функции 
f(zI։ z2) относительно переменных z։ и г:.

Из определения чисел р и р:; следует, что если целая функция 
I ( z:. z.j имеет поря, ки ?։ и р.. относительно переменных z։ и z2, тогда

I. Для любого произвольно малого «>0 и любого г2 > 0 суще
ствует число R։ (s։, г2). такое, что

г։, г2)<ег՛’’ . при г, >R։(s. г9). (2.6)

Кроме того, существует, ио крайней мере, одно значение г2 •= г'^е) 
и соответствующие сколь-угодно большие значение удон
летворяющие неравенству

f Р1~« Mr(rj։.rS(£))>ef" .

Но тогда из свойств (2.1') функции М(( г1։ г2) будет следовать, что

Pj—с
Mf(r։։. г,)>ег’։ , при ր2>րշ(տ). (2.6Դ

2. Для любого произвольно малого г>0 и любого г։ >0 суще
ствует число R; (г. г։). такое, что

9։ + •
Мг(г։, ր2)<0ք' , при г2 > R:(e, f։ ). (2.7)

Кроме того, существует такое значение г։ = г?(е) и сколько угод
но большие значения г2 : { г2к ) . что

0_ S
Mf(rn г,к )>е’*к . при г, > г'?(г). (2.7')

Из свойств (2.1) функции Mf(rp г2) легко следует, что утвер
ждения 1 и 2 соответственно эквивалентны следующим

I' liin I lirn AMrn г?)| = ?շ gx
г, —го I rr*co log Г| j ' 1 '

2' ШН I Bin L°g2 = p..
Fj-х» I r2-x> logr* I - (2.9)

Таким, образом, свойства 1 и '2 или, что то же самое, свой
ства Г и 2՛ не только необходимы., но и достаточны для того. 
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чтобы целая функция i \ z։. z2) имела порядки р, и р2 соответ- 
ствемко по переменным \ н Z-.

Определение 3. Скажем, что целая функция f ( z։, zj 
имеет порядок (р։, р3), если

h 1) f (г.. z-j ь A.
2) f(z։, z,) имеет порядки p, и p, соответственно no перемен- 

, HUM z։ U 7...
Из определения следует, что если целая функция I (z։.z,) имеет 

порядок (р , р2՝, то функция М. ir։> г2), крохе свойств 1 н 2 (Г и 2'). 
обладает также свойством

3. Для любого $>(.) существует число R էտ). ՛.акое. что

Мцг։, г:)<ег> ’ ,ր'” . г։, r?>R(a). (2-Ю)

Покажем, что если целая функция f (z։, /Հ) имеет порядок 
(Рр Ра»)* где Pi>’։։ р3^>0 (в дальнейшим - о обстоятельство будем 
обозначать ак (р . р2)>0), то

№ М; (г„г.>) = Լ
ր,.ր“» log(rj։ - ր$') ’ (2.11)

Действительно, нзевойгва 3 функции М; (г։. г2) .следует, что при 
данных и jb>p֊j

** Г ։ogSM:(r„_r2)
JX log («•:■+ • (2.12)

Далее, если г։ > I и г3 > 1, у — max (р։, щ), р = min (рп р2), тог
да имеем

Խ& М, (ր,լ քշ) logs М:(г,, г.) = logs *V(r,, r-J Jog ( rf J rj)
log (i? -՝- Հ''՛ ՝՝ leg ( Г? 4֊ r.V| log ( r? 4֊ f₽) log (tf 10
Отсюда и из (2.12) следует

liij iFn JogJrL+rJ)
r։. rs-w log( Tj'|Հ') r,.r.-»ce log( Г'։ 4-Го) (2.13)

Обозначая r։ 4-r։ = R. очевидно, получим оценку

k>g i2Rn t
log(2R ) log (rpi 4* Гл) log (у)

■откуда следуем что

ատ isdiH r4 = L
k. n. r,-ee |Og (Հ -f- 1Հ) p (2.14)

Из (2.13) и (2-14) вытекает, что существует

|jm i^(r„ rj
r„ log (r,' 4՜ r_.)

a < - J < 4- .
(245)
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Таким образом, нужно установить, что а=1. С этой целью по
кажем сначала, что предположение а>1 приводит к противоречию. 
(1։ак, пусть а2>1. Положим, что I < а” < а'<Հ>. тот. а из (2.15) бу- 
д»_" следовать, что сушпстиую: ■ ■с..;о,.еч..о возрастающие пос.՛.՛ >ча- 
тельиостн j гл | и ! геи !. такие, что

1£^Мн.Г1;,гл1^а. 
log I, г и Cjk)

так что
Ч(г.|. гл)>с1г'|’ + Гл՛ . (i, k = h 2,...). (2 16)

Фиксируя значение к к„, получим, что
г՜1'? ։

М?(ги. г2к..)>е 1 . при ։>ie.
а гак как при достаточно малом £>0 a" > р։-г s, то эю проти
воречит тому, что функция !(z։. :2) имеет порядок р։ относитедино 
переменной z|։ г. с. свойству (2.6) функции М։(г1։ ռ).

если а ՀԼ а' <Հ а" <Հ I, то из

Г,, г.. > Ro.

положим теперь, что а 
(2 15) следу с՛.

log; г? -I ձ') Հ

, тогда

а'. при

т.

. при г։. г.л>1<)։ (2 17)
Из (2J7) получим и силу свойства (2.Г) функции Ղ(ւ։. 

(г-՛՝ ՛. Ն1'
М((г։, га)<е ’ ' * " , при rt>R0. 0.<г- .. Rtt.

Выберем R։ R„ таким образом, чтобы имели 

(ր՞՚-l-Rb-)' r-i|J", при г, > R.;
тогда имеем, что дли любого О -Հ г- : R,.

М,(гР г. )<еГ| , при r։ > R,. (2.IS)

Если же ь >R9 фиксировало, то опять число R. R„ може?. вь:бг.т; 
так. чтобы опят ь имело т с го неуавсиство

1 Ո՛ 4- г-?՛)3 < П' а . при г։ Հ- R, ( г2), 
т. е. неравенство

Ղ, г.. )<е-‘ ‘ , при դ > Rj (r2). (2.18’)
Из (2 IS) и (2.18') лзк. ючаем. что для любого г2 > 0 существует 

число Rj (г,), такое, что

)<сГ։ . при rl >R։(r2). (2 1$Դ
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Так как при достаточно малом £>0 р։а"<р, —£. то (2.18") про
тиворечит свойству (2.6') функции М|(г։. ь). следовательно, а = 1, и 
равенство (2-11) доказано.

Таким образом, если цела?. функция имеет порядок ;(р։, 0.
то. кроме свойств I' и 2՜. функция М|(г1։ г. ) обла.чют также свой
ством

3'. к,„ «М_։.
г„ г,—к» 1оц( Г'1' -4֊ г<) (2.11)

Но из свойства 3' следует :ю функция Mi(r։ г2) обл a ia ei ука
занным выше свойством 3, по-ному. суммируя вышеизложенное. при
ходим к следующей геореме.

Теорема 1.Для того. чтобы целая функция i (z։, z.>) имела 
порядок (рр р )՜>0 необходи чо и постаточно выполнение сле
дуют их уел ос՝: а

•> ”1-к ։11’>
• ,®{ » ։ ®“>

3 . Целые функции порядка ( р։, р«) и тина (о,, а„).
Переходи:.: к определен! есых фуш-цн.. порядка (?,.?.) •՛ 

конечного типа.
ОпрсОе.! ен и е -Լ Скажем, что целая Функция i (z,. ՛/-.) по

рядки (р։. рг) имеет конечный тин по обеим переменным /. и г.., 
если существуют постоянные числи к։>0 и к2>0. такие, что

/) для любого фиксированного значении г. О существует 
число R, (К։, ր-շ), такое, что

ն г ₽' 
л՝։(гр րշ)Հ е * пРц г։>^։ (^г րտ** ($*О

2 ) для любого фиксированного значения г։ >• 0 существует 
число R2 ( К;. г։), такое, что

Mf( rt. г-) <*ек'Г , при г= R2( к-, г,). (3.2)

Рассмотрим нижние грани чех значений к։ и к«, . ля которых 
соответственно имеют место неравенства вида (3.1) и (3.2).

Итак, пусть
с։ — ini к, > 0. j.j = inf к։ > 0. (3.3)

Назовем числа ծ, ։ типами целой фу клин I ( z։. zj соответ
ственно по переменным z, н
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Так как при достаточно малом с>0 р,а*<р, ։. ю (2.18") про
тиворечит свойству (2.6') функции М։(г։. г-..), следовательно., а^1, и 
равенство (2.11) доказано.

Таким образом, если целая функция имеет порядок ■( ?,. ) >0. 
io, кроме свойств Г и 2'. функция М|(г։, г ) обладав! также свой
ством

у. 1®
Г-— -х 1օ1հ( Гi 1 -j-ГЧ՜) (2.11)

Но из свойства 3' следует чю функция М։(г, г2) обладает ука
занным выше свойс ՛՛ ՛ •՛. >ЭТ0; у, ՛Հ ՜Հ ՛- л.՝; яыигеиздбжецнрй, или- 
ходим к следующей теореме.

Теорема Т./!.ля того, чтобы целая функция I (z1։ z2) имела 
порядок (р։. р )>>0 необходимо и достаточна выполнение еле 
дующих уСЛОЧП-й

а) |:,п | fin,
..к J х k^Tl | F։ (2.19)

б) ||Ն> J ibn
ft • v 1 Г. logr.j 1 (2.20)

в) lin, 1<՝^Լև'ր=’ 1.
rt, г. • <v log ( П* -j- г/1

(2/2Ա

3 .Целые функции порядка (?,, р2) и типи (с։, ас).
Переходи:.; к опрело.,< -.ню целых функций порядка (?,.?.) и 

конечного типа.
О пре дел ен и е •!. Скажем, что целая функция н/.։. z_.) по

рядка (р։. р2) имеет конечный шин. пи обей и переменным z, и ւ-:, 
если существуют постоянные числи к։^>0 .•/ к-^>0. такие, что

1) для любого фиксированного значения г, ... О существует 
число R։ (К։, г-), такое, что

к ։.
Mi(r։, г։)< <• . при г, >R։ (к|։ г.): (3.1)

2) Оля любого фиксированного значения г} .> 0 существует 
число R2 ( К~. Tj), такое, что

М(( г։, г.) V ՛ , при г- > R2( к... г։). (3.2)

Рассмотрим нижние грани /ох значении к։ а к2, лля которых 
соответственно hmcjoi моего неравенства вида (3.1) и (3.2).

Итак, пусть

а։ — inf k| >0, СТ . = inf k* > 0, (3.3)
Назовем числа и т2 типами целой функции f (z,։. z2i соответ

ственно по переменным z и z„.
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Из определения чисел о։ и <з. следует, что если целая функция 
f(z։. z5) порядка (р։,о.) имеет типы о1 и относительно перемен
ных z, и г.,., тогда

1. Для любого нронзвольно малого числа s>0 и любого г3 > О 
существует число R։ ( е, г, ). гакое, что

Ч( гм г.- )<?И' £,ք' . при г, > R, (е, г5). (3.4)
Одно». •• и j существу ՛.՛ значение г, *= г?(е) и ско. ь-у годно большие 
зчлч’-ник j ' г։։ } удовлетворяющие неравенству

АМ ։I.. гв) 'З*՜’1. при г2>г$(е). (3.4')

I ,• tog M| ( г., г- )|Inn Inn —-----—1— —
I,-ou I Гн •<>- ГУ I

Покаж и, vnepb. что если целая функция ւ՜(ճ։, հ_ ) порядка 
( р։, р21 О имсс! тип аа). то при <т։Х), <т2>0 (иначе говоря, 
при (a,. <M>U) функция М (г։. г2), кроме свойсгп I' и 2', обла 
дзет . акж՛- сяойстком

3'. 1..Ո = . .
I.,։ -«> СТ, Г’|1 4՜ 0> ту (3.9)

.՜է. • любого произвольно малого числа и любого г։ & О 
существу՛ т число R* (е. г, ), такое, что

(=շ Ւ О էշ՜
■Ч(г։. г- )< е , при г82< R2 ( е, г, ). (3.5)

Одноврсм'-нно существует значение г։ = г?(а)и сколь-угодно большие 
значения г: г.к|. удовлетворяющие неравенству

АМ Կ, r.u) -J4*՜ ‘)f2kf при г։ > rt(s). (3.5')
Однако целая функция I (z։. z2) принадлежит к классу А. поэтому 
всегда ։՛ оп-ток гида (3.1) и (3.2) следует, что

М|(г,.г։)<ек г при г։. kr. > R (kr ка).
Следовательно, можч-м у.вы ждать также

3. д л люб<;|п 0 существует число R ( е ). такое? что 

<«, + ։) Г?.' -j- (з: 4֊ Д յշ*
. ։ ։. г: R ( г ). (Ճ.6)

Из свойств (2.1) функции Д' (г,, гс) следует, что утверждения 
1 и 2 соснете . нно эквивалентны следующим

Г.

2'.

. I .. 1օ{Հ М։( г.. րՀ )ւ 
հու հա ֊֊ ------у-1-- — =,5յ.

• „ -r.. 1 l։ - \Л Г| (3.7)

(3.8)
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Действительно, из свойства 3 вытекает. что при данных к,>
В Й3> Օշ

fiin J .
Г|, гг —со kj г •’ 4՜ К- Го (3-10)

Пусть о «min (պ, а-.) н k=max(k։, k2), тогда очевидно
имеем:

log Мд г։, г : ՚ I:М. г-) 'ц.;՛'■'■( г,, ь I !., ր •;
01 г? -г г՜՜ - •. • к, г-,1 — Խ г/ ’ <М г/ - ղ )

I r,-<v r?1 J (3.14)

к log Мд г1։ г.)
° Հհ՛ 4֊к3 րք2՚՛

откуда, в силу (3.10), вытекает, что
- log Мд Гр г3) КИгл —՞ 1 — ^а- .

чла-» о2 eV 4- օՋ г? ° (3.11)
Таким образе м. нужно установить, что а -

С этой це..ыо предположим сперва. что а1, и положи • 
1 <а’< а, тогда из (3.11) слсиу-е,, что существуют бесконечно воз
растающие последовательное)и { Гц ) и | г-Л ), такие, что

10gM, (T||. г2к). ,
Պ Հւ1 4֊ Պ Հլ 

т. с.

r2fc)>e4 ՜' “ ՚ ՜:ՌԴ, Լ к —1, 2,... (3.12)

Но при достаточно малом ги очевидно имеем օ՜Օյ^֊ՕյՀ s и
-J а. поэтому (5.12) противоречит свойству (3.6) функция 

М|(Гр г2). Следовательно □«֊;!. Положим теперь, что а<1. тогда, 
если а<а’<1. '.о из (3.11) вытекает, что

log МЛ( Гр г.) 
а, г°' ֊.-

а', при Կ. га> 1Լ.

т. е.

М։(ГрГ2)<с'' ',ր' '՚ րշ , при г4, г, > Rft. (3.13)
По так как при достаточно малом г^>0 а՜®, <^<7, е и а'с_. а, е, 
то (3.13) противоречит СВ0ЙС1 нам 1 и 2 функции М|(гр гс). Следова
тельно, а — 1 и таким образом (3.9) доказано-

Очевидно. ՝г.о свойства Г, 2' и 3' не только необходимы, но 
они и досча.очны для того, ч.обы целая функция ( (z։, z2) порядка 
(?:. Ра) имела inn (о։. о2). Отсюда имеем:

Теорема 2. Для того, чтоб!-.! целая функция i (zv z>) поряд
ка ( рр p.j) 0 имела тип. ( а,, а2)>0, необходимо и достаточно 
выполнение, следующих условий:

\ гг— I’ — logM|(r.,r~)la) Inn lini -֊-• I = Ծ ;
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б)
77— | log Mf(r։, гй)1 lini Inn -s—

т, .«• I r3-« ry (3.15)

hi հա —■■ 1 -- = 1.
r։.r..--x> Դ ։rV փ a2 ւՀ’ (3.16)

/ Հ Коэффициенты Тейлора целой функции порядки (р։. рд_>0. 
Пусть целая функция

со
i (zp zt)== V а„,„ z" z’c

(4.1)
я, tu -■ II

при некоторых p։ >0. к,->0 (։= I. 2) удовлетворяет условиям
1 ) для любого фиксированного значения с. . ՝ 0 существуй՜. чяс..о 

R։ (։’г). такое, что
к /՛

•VH г,, Го) < о 1 при rj>Ri(r2); (4.2)
2) для ..юбого фиксированного значения г։ > 0 сущее: нус, ;псло

R.֊.: (г2). такое, что

кА г
М(г։, г5)<е*՜ * , при Гй>£г(г։): < 1.3)

3) существует число R такое, что

. I1’ . /■
•"(f|,.pa)<e 1 4 ' '՜. при г1։ r.j>R. (4.Հւ

Заметил:. что если целая функция Г ( zr zfi ) имеет порядок 
< Pi- ?.՝)• о для нее имею место нее условия I). 2) и 3), если им 
положить k, = k. ֊ 1, р. рх ф е. »х2 р2-Ь&, где произвол - 
но малое, но ,4. сп;ованное- пело. Если же функция I՜ (/։. /,) и.-се! 
конечный по: .-’/.ок ( р-1 п конечный тип (с։, и..), го для ясеня ;о.
MCCiO все условия 1). 2՝ и 3), если положить յւ։ = р։. — ра, к, = а,
к.- с2 1-£. где £>0 произвольно малое фиксированное число.

Донажо.у. основную лемму, необходимую нам и в этом ։՛. и с. ( 
дуюшеհ ՜\՚:-ւճ"ւах.

..7է՛յ/ «А 2 Пусть i(z։, z2) целая функция от переменные /, и 
тигра

а) если f/ճ., zj обладает свойством 1Հ то
тг- nlognInn ֊ ւ|.Հ

П I 111—CO 1
Պ au։l։ I

и при лк)Gpm r1^>0
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б) если if?,, za) обладает свойством 2), то
В fto (4 6)

" + log—Ц-
՛ а!ЯП

и при любом Г, ><)
. ՛ + 111 (Ո

в) если ։(Zj, обливает свойством 3), то

Доказательство. Из (4.1) при любых г, > 0 в. г. > 0 по
лучим:

I / С f (zi- >
^Лй։— |։_ \ I п - ։ , m Դ 1 . (П« ГП = (>, 1. 2.... •,

1^- J J ^-Հ

6 1 = Ո. I *1 I - Գ
Откуда с.-сдуе.։ опенка

Выберем .сие ь
(4.8)

11Л0

тогда при данном г_.>0, при п N։==N(R։)» из (1.2) получим 
п

М։ к,, при n.>Nj(r2|. (4.10)
Из (4.2) I*. (4,10) следует, чго при всяком г2>0 

п 
հ I \ 11 >

|аяш| ( ) га՜Ղ при ո->Այ(ր.յ, in 0. 1..,
\ Л / Н.Н)

а из (4.8) имеем также
| a։llu г..) гГ“- при O^n^N (г2) тп ֊ 0. 1,.. (4.11')

Из оценок (4.11) л (-1.1 Г) вытекает՜, что
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(4.12'1

Предельные соотношения (4.12) и (4.12') эквивалентны утвержде
нию. (4.5') леммы.

Утвёрж ;ение (4.5) просто следует из (4,5')» если взять логарифм 
выражения, с оыцего пол знаком предела н (4.5'), разделить его ма 

I . I , .— log „ и vnecib ю оостоятельство, что ио лемме 1 ։։ m

игл --------log,— , — от.„ п, ,ж п-in ь|аИ1П] (4.13)

Утверждение в; леммы получается вполне аналогичным рассу
ждением. если учесть свойство 2) функции Mf(r։. п»).

Для доказательства утверждения с) леммы в неравенстве (4.8) 
. сложим

т. е. утверждение (4.7') леммы.
Наконец, утверждение (4.7) следует из (4.7'). если учесть (-1 13). 

Лечма полностью• доказана.
на 3. Пусть ( аим j, (ri. hi = 0, 1. 2, ...) — некоторая 6ei - 

кон-'чная таблица комплексных чисел, удовлетворяющих условию
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п , , ш—г k)gn Ч---- -I», Ь Ц„
lint --------- :------- sSl. (յւ,. |Հ. > 0 ). {4.17)

ո+ա-օօ |օճ----- J----
Ъ | $ПСП |

Тогда ряд
Հ-Q

f (Z1։z,)= V a„„. z? z™
n, m ₽ 0

определяет некоторую целую функцию от переменных /., к ла 
удовлетворяющую при любых ц, > |Հ и услоенн и вида |.
2) и 3).

Дока з а т ел ь с т во. Пусть 1<«։<Հյ, тогда пз(4.17) следует. ч;о
m га

(4.1SJ

Из (4.19) получим:

п п>

п + ։:։ > N

<Sl ano. I | г, Г / г. |“ +
я -г ու «ճ N

(4.19)

Но в теории целых функций доказывается, что если 
ко ։։

т(О = У (—У՜ г", (;ւ>0).
\ П / п —0 1

то для любого г>0 при r>R (е)

? (г)<*

4.2()

(4.21)

Отсюда и из оценки (4.19) в силу того, что 1 < а։< а. получим, 
что

1) для любого фиксированного значения г, > 0 существует число 
R։ (я. п). такое, что

М (Т|, ւ՜շ) <ег‘ А . при r։>R։ ( а, г2) ; (4.22)
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2) для любого фиксированного значения г- >0 существует число 
R* ( ։՚ւ). такое, что

М (г։, г2)<^ег? при гв> R-յ (а. г,) ; (4.23)
3) существует число R («). такое, что

М ( г,. г2)<ег« Նր2 , при г,, г._,> R ( а I. (1.24)

Так как а> 1 быта произвольной, то лемма доказана.
Замечание. Отсюда. в частности, следует, что если функция п/.։. հհ\ 

принадлежит к классу А и имеет порядок (р,. ?2). то р։ да и -
Докажем теперь следующую теорему, характеризующую класс 

целых функций порядка ( р։. р=).
Теорема 3. Для того, чтобы целая функция ։’(/,. /.,) име

ла порядок ( pJ։ необходимо и достаточно. чтоб;-! коэффи
циент ты J Ниш ; ее разлюмсснпя մ ряд Тейлора (4.Ի удовлетворяй! 
ел еду ю щ им шр с и уел о в и я ч :

1) Нт ?յ. (4.25)
ni-п».» logr— —

3цт !

r. niloeni2) bin -г- = р«. (4.2(>)
н+m-s» h)g֊J֊֊

|ЛпЯ||

П . Ill .
3) — logo 4------------- login

— р յ Р**
Нги-------------- -------—• = р.. (4.2/)

И+П1 Icrr- __
! вГ|П1 ՛

_7 о к а з а т е. ՝ ь ■■՛ т /; и. I (еобходимосгь. Пусть целая ф\ нкция 
I имеет порядок (?։, р2)>0. Пусть :а։>р, и рц>р. лю-
Аы-? числа; тощи очевидно, что существует число Rfl. такое, что

М, ( г|։ ր;)<Հւ-ր՛ г/. при гр г2>Г<։.
Отсюда по лемме J вытекает, что

п . . ш .iogn -4- - loginр. и.. *
!пп----------г-------------------------------(4.2Խ

В • 1Ո - < 1ом ----
I Н/ип

Кри любых Р։?>Р1 И 42^>р.-

Обозначая min / • — A ---z, из (4.28) получим
\ н։ :կ /

Пш (4.280
" log, ‘

,«ni;i

Нус ь х>0 и у >0, тогда из (Ն28’) следует. чг<»
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. , . хп Խշոvni lo-яп max(x,v)Ф (х, у) = lim — -=------s— <.------ 5———

Далее, легко видеть, что

- * « ipg 1- 

«’«пт

Следовательно, из (4.2'>) и (4.30.1 получим

Замечая. чю по (4.28)
1 | I. при

из 14.30') заключаем

' ' г - ■■ ' 1 • * •
«Ч '?•;

и таким образом утверждение 3) теоремы будет доказано, если мы 
«окажем, что ••՛ 1 .

Предположим, ’ то
J 

г р’ 
I1III 

n -t- in • л

ւօյ -;ւ. очевидно, будем

_ Р, 111 "՜ Р» Ս'
— -------<1. ’.И

” «п - 1с,---1
ап... |

г՛. Ь'дп mlogm
—р- -----  =».ւ<Հ(օ'<Հ 1 ,

1ои—-֊ . , «П1И
иметь

1 1 . 1 .ntogn-r .֊ л) Ic^ni

Так как функция ц’/| z2 принадлежит к классу Л н имеет по
ря ток (рг. ?_•) .. 0, к> нз { I-.31; н силу замечания, приведенного к 
Тонне доказательства леммы 3- следует, чю ?յ ՜ р/-՛՝' н Рг0»'- Это 
значит, чю <•>'՝ I, чю иротииорсчпт допущению Следователь
но, формула (4.27) доказана.

Таким образом, нам остается установить сиравсдлвность формул 
(4.25) и (4.26). '(окажем лишь справедливость формулы (4.25), так 
как формула (4.26), ус։аиавлииае'1 ся вполне аналогичным рассу
ждением.
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Пусть произвольное, но фиксированное число, тогда п< 
формуле (1.5) леммы 2

_nkgn

”+т՜” 1(*т£֊Т
Но у։ р произвольна, поэтому

Iпи ----- -----------=» Р \ Р» • (4.321
п”т’-ж log-;֊I Эцщ |

Таким образом, остается установить, что ?■,. Положим, что

вида очгин, ио. что л силу (4.13) при любом фиксированном га>0 
будем иметь также

iim --------- ֊— Р;<Р(.
п + m— log-----------------

' I ane|(2r,)m
По из (-1.32'} следует, что 

п 
пр" n + m>N»<r’>-

откуда получим оценку 
п

М (րյ։ гշ) < լ | аа- | г՛]1 г ° -4- լ I — \ ?ւ г՞ — հ՜
— ~~ ՝ ո I 2m ՜'՜

n х m < N? ո 4- m > Nu 4

n-!֊m < N, n = 0

Из (4.33) в силу оценки (4.21) следует, что для любого 
р* (р*. <р;<р։)

м ( г։, ГЛ )<ег»?« . при rt>R։ ( р‘։, г9). (4.34)

Попо условию теоремы функции f(z։, za) имеет порядок Р։>Р*։ 
относительно переменной z,. а оценка вида (4.34), справедливая, оче
видно, при любом г* > 0. противоречит этому. Отсюда следует, что 
р, = pt. Таким образом необходимость условий 1). 2). 3) доказана.

Достаточность. Пусть для бесконечной таблицы | а(1„, } (п, ։п 
0, 1. 2,...) комплексных чисел имеют место утверждения 1), 2) и 3) 

теоремы.
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Во-первых, из (4.27) в силу леммы 3 следует, что функция 
i('zJt z2), определенная рядом (1.1). при любых р/>р։ и р рз удов
летворяет условиям:

1) .для любого фиксированного значения ra (I существует число 
ад, га)» такое, что

* г ? ՛. .
М|(гн гэ)<е ’ при Г։ > R,(p։. гг): (4.35)

у 2) для любого фиксированного значения г, -О существуй! число 
Ra(p,. г,), такое, что

А՝!(Гр га)< Сг'՜’ при г2 > R->(p_. г,); (4.36)
3) существует число R(p‘, о), такое. чю

р ՛ р
Mf(rv г,)<еГ‘ ' Га ‘ при Гр г2 <.֊ R(p՜,, ?). (4.371

Покажем, что оценка вида (4.35) нс может иметь места, если 
заменить число ?, любым числом р'։<р։.

Действительно, тогда в силу леммы 2(a) имели бы
’ V- •1!П1---------- ------^Р,<?|.

Ո+ 1Qg » .
1 Ищц |

что противоречило бы условию (1.23) теоремы. Аналогично из усло
вия (4.26) будет следовать, что в оценке (4.36) число р не может 

, быть заменено числом ра<р2.
Из этих двух замечании следует, что функция l(z,, z;) имеет 

порядки р։ и р« относительно переменных /., и z« соответственно. Но 
тогда (4.37) означает, что f(z։. z_.) принадлежит к классу А и, следо
вательно, имеет порядок (р։, ра).

5°. Коэффициенты Тейлора целой функции порядка (р։. ?а)>0 
и типа (с։. а2)^>0.

Предварительно докажем одну лемму.
Лемма 4. Если таблица неотрицательных чисел ! хла J. 

( п, m = 0, 1,2,...) удовлетворяет условию
К __ n I ш /----
I lim I ' Хпс,< оо, (5.1)

пЦ-га-.с» у
то при любых г > 0, v >0 существует функция

__ и г m г — 
ср (и, v) = Inn I Xnm un v"‘< ֊I СО, (5.2)

n-է ГП-+-.■» у
непрерывная в области ( 0<Հ ս<Հ փ сю, О <Հ v <Հ Ь co).

Д о к а з а т е л ь с т е о. Из (5.1) следует, что

’ ։ ։• I) =„Հն1Լ '"j/ х...< i « .

Обозначая max ( и, v ) = w, имеем:

(5.Г)

Извести VI11, № 4—2
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откуда вытекает, что существует
? (и, v r^W£f( I. 1). (5 2Э

Докажем теперь непрерывность функции ?(п. v) в области 
0<и<-|-со. О < v < 4- со ).

Пусть । u0, v։J любая фиксированная точка указанной области, 
тогда, очевидно, имеем:

?(u. V) ?(»<>. \'0)|-^Հ jim \/XnnJ Հ /и" vm_ 

n 4֊ m - uo V V

(5.3)
П 41 / ___ n-J-ni / 11 + 111/   ՜ I„"«!•« \/Հ..."՛"՝■՛| (հ)-’I-

Для данного s (0<c<l ) выберем числа u и v настолько близ
кими к числам uft и vrt соответственно, чтобы имели место неравен
ства

откуда и из (5.3) следует, что при выполнении условий (5.4)
__ и - m. ’

? ( н, V ) —ф( u0, v0) ՜-.cliin I ха0, По Vn= s? ( u0. v0 ). 
n ֊!• m • -v

Это значит, что
Нщ ? («. v)“?fu0. vo), 

( ‘«, v ) .( II... V., )
и лемма доказана,

Теорема /. Кс.т це.'Ш» функция i fz։. z-.) порядка ( շէ. ?.)>0 
имеет тпп (с,. ац)>0. то коэффициенты ; ее разложения w 
пяо Гейлора удовлетворяют условиям
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иоказа те ль с т в о. По лемме 2 в данном случае утверждения 
(4.57, (4.6Հ) н (4.7՜) имеют место при յւ։ = р,, = ?•_• и при любых
к։^>а։н k2>a2. Отсюда по лемме 4 следует, что утверждения (4.5'). 
(4.6') и (4.7') справедливы при ji։ р.. щ=р2, К, = at. К» — ^շ. Следо
вательно, мы должны иметь:

Таким образом, остается установить, что х=^֊у--| .
Покажем сперва, что предположение у<1 приводит к противо

речию. Действшельно. если հ<Լ I, го из (5.7') вытекает, что для лю
бого Հ. (т <ր։<Հ 1 ) существует целое число N (yt ). такое, что

n ։։։
la...|<[eAiI֊2j' |',ирнп + т>К(У1). (5.8)

Из (5.8), как при доказательстве леммы 3. заключаем, что для 
любого ։^>0 существует число R (£, у,). такое, что

М< (Л> ։■՛.՛) <е‘а‘Т։ "՜ * 1 u 1: Հ при г։. г... > R (s. Հ, ). (5.9)

Но по условию функция «' ( z։, ) имеет порядок (р։. р2)>0 и гни
(а։. <ь )՝ 0. Поэтому из (р.9) следует, что

3| . Ծ, Ծշ

Отсюда в силу производительности £>0. получим Y, 1, что про
тиворечит допущению Հյ 1.

Предположим теперь, что а ; 1. тогда в силу (5.5') для любого 
а։ (а<а։<^1) существует целое число X (х,), не зависящее от 
г2>0, и гакое. чю

i Зши
ер, з( хД! 

п при II HI > X ( а. ). (5.10)

Из (5.10) следует, что при любом гг - О
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V ер, о,’/1?1 (5.11)

Из (5.11) в силу оценки (4.21' вытекает, что для любого 
а։<«5<1 и г2>0 существует число R։ (г2), такое, что

М; ( гп г2) < Չմ|’1!' ր՚" .при г։ > . (5.12)

Но функция I (zp z2) по условию имела тин з։>0 относительно пере
менной Zp и поэтому а,-.- о։аар|, откуда еле, ует, что а2> 1. что иро- 
тиворечит условию

Такпм образом, доказано, ч.о а — 1. Наконец, утверждение £ = 1 
устанавливается вполне аналогичным образом.

6Ղ Преобразование Бореля п интегральное представление 
целых функций порядка (р։, р2)>0 и типа (с։, а?)>0.

Известно, что целая функция типа Min та г-Лефлера
ОО

ep<z;h>= У т——.՛ (р>о. ?>о) (6.1)п“0Чн-пР )

имеет порядок ? и тип 1.
Легко видеть, что если | (к —1.2), то целая

функция
f ( Zp z2) *= Ер։ ( .„j Zj ՛, p։) Ep* ( և2 7.ո; р21 (6.2

от переменных z, и z2 имеет порядок (рг р2) и run (аг сь).
В настоящем пункте мы покажем, что произвольная целая функ

ция порядка (рр?2)>0и типа (опо2)>-0 представляет собой пре
дел линейных комбинаций вида (6.2).

Пусть Г ( Zp z2 ) целая функция порядка (р,, р2)>0 и типа 
( Պ» аз)>0> Представим ее рядом Тейлора в виде

Լ F7—Լ՜֊ Կ г / ՜ (^>0. р2>0). (6.3)
1 (|ն + ПР1 ) г (НсН- ШР2 Jп, m — 0

По теореме 4 имеет место равенство

п -г տ Е_ JD
пт 1/------- m------- р_ц_гу_т_г’ =(6.4)

в i m-co ? Г ( р։ ֊V ոթւ ) Г ( р, -f- тп?., 1 \ePi Պ ' I еР2 ач /
откуда по формуле Стирлинга следует, что

U 
lim 

n-f-m —«.•
I bnaj I P։ a2 h (6.Г)
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Из соотношения (6.4) вытекает, что функция

х>
8 (։>.’«)= Ճ Гп-, («-5)

o,m-0Z1 Z։

голоморфна п обл лещ | । ՝յ[Հ z. |><լՀ։.
Назовем g ( z,. z3) функцией В р,( р։. р3). ассоциированной с це

лой функцией i (Zj. z.)
Если/к (k I, 1) произвольный замкнутый контур, охватываю

щий круг | V I --<՛ 4 плоскости ". (в частности, ла և можно взять лю

бую окружность | /J г» >»< fk ). то из (6.5) следует, что

J ;м:> «’•: (n, m 0.1,2....). (о>

1| ь
Из (6,1) и (6.6/ получим следующее интегральное представление 

целой функция I ( z,. z3 )
I* I*- 4_. | E:i ( z։;։;ji։ ) E.. UsSsUS) g (Կ. ;3)<K։ Հյ.

Կ 6
Таким образом, доказана
Теорема 5. Любая целая функция f(zt, Z-) порядка 

(р։.р։)>0 и типа ( о,. о.)>0 представляется в виде

f (Z«. Za)= ֊ \ \ 2.’=ИЧ) g (ъ։. (6.7)

ե 1-.
где g ( 2|« ) функция В-:. । р I. ассоциированная с f (z։. z?), а
lit (k = I, 2) прои вольный замкнутый контур, лежащий ճ области

Формулу (6,7). лающую л ; сгрэльное предсгазленце целой функ
ции порядка (?։, р.)> 0 и типа ։□, з.)>0 через функцию pj.
ассоцнн|ювиниую с нею, можно обратить.

Для любого 1Հ (0-г՜.Ч 2г.), (к — I. 2) ?■< ֊г (к =1, 2) плос-
«•

кость комплексного переменного (k — I. 2), разрезанную но лучу 
.argzk = ок 4- п. обозначим ■ зг։к(к=1. ». Рассмо.рнм и Аок ту 
ветвь функции (с 1 1 /•< Г - . лт-=; л. принимает иешсственные поло
жительные значения на луче argz-.

Полагая теперь, что рк • *, . (к*=1. 2), определим область 
••

Dk (^յ. Ок. Рк ). (к 1.2), хак множество тех точек zk из А'л . для 
которых выполняется неравенство
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Re (zk е*՜16* )fk >ак. (6.3)

Область Pt ( 0к . , pfc), очевидно, содержит точки луча argzk —f)k ,
удовлетворяющие условию z.u Pl .

Теорема 6. Если zk £ Ok (0fc . -u . pi ) (k I. 2). то имеет 
к ест о ннтегра. i ьп ос нредст ։?<? л ен ие

%( г., /., ) = р, р.. ( 7.у е-1'-1» F«ն (z3 е ՜!"- )֊ц= ։։з /., ՜ : z., ՜1 •

ОО со
Xj Ufl.e" iU|, Ье-^е'* ’’’ 1 *•*•*' >?’—’’■)?= у 

о о
- »,:*.₽<—1 t.u:p.r 11Н] (Ц, (6.9).

Доказательство. Пусть о>0 фиксировано и

е<Г пшх .[ ? • Հ I • тогда нз (6.4') следует, что 
12Հ” 2Հ?'|

I b„„, ,<[<^(1 - s)|"<<r-.(l.(-։)|"' ՛ 
ti nt

6 V՜։ / 6 VJai'P1 + т j ( 3= +■ շ՜) ՛ ntm Ո + ,J1 N« •

Следовательно, при некотором c>0 
n ։ ու

I b™ |<c^?‘+֊!jF’^»P2+ ’,y՜. (՛։. m = 0. 1.2....). (0.10)

Если zk լ Dk (0k , ck փ 26. p։. ) (k = I. 2), то на (6.8) u (6.3) no-
лучим, что при O^tk<CH- oo. ( k= I. 2)

I f (|։ e-|0'.t2 e՜1'1 ) e՜ ‘‘՜՜"" ,?՚ ՜ <z-’ с՜ '°',f
QQ
V ___ е ֊ (Г • (6 |Ո
— Г( ոխ 1 } Г( р... • шр. 1 )

н. тп — О

Но максимум функции гке <՜~7յ’ г'(О^г<^ос) достигается при՛ 
г = |к{>՜1 (оч-б)՜ 1; е , следсвате.,ьно.

I ք t,e-։%)e-’V <ЛС-|9«>Ь - ։Uza с֊10)-

е—՝Л։ ֊ 01. yj _________  i , •,
— р (Н1-гПр1 '| Г Հ-' тр» Jj

Ո, :п - О
ձ \ •՝ / Լ \ ш

пр՜՜1 е ՛”’ | I, !пр-: е '' i
֊ ՜ ' (6J2>

(Օյ 4֊ о) ( с2 4- d>)
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Из (6.10) и (6.12) следует, что
Н I f(t|e"i0', Ue ֊’Me ’'՛< 'V‘ ֊ '• <'■' ՝՜ < Հ

^e֊7' . А,0---'1։, է. < + vc, (6.13)
Iле Л>0 — некоторая постоянная.

Из (6.13) следует, что при z՝. . D* ( 0k , ak -{ 2о. рх- ) допустимо 
почленное интегрирование ряда

у հ, (е~Ч)"(е -Ч)*е-*1*-1 ,»,г.
Г (р։ -г 1 I г 'Р- ”«?֊> ՜ I 

и,т- 0
и.-М. "'I-„,.н

в обл ас гн 0^է։<֊- х. О-.֊. U= - — х .
Заметив, что при Rew >0

Г е- и г ,к > Ир-1 _ Г (М-kp՜1) ։
.1 pwH+fcp 1

Штенным интегрированием ряда (6.14) получим формулу (6.9) и. и 
*к£Рк(0к» ajc4֊23, р՛. ) (k — I, 2), где S>0 любое число. Но так 
как օՀ>0 можно взять сколь-у годно малым, о отсюда и следует 
утверждение теоремы.

В последующем результаты ։еорем 5 и 6 буду։ применены для 
получения параметрических представлений для целых функции по
рядка (р։, р2 )> 0 и тина (<з։, с?)‘>0. подчиненных дополнительным 
условиям интегрируемоегн в квадрате модуля но определенным лучам, 
лежащим в плоскостях z։ и z

В заключение автор считает приятным долгом выразить приз
нательность проф. I . Я. Левину за ценные замечания, сделанные 
им при ознакомлении с рукописью этой работы.
Сектор математик։։ и механики .АН Армянской ССР Поступило 2 VI 1955

Ереванский государственный университет
нм. В. М. Молотова

и*. ։յ՚. ձԼթթաշյահ

ՀԱՏ ՓՈՓՈԽԱկԱՆԱւԴՑ ԿԱԽՎԱԾ ԱԱՒՈՂՋ ՖՈՏՆԿՑՒԱՆեՐՒ
ՈՐՈՇ ԴԱՍեՐհ ՏեՍՈհԹՅԱՆ ՇՈհՐՋԶ

ԱՄՓՈՓՈհՄ

Հււդվածոլմ կսւուււ-ц վում Լ лщиг փո ւ/ւէւխակ սւ՚եՆԼ ր ի ւյ 1ւա խւ/ւսմբող) 
ֆունկցիաների մ ի հաււ։ր/ւկ է[սէսի nt !• ։ւ и ւ [•! յ rn ‘b ր ե սւրւիւււմ Լ նրանք] իհաե- 
րյ բա] ներկաjutijni.if րէ

(t ա րադրանրր i հ շասւ էյն ե լո ւ ն ուատակոէք ա րդ յ и է. հրն ե ր ր րե րւ/nt.tf /.Ն 

Л/։//ու ւի աի и իյ ա կան ի աւք րու]9 էիունկէ] իանէ. րի 'էամարտ
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