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МАТЕМАТИКА

Л. J1. Шагияян

О скорости полиномиальных приближений на 
произвольных совокупностях

Введение

Пусть Е— произвольная замкнутая сококупиость со связным до
полнением Е« на z плоскости. Отобразим конформно Е*  на w|>l 
функцией

w — Ф(г), Ф(сс)= со, Ф'(о=-)^>0,

1g |Ф(г)! есть функция Грина области Е. . Обозначим через Lf ли
нию уровня функции Грина

Լր: յՓ(շ)| = ր>1.

Тогда, согласно теореме Уолша [1]. для любой функция i(z), ре
гулярной на замкнутой ограниченной совокупности Е, возможно опре
делить при любом и полином степени п такой, чтобы на Е имела 
место оценка

|i(z) P„(z>|<(r֊,- *>0.

где С — постоянная, a Lr —линг: :: функции .Грина, проходящая
через «ближайшую- особенность функции i(z).

Величину г можно выразить в терминах конфигурации Е. Это 
можно сделать пользуясь либо известной теоремой искажения Лль- 
форса [2] (печь идет о втором фун. аменгальном неравенстве указан
ного мемуара), либо оценками Варшавского (3]. Однако и неравен
ство Альфорса и оценки Варшавского имеют место при наложении 
больших ограничений на совокупность Е.

Наиболее общий результат в теории конформных отображений, 
позволяющий оценить значение г, либо значение функции Грина в тер
минах конфигурации Е, &то известная оценка Лаврентьева [4].

В § 1 мы устанавливаем некоторую новую оценку функции 
Грина (теорема 1 текста), пригодную в самом общем случае и содер
жащую в частности неравенство Лаврентьева.

С помощью этих оценок в § 2 приводится решение задачи Уолша 
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в терминах совокупности Г. в самом общем случае ограниченных зам
кнутых совокупное I ей.

Во втором и третьем параграфах решается также задача об 
оценке полиномиальных приближений для функций, регулярных на 
неограниченных замкнутых совокупностях. Одновременно решается 
вопрос о весовом приближении в произвольной бесконечной совокуп
ности как для функций, регулярных на замкнутой совокупности, так 
я для функций, регулярных в открытой совокупности.

Оценкой скорости приближения многочленами функций, регу
лярных на произвольных ограниченных континуумах, занимался С. II. 
Мергелян [5|. Полученная им оценка (неравенство 3 статьи |5]> грубее 
нашего неравенства (2.11).

Другие работы по оценке полиномиальных приближений в случае 
произвольных неограниченных совокупностей нам не известны.

§ 1. Некоторые оценки, относящиеся к линиям уровня функции 
Грина

1.1. Пусть £2 ограниченная замкнутая совокупность со связным 
дополнением на плоскости комплексного аргумента z; С — граница 
этой совокупности, а Զ« — дополнение к У. Считаем, что У лежит в 
круге Iz'i^d и содержит крут z|<A.

Отобразим Уе конформно на |w >1,

w = Ф(и). Ф( ос) == ос , Ф'( со) ^>0.

Функция

g(x. у) - | Ф(7.) I

есть функция Грина области <2«.
Впоследствии, для краткости, вместо g(x, у) будем писать g(z).
Оценим снизу значение g(z) в произвольной точке z.։ и удов

летворяющей одновременно условию |zj<d.
Для этого соединим точку A(zJ с некоторой точкой B(z։)

|z2| = d-d0, (d,>0), 

спрямляемой дугой I., лежащей внутри Զ». Пусть z = z(s) перемен
ная точка на L, a s —дуговое расстояние точки z от z։. Расстоя
ние точки / (s) до границы С обозначим через p(s).

Представим в круге |z֊z(s) <р($) функцию Грина g(z) посред
ством интеграла Пуассона

g(z) = s(7'} p^֊2rp%L(<r- ei f ?

где z'֊ z(s) |.?(s)c'. z = z(s) re* 5, r<p($).
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Разлагая интеграл Пуассона но степеням малого значения пара
метра г. получим

cosn (fJ —?) ' dcp.
В силу равенства

получаем

g(z)
Г

?iS)

И | р• շ- |','(*')  ««п (О ?)с1<р.
Применив последнее соотношение в ючке ?:(տ֊1-ձտ) (ր= /Հտ-ք֊ձտ) - 

—z(s)|), получим

Ժ<հ(տ) 2 -- --- —
OS p(s)

С05П(у- 6) de.
Отсюда

os

շ 
p(s) •> ₽^g(s)

1
դ

П О

- g W)

или

Ժտ ; ՜ - ?(S)

Искомую оценку функции Грина получаем из неравенства

k I

s, О Ig g(8) 
ժտ

т. e.

gfa) շ f ds 
e</,> ՜ ՜ J

AB

-2 I՛ l1՝ 
J 

g(z,)>e A" g(z,).c

(1.1)

(1.2)
Значение в точке z(s) обозначаем через ц($).
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В общем случае эти оценки значительно улучшить нельзя.
В дальнейшем мы увидим, что в неравенствах (1.2) число 2 в пока- 

зотеле нельзя будет заменить числом, меньшим—•

1.2. Оценим g(z) снизу на окружности |z| = d֊|-d0 (de<d).
d х

Так как g(z) мажорирует гармоническую функцию 1g -г—г» то при; 
1 |

17.J | = d 4- d0

К(г։) > |R= !«() + 4’)- I
В силу неравенства lg(1 х)>у прих^1. 

получаем
И(^з) > շ/ • |

Тогда из (1.2) следует
-3 Inf |‘ I J *<•>

«(/.,)> e AB , (1.3)՛

где AB —дуга, соединяющая точку z. с некоторой точкой окружно
сти |z | — d -ь d0(d(, < d) внутри Զ*  .

Взамен (1.3) иногда удобно применить и другую оценку [нера
венство (1.5)|.

Пусть Լ — произвольная замкнутая спрямляемая кривая, лежа
щая в Զ-х и охватывающая данную совокупное! ь.

Обозначим

d = max [z! J Հ .. 
1 при z է Զ.

d-bd0= max | z| J

Тогда в любой точке zl кривой L

d - ( —
g(zL)>-o(je , (1.4)ւ

1дс интеграл распространен по всему замкнутому контуру Լ.
В самом деле. Пусть Л/,.) ֊ точка кривой Լ, где оценивается 

функция Грина, a B(z»)- -.очка кривой L. где |zj d + d0. Этими дву
мя точками кривая 1. разбивается на две дуги L, и L3.

Согласно оценке (1.3),

-if-*.
d К’1 

g(z? > 2d° е լ>

а также
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Но так как

го получим

Ր ds I Ր ds
max I — • > - - I —- . :=l,2 ,1 Pls) 2 .1 ₽<S)

L, L

1' 4» 
f<*>

11.5)

В терминах функции w <I>(z) неравенство (1.5) дает

_ f Л
I I  1*|Ф(2|.)|>ехр |-^e '' )•

В силу неравенства

ex > 1 -г x 
получаем

քճ՝.
|₽(s)

В №.)i>i+^<Հլ • (1-6)

Если W|. есть образ произвольной точки zj. на w-плоскости, 
при отображении w —Ф(г), a w'— произвольная точка на w' 1. 
соответствующая произвольному граничному элементу кривой С, то 
предыдущее неравенство дает

. _ ք ճ8
|wL֊w4>^. е Г. . (1.7)

Имеет место также неравенство
( J.*.

|wt—w*|>  շ^Տ՜*'՜*՞,  (1.8)

которое в частных случаях может дать лучшую оценку.
1.3. Неравенства (1.7) и (1.8) содержат в себе известное нера

венство М. Л. Лаврентьева [4] в теории конформных отображений.
Действительно. Произвольную жорданову дугу, лежащую вну

три Զ» и имеющую концы на С, будем называть, как это принято, 
сечением области .

Любое сечение разбивает области Q*  на две области.
Обозначим через о։ нижнюю грань длин всевозможных сечений, 

отделяющих точку A(z։) от В. Пусть о2 — расстояние точки А от С. 
Меньшее из этих двух чисел бу,.ем называть, следуя М. А. Лав
рентьеву, „относительным расстоянием*  точки A(zj от С относитель
но точки В. При наших предположениях относительно точек А и В 
•очевидно, что относительное рассюянне точки А от С относительно В
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совпадает с относительным расстоянием от С этой же точки относитель
но z=<». I? дальнейшем число

5 — inin (о։; о2)

будем обозначать словом „расстояние*  в кавычках.
В терминах относительного расстояния точки Л от С из нера

венства (1.3) (1.4) и (1.7) (1 8) вытекает

е(г.)>4”е՜5 С-9)

-С (^֊)2
w։ — w'|>e ն , (1-10)

где с —абсолютная постоянная. Это и есть неравенство ЛА.
рентьева.

Доказательство. Произведем квадриляж плоскости со
5

3|/ 2՜квадратов, равной Выделим ячейки, которые имеют 

Л. Лав-

сторонон

хотя бы

одну общую ючку с замкнутой совокупностью Զ.
Обозначим через £2- бесконечную область, содержащую точку г=^> 

и ограниченную ломаной, состоящей из соответствующих сторон вы
бранных ячеек. С Гранина области Й»-

Обозначим также через 5., о., и 5 аналогичные 6Р 52 и 5 вели

чины для £Л» .
Точка Л(/,։) вместе с B(z«) будет лежать в области Ց». В про

тивном случае, очевидно, имели бы

5,^-2
9

и поэтому пришли бы к противоречию

„ 2 .
О С ..֊ О . 

Հ»

__ о
Величина о. будет не меньше, чем 

3| 2

С другой стороны, очевидно и

32 <о—
2 6.

3| 2 3

Поэтому
2Տւ _ о. о . 

о > пип — »
13 । 2

Это показывает, что, выбрав в квадриляже определенные квадраты, 
входящие в Զ оо, мы можем провести внутри них ломаную!, такую.

что расстояние Լ от С будет >--•
3

3 lz 2 *
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Легко оценить н длину этой ломаной L. R самом деле, если N 
означает число ячеек квадриляжа и круге |z <Հ<*  ■' d0, то

<*( ‘1 <U՜2,

1 Ղս у 1 Т<1Л- "Հ 2
дл. L<48n -։.

Замечание. При оценке числа N, '. ели подсчитать нс число ячеек 
покрывающих круч ,z <d-! <1,, а число ячеек, входящих в узкую 
полосу, примыкающей к границе области л имеющей ширину порядка 
о, то вместо неравенства (1.10) получим

— <քճ> .г
I wx — w' I > е

где е(о) -> 0 при 5-> 0.
Все предыдущие оценки, приводят к следующей геореме.

Теорема 1. Если. £2 замкнутая совокупность со связным 
дополнением. лежащая в круге '՛/.'■ d. ՃՀ дополнение к Զ и 
1 — любая замкнутая спрямляемая кривая, охватывающая Զ, то 
6 любой точке г, кривой I.

֊2 I':֊ 
> \ do лн 

g(zi.)> 2<V е

(1.Н)

где d0 = max|z|, z у L. a A(zr) произвольная точка области
в круге z| d и ЛВ — dvza, соединяющая внутри £2«. точку \(z։) 
с произвольной точкой B(z2). z2| d -• d0.

Если Wj — образ точки \(z։) при w Ф(х), а ^֊-аффикс произ
вольной точки окружности |w'|— 1, то из {1.1!) следует

.. ք մձ_ 
do А ։ КО 

Wj wl>2(|e (М2)
либо
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Из (1.12) сытскает

_С(А)=
(wl~w')> е ' , (1.I3)

где с абсолютная постоянная, не заси:ящая от d.d0, 5, а о- „рас
стояние*  точки A(z։) do С.

Неравенство (1.13) есть неравенство Лаврентьева.
1.4. Фиксируя точку z։ = Х| -t iy։ է Ձ., построим две линии 

уровня

Կ gM)

и

Կ: g(x.y)= -֊- g(x։; y։).

Оценим снизу расстояние между Լ։. Ա н С.
Согласно Г. Фаберу [9|, если z։ и z2 --дне произвольные точки 

Զ*,  a w։ и w2 — их образы в |w|>l, при отображении w = Ф(г), то 
для расстояния между линиями уровня

V: g(x, у) =6(20,

L": g(x. у) = g(z2)

функции Грина имеет место следующее неравенство

расст. (I-': L") > (г" - г') (1 - J.. ) . (1.14)

где I w,! =т‘<| w21 — г*.

Применяя это неравенство к нашему случаю, получаем

, . . I շ-rtAi \ / - —sfr.i \
расст. (L։; Լ=)> с՜ — с I J— е )>

( -J- K(z,l \ / - ■՛ Rfa) \
4 ) Ի-е Ь

Ио из принципа максимума гармонической функции следует, что 
в Զ»

, . , | X. I . d
g(zi) և՛: д- ig-д--

поэтому*  
- 4֊ 1 ' / л

*т|/

1-Շ > 4 \ d ) g(Zi).

I—е к при х > 0.
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■Получила 
3 ձ 

расст. (Լ։; Կ) > • -у g2(z։).

В силу теоремы 1 из (1.15) получаем

4 С
росст. (L.;U)>A. 4.. ><

г ИЛИ
չ f ds

расст. (L.։ М ։, А - 4(т)՜- е Լ 1ՀՀ

Из этих оценок следует также

„ . . 3 ձ Zd։)\2 -<(тГ
расст. (Կ;Կ)>^. т е

где с —абсолютная постоянная.
При фиксированном d справедливо также неравенство

расе՜. (L։; Լ>) > е °՜,

(1-15)

где Цо) — О при о 0.
Аналогичные неравенства подучим для расст. (С: Ц)только 

с другим коэффициент ом взамен

1 .5. Наконец оценим длину линии уровня 1.։-

дл. f-j |^(w)|-|dwj

(1.16)

(1.17)

(1.18)

лишь

Li силу известного неравенства Фабера [9]

_[wp 
|w]s-l

где т—емкость совокупности Q, получим. , 2d*4<'g(z1)<g(zI) (1.19)

ИЛИ

Г 4^’лл- ւ.<4

Г
J М*  длз ( *

С լ

Очевидно : < 2d,
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Полученные в пунктах (1.4)—(1.5) результаты сформулируем в 
виде леммы.

Лемма 1. Если L, L,, 1.2 линии уровня функции Грина g(z), 
имеющие уравнения

L: g(x. У) = g(x։; yj.

L!- g(*i  У) ֊֊g<x’;y'k

Ц: g(x. у) —

то имеют место следующие неравенства

-if ճտ
расст. (Լ,: Լ) ։ . ) да
рпссп. (Ц-.М ‘֊•Т Т • е '
расст. (1.2: С) | ՝ '

где I. произвольная кривая, охватывающая Զ и проходящая через 
A(Zj)r с — абсолютная постоянная.

ռ (~
ил, L<4 - е 1- rt”. (1.21)

1Հ

§ 2. О равномерных полиномиальных приближениях 
на замкнутых совокупностях*

2.!. Полиномы Фабера }7| .
В разложении в ряд Лорана. в окрестности точки z ~е, функции 

[<w.

совокупность неотрицательных степеней от z составляет некоторый 
многочлен степени п Этот многочлен и называют многочленом Фа
бера. Обозначим его через Рц(н).

11 о опр ед еле и и ю Ւ՛,, (z)

լփ(ւ)րօ[ ’փ при t

В силу этого, при z^ Զ

С |Փ(է)1՞-ք„(է) di = о

' В дальнейшем придерживаемся всех обозначений § I.
** Подробности о полиномах Фабера см. |6—8|.
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Отсюда получается интегральное представление полиномов Фабера

L, 
Определим образующую функцию полиномов JF„ (z)|.

■ T(i;z)= V

T/c-zU— С v /ф191" ք|է - ճ ք____ dl______
2*i  J ~Ц с ) I z MJ (1-ճ)(՜է-Փ(է))'

Но гак как при է-> оо

է-z с—Ф(1) и(р)

то, применяя теорему о вычетах, получим

LC___ <!1___ = _ReJ. . А,
2raJ (։-7.)(ք-Փ(ք) | •?(;)-/,

V T(s;z)=IS- (2-2)
Этой формулой образующая функция Т(;; /.) определяется при 

всех Z внутри линии уровня

g(x, у) —lgl;|.

Функция Т(;; z). а следовательно и Fu(z). зависят лишь от обла
сти Զ и не зависят от выбора точки A(z,).
2.2. Равномерные приближения на ограниченных .замкнутых совокупностях

1 .
функции - ----- ;

Z3 z

Представим Функцию —-— интегралом Коти, при z Հ Զ, 
z.—z

Г = Լ Г , _1 (lt,
z։֊z J

Перейдя под знаком интеграла к переменной w, получим

1

I/•I—№ 
'^)֊г

VO|>
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»J>^(£) T(՜' Z)

Заменив 110 формуле (2.2) через » получим

1
Zj —Z Sri T(':z)1U'Р '

.. J?U.)
р= е

се I ■* /• \
Подставляя Т(5; z) = У-~- 

п-0 Г

н интегрируя почленно, получим

где

z _շ ՜ V С“ Fit (ճ).
ո-0

1 f dt
“ 2ni J (74֊է)(Փ(է))"’

(2.3)

(2.4)

Представим из (2.3) -— и*  виде 
Z. Z

%-—֊ V Ск Fk (z) -֊- Rn (Z։; z),Հ. J Z/ k-0
и оценим остаточный член

R։i(Zj;z)=- V ckFk(z). 

к-։։ ֊ IИз (2.4)
Тогда в силу уже произведенных оценок.

. . т 2dлл’
и

pacer. (U Կ)>

получим |Cn|<C d ֊3/ v ձ֊ g (ն) • e (2.5)

c —постоянная.
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Из (2.1) следует

1Г / м / ։ тк(/1) лл. լշ|F"(Z)I<2S е paccr.(U;C5՜ 

пли

|Fn(z)|<c- 3(z։)e ՛ й<,>.

где с —абсолютная постоянная.
В силу (2.5) и (2.6) получаем оценку

|1Ա* 1;*)1< օՀԱ-՚Ն.)֊֊է! •

1-е 4

Но ранее было отмечено, что

(2.6)

Л ±- 
Ն К»>

|Rn(z։;/.)i<a-e ? I|-M

где

a = c-d0

8<1 '

(2.7)

Обозначив через P„(z) многочлен 

п 
Pn (z) = V Ck Ւ\ (z), 

k-0 
приходим к следующей лемме.

Лемма 2. Для функции —— при /, • Զ можно подобрать по֊ 
z։ 1

֊P..(z) a exp
z

лином Р„ (z) такой, что

-fine (2.8)

где постоянные ь и £ определяются из (2.7).

В предыдущих неравенствах интегралы распространяются но 
произвольным замкнутым кривым, проходящим через точку z։. Спра
ведлива и следующая оценка
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|<W|>j-ne՜(2.9)

где տ(3՜) + 0 при 3-> 0, S — „расстояние*  точки z։ до Զ.
2.3. Равномерное приближение функций, аналитических на ограниченной 

замкнутой совокупности.
Пусть теперь o(z)— произвольная аналитическая на замкнутой 

совокупности Զ функция и о—„расстояние “ ближайшей к Զ особен
ности функции ?(z). Обозначим через L*  произвольную замкнутую 
спрямляемую кривую, охватывающую -- и отстоящую oi Զ больше 

3 о
чем на ֊հ и меньше чем на -9- •

Такую кривую L*  можно построить примерно таким же путем, 
как это было сделано в § 1.3.

Построение L*  можно провести таким путем, чтобы

d։
дл. 1*< с.-у. (2.10)

Представим o(z) интегралом Коши

Ф) = ^Г f 
Z<«! ’ Z| — Հ

*1.»
при z r Զ.

n IПодставим под знаком интеграла вместо ядра^—- выражение

—֊ “PnUJ + Rnfez), 
/-1 Z.

|де Pn(z) представляет отрезок ряда Фабера. Заметим при этом, что 
коэффициенты полинома Фабера Fn(z) завися՛! от z. и, очевидно, 
являются аналитическими функциями от Հ'.

Получаем
?(z) = 9^i | ^Z1) P(zr^dz։ փ ֊. C?(z,).Rn(z։;z) dz,.

՜' Ն - £

Выражение
;2֊i J <p(zi) P„ (z։; z) dZj = P; (z) 

L*

представляе։ полином степени n. Обозначив через M. niax|?(z) на 
расстоянии от, от С. в силу оценок (2.7), (2.8) и (2.10), получим

-J -±- 
L*  И?)

!?(/-)֊рп |<с-е '"v . AV,, (2,н)

‘ Эту зависимость выразим явным образом посредством обозначения 
Pn (z) = Рп (z։; z).
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где
- \ >1*

(1” 1 1 ՚ լ»ք-(»)
с=const —й • —. • —. е db да

с —абсолютная постоянная.
3»Л.
Ւ 8(1

(2.12)

Получаем следующую теорему.

Теорема 2. Если տ(ճ) - аналитическая на замкнутой. сово
купности У функция и 5 ■ „расстояние*  ближайшей особенности, 
этой функции от Զ, то ?(г) можно аппроксимировать многочле
ном степени п, удовлетворяющим неравенствам Հ2.11) и (2.12).

Следствие. Если ?(z) аналитическая на замкнутой совокуп
ности Ջ функция и 5 „расстояние" „ближайшей*  к Զ особенно
сти этой функции, а М есть max|«(z)| на расстоянии о . от Զ. 
то существует полином Р,‘ (/) степени п такой, что

։1 р•Ա)
|«F(z)-P;։(z)|<c.e’nL- , (2.13)

где а- абсолютная постоянная, и

Считан d0 о и ձ раз навсегда фиксированным. получим

, _l|։
օ<?ԽՀ (2.14)

где. հ — абсолютная постоянная.

Неравенства (2.13) и (2.14) получаются из (2.7) и (2.8) при соот- 
( Ճ 
Լ- Я»)ветствующеи опенке интеграла

Замечание. Уолшем доказано [1]. что если f(z) аналитическая 
на замкнутой совокупности Զ функция, то существует многочлен 
Рп (z) степени п такой, что

Ж iiw-p.wi<^
где г։<г, а

g(x. y) = lgr

первая линия уровня 1.: , проходящая через особую точку функции 
f(z); М — постоянная.

Имеет место и обратная теорема: если для ։(z) при любых п 
существуют полиномы (Рп (z)! такие, что



16 A. JI. Шпглняи

|f(z)֊P„(z)|<֊- 

где M — постоянная, нс зависящая от п, то f(z) регулярна внутри 
линии уровня L, .

Величину г для заданной совокупности Զ и функции f(z) .можно 
определить либо из функции Римана, либо оценить с помощью раз
личных теорем искажения. Например, пользуясь теоремами Аль- 
форса [2J*  либо Варшавского [В].

• Речь идет с втором фундаментальном неравенстве указанной статьи Аль֊ 
форса.

Однако теоремы и Альфорса и Варшавского имеют место при 
наложении определенных, довольно жестких ограничений на область.

Оценками (1.11) либо (1.12) функции Грина можно пользоваться 
при таких же обстоятельствах, что и неравенствами Альфорса и Вар
шавского.

Хотя (1.11) и (1.12) грубее неравенств Альфорса и Варшавского 
в том смысле, что в показателе для коэффициента при интеграле не 
указано экстремальное значение, однако эти неравенства применимы 
при совершенно произвольных областях Զ.

Таким образом неравенство (2.11) дает решение задачи Уолша, 
выраженное в терминах самой совокупность։ У.

Докажем теперь, что неравенство (2.11) существенно уточнить 
нельзя. А именно докажем.

Теорема 3. Существует совокупность Զ и аналитическая на 
ней. функция такая, что на Զ невозможно неравенство

|<p(z)-P„(z)|<M;,®xp|֊ne 4 ‘■•* ”1, (2.15)։

где £>0.

Доказательство. Возьмем произвольную положительную не
прерывную функцию p(s) (0<s< ос), причем

limp(s) = 0.
S- со

Совокупность кругов |z -s]<?(s), где s —переменная точка на 
оси ох. составляет некоторую бесконечную область 1). Границу обла

сти D обозначим через С, которая вместе с кругом z j- <Հ 

и с некоторым континуумом, соединяющим их. пусть изображает в 
данном случае совокупность £2 теоремы 3. Через С. обозначим часть 
совокупности С слева ог прямой R(Z) — х, а через D, часть области О 
также слева от этой прямой. В качестве функции <p(z) возьмем функ
цию ?(2) — —. = -1- — • которая ограничена на С, r^(z)|<и имеет 

особенность / 0 на расстоянии р(0) or С.
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Допустим равенство (2.15) имеет место для любой замкнутой 
совокупности Զ и любой функции ?(z). аналитической на Q. Тогда, 
в частное։и. она должна иметь место и на С, . независимо от х.

Считая, что для данного С, контур Լ*  сос.онт из двойного 
отрезка 0 < s< х -t- р(х) и окружности 1 z | = к -}- р(х). полу ним

։ НО

I \C' + J I ?) + ^tx+₽(x))=2b£) +
+ 21й(1 + и 2) + 2=(х 4-р(х)).

В силу litn p(s) 0 легко показать, что при t сколь-у։ одно 
։ - ос

милом можно определить число с (а) таким образом, чтобы

(2 16)

Тогда на С, по условию (2 15),

PM(z)
_ 1

S р(ОГ

| । J
<֊7— ехр — пе

/р(0) I

При любом заданном -- мои: ю подобрать п таким образом, чтобы

Rn<s,

Тогда из выражения Ra следует, что п будет иметь значение

n=igL?(£).e ■■

։ у-’-)/«֊>

• е * փ 0.

где (61 1.

В круге |z| < х,. где х — фиксированный параметр, связанный 
с С». будем иметь

₽.(»)<֊_ 4֊ ( 77п Г<
I ! ><։»> k р(0)' f(0)/ I'pfO)

|P»WK
IbnecTHu VIII, .V 3 -2

։

շ
1 Кб)
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~------------ ------- - -=  - ՜լ~՜   . ՜. ՜ -՜՜-՜ ր ~ յ-տր —■

либо проще
1 th

( H -) Ր’\

% |Pn(z)|<expj е * J (2.17)1

при х > р(0) и z • С: .
Построим теперь некоторую аналитическую внутри I) функцию 

Ф(г), не зависящую от п и мажорирующую полиномы P„(z) внутри О

|Pn(z)|<|4'(z)|. I, 2... (2.18)

Допустим, что такая функция 4*( z) уже построена. Тогда из (2.18) 
следует нормальность семейства полиномов |Pn(z)| внутри I). и так 

как эти полиномы по условию равномерно сходятся к ?(z)
1 z -2р(0) 

на некоторой части С, то _ должна быть аналитически про-

должима внутрь D. чего не можсть быть.
Это противоречие и доказывает справедливость теоремы 3.
Таким образом доказательство этой теоремы сводится к построе

нию функции U’(z).
’Ir(z) строим следующим образом. В полосе

на w — utv плоскости рассмотрим функцию ехр (е) 

t > . / ՜ ։. \
На прямых у - — I-------

.с*  I _ е’ »սս*յ  е = е

а па н^О

Отоб азнм функцией w - w(z) указанную пологу на криволи
нейную полосу 1> так. чтобы точка w — О соответствовала некото
рой фиксированной на границе С точке, з w — оо соответствовала 
точке z «= w.

Покажем, что функция U’<z) - < и есть нскомлп функция.
В самом деле. Отрезку Реек - х, |у р(х). параллельному оси 

оу, буле։ соответствовать в полосе

I v ։ ։,° ♦ п > о
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некоторая криволинейная дуга о. . Если обозначить через п։(х) вели
чину пйп |w(x~ty)l при |у|<р(х) и фиксированном х (фиг. I). то во 
первому неравенству Альфорса [2] ^,Հ

’ ----------------- Հ"~------------
\ л/’-----М (J5?L (°։ 9) ------ —----------------- —

Ч2 շ)յ?(տ)’ (-’Հ’ Г ; Р
_ J..... ' .

где а и С некоторые фиксирован- ։ ,
ные постоянные. Тогда в силу этого
неравенства будем иметь на границе С области D оценку

I е* ‘° I Ли. С
|е |>е • (2.20)

Но,с другой стороны. I ес | не только на границе, но и внутри 
•области D, при х-*  а>, удовлетворяет неравенству (2.20) равномерно 
относительно у. а |Р„<х> растет как хп , поэтому из (2-17) и (2.20) 
следует, что и во всей области О

|Рп (z)|<| е** 1"] — I'l'(z) |, 

'независимо отп, что и требовалось доказать.
Замечание. При доказательстве теоремы 3 косвенным путем до

казано также, что оценки функции Грина, указанные нами в нера
венствах (1.11) теоремы 1. нельзя существенно уточнить в том смысле, 
что в этих неравенствах коэффициенты 1 и 2 при интегралах нельзя 

заменить соответственно числами меньше —- и (утверждение в 

конце § 1.1).
То же самое можно сказать относительно других оценок, свя

занных с функцией Грина и приведенных в § I.
2.4 Равномерная аппроксимация аналитических на замкнутых нсогрл- 

киченных совокупностях функций
Пусть Զ -односнязнэя неограниченная область, содержащая круг 

1ч<».
При произвольном г область У отсечет на окружности |z| = r. 

вообще говоря, счетов число дуг. каждая из которых будет разби
вать Զ на две области. н одной из которых будет лежать точка z 0.

В дальнейшем предполагаем, что область ~ отсекает на каждой 
окружности |л|=г лишь конечное число дуг. При г-*  -» эго число 
может стремиться к бесконечное։и.

’При данном г указанные дуги о секают от Q некоторую конечную 
лблпегь, содержащую точку i 0.

Из этих дуг можно выбрать минимальное число таких, которые



20____ А. Л. Шагнняп

отделяют оч Զ максимальную конечную область, содержащую точку z— 0. 
На приведенном чертеже (фиг. 2) такими дугами являются MN и SP.

Обозначим эту область через Զր. Пусть о(г)— пминимальное*  в
смысле Лаврентьева расстояние

Фиг. 2.

особой ТОЧКИ функции ?(z) от обла
сти Զր и d(r) — max | z. в области Զր. 
Таким же путем, как это было сде
лано в§ 1.3, проведем замкнутую 
спрямляемую кривую Լր . содержа
щую Ձր н состоящую от нее на. 
расстоянии о'

с „линой порядка с
•Яг) 
5(г) ’ где с

абсолютная постоянная.
1 огда, согласно теореме 2. существует многочлен P„(z) сте

пени п такой, что н Զր

i cp(z) — Р„ (z) I < Мг ; exp I — ne 1.

где я — абсолютная постоянная, а М есть max c(z)|na 
с^отв,.

(2.21)

расстоянии

Из (2.21) следует ограниченное։ь полиномов JP„(z)j в круге 
kKa/շ,

' Pn (z) | < const.

Следовательно в |z|>a/3

1 Рп (7.) |< const. -L .

В частное։и н вне Զր выполняется это неравенство. Тогда вне 
круга |2|<г

,ւ14:շԼձյ
1 հՀ?)—1*1  (,Հ) ! <֊ I г I Г, 4՜ е <Հ^Ն;|շ|՚. ֊|-

փ const. еп lc 1 Ղ (2.22)

Определим п таким образом, чтобы

Мз(г).֊, • ехр

ММ։ • ехр
_,.рГ'Н2

— (п—Г)е £.
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Отсюда
«

. М;/гЬ 
n = Ig— -е (2.23)

1ПШ
До сих нор мы нс накладывали никаких ограничений на . 

Теперь потребуем, чтобы

р
IgM-.irt, <е

<Цп 2

(2.24)
и выберем также 

•где постоянная.
Тогда из (2.23) получим, что при выпольении в У, неравенств

l9(z)֊Pa(z)|<_«=e 'W

можно считать п. удовлетворяющим неравенству

<։ 1—11'40 յ

где (| —абсолютная постоянная.
Подставляя это значение и в (2.22), получим вне <2:

|cp(z) ֊ P„(z)|<expje I.

Поэтому при q'>q

q՛ [J I8
_■ ՛ 1
Sup e-«

{zl
I «(z) - P-.I (z) I -0 (2.25)

в Զ. при n֊. oo. когда P:l (z) подобраны соответствующим образом. 
Приходим к теореме.
Теорема 4. В бесконечной области Զ к любой функции. <p(z). 

аналитической з Ճ и удовлетворяющей условию (2.24), допустимо 
весовое приближение (2.25) при определенном значении постоян
ного q'.

2.5. Решим теперь одну задачу об оценке взвешенного наилуч
шего приближения в бесконечной области.

Пусть область Զ и функция ?(z) удовлетворяют условиям пре
дыдущего параграфа с одной лишь разницей, что здесь, взамен усло- 
.вия(2.24), пусть o(z) удовлетворяс! неравенству

(2.26)
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Обозначим при фиксировании п

supe՜’*

|£О|:Կօ»
|f(z)-Pn(z)l . ?'<?•

Оценим Е„ (<?(/.)) я зависимости от и. /
Возьмем определенное значение г и для области И. построим I 

полиномы Фабера и аппроксимируем ?(z) посредством отрезка Pn (z) у 
ряда Фабера этой функции. Оценим при таком выборе полиномшЛ 
Pn(z) значение

>^’1՛ ■
с * |?(«) —PuWI

в Զ, и вне Զ։ .
В У, |

>1^1’ -’>^Г
er |?(z)-Pn(z)|<M п,- е՜"" . (2.2Ш

Вне Զ,

'■ 1цп I 1Ц։)։ I ’։ li»։ ~ i
е | <?(*) — Ро(г)|< с ’ .

В силу (2.26) вне

֊. |*2|т  »|ЧШ.|т
՜ I Mr) • ։e(րյ I ...

ev |<?(x)-P„(i)|<e-“ ’“ 'և (2.28H 

где с — постоянная.
Возьмем 

_ L Г*ЛЬ  
п = е շԿր»յ4֊քՀ (2.29)4

|Ь|< 1.
Тогда, очевидно, ине Զ-

И՜]1 _ւ.ւ։։։,փ»
е՜*  ՝ . 1 ?(z) - Ра (շ)|<.Ղ(է;. • ехр * — се * '• (2.30)

Из (2.29)
I

~J = const. (Ign) ՚ . (2.3J) I
o(r) b ՚ .

Подставляя это значение и (2.27) и (2.31). получим но всей 
области Զ

• Iotttp
е՜” . |?(z) Pn(z.)|<M,։fJ,.c

■ (Ղ՚ոէ
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где с — абсолютная постоянная, а в М,'4Г. у вместо г надо подставить 
решение уравнения (2.31). Эго уравнение разрешимо относительно 
d(r) <1(г)
^г). гак как функция монотонно-возрастающая.

Рассуждениями, аналогичными приведенным в § 2.3, доказывает
ся, что вообще говоря аппроксимация

а |<1(। X է )р £_ճ
1՝<»зТм ( » 7 1

е֊« . |T(z)-P„(z)|<M։;r>,-exp .

(s>0) невозможна.
Получаем следующую гебрему.

Теорема 5. В облисшп Զ, описанной п ,\V 2.7, функцию o(z), 
аналитическую в И. можно аппроксимировать многочленом Р„ (z) 
степени п так, чтобы

I >га՛ I л,
е՜' . |Ф) Po(z)|<M.-.::S..cxp]-ne։>"։"1։ [. (2.32)

гое в М внести i надо подставить решение уравнения

I •
а (1«ո)՝ . (2.33)

а и с—абсолютные постоянные.
շ 2—е

Замена в правой части в показателе числа на г • вооб- 

ще говоря, невозможна, т. е. всегда можно указать бесконечную 
область Զ и функцию ՎՀ. аналитическую на $2, когда аппроксима- 

2֊ г .
ция, при показателе в правой части, невозможна.

Замечание. Если вместо веса о ՜ рассмотреть вес

lim - օօ. 6(է) է . 
է - re 1

то получим
,(d (I» |)\ -։

e '“l'"’|<p(z)֊P,(z)!<M4„,-e—’ (2.34)

где fi '(2n) решение уравнении
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2.6. При решении задачи § 2.5 мы пользовались следствием 

аппроксимационной теоремы 2, т. е. неравенством (2.13).
Если же исходить из неравенств (2.11) и (2.12), го можем полу

чить для наилучшего приближения оценку, которая н конкретных 
случаях может привести к луч
шим результатам.

В самом деле. 11усть Ճ — об
ласть, описанная в § 2-1. и cp(z) ана
литическая в 12. Учитывая наши до
пущения относительно Զ, . можем 
построить проходящие через z = о» 
бесконечные замкну։не кривые,ле
жащие в дополнении к Զ и охва

тывающие Զ н области регуляр
ности ?(z.) (фиг. 3). Совокупность 

этих кривых обозначим через L. Любую конечную часть кривой I. бу
дем считать спрямляемой. Через Lr обозначим часть кривой Լ. охва
тывающей Ճ. .

Тогда, идя тем же путем, что и в §§ 2.4 - 2.о, получим: 

Теорема 6. Если для функции у(7.)

InnГ - X I* ds
.՝Lp

= 0, (2.36)

то ժ Զ

Г Л 
.1 и»)

ini । охре 
1Рп) I 121

га . |?(z)_pn(z)( = о, (2.37)

где для ;z|<r в показателе берется интеграл. г—-у

с — абсолютная постоянная.
Весовую функцию невозможно значительно уточнить, так

как уже при весе ехр указанна я аппроксимация.,

вообще говоря, невозможна.

Имеет место и более общая теорема:
Вели обозначим через 0(1) возрастающую к бесконечности 

фу нк ц и ю, у до в л ет с, оряющую уел о в и ю
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-р— JgO(r) 
lim . = с»

r-~ ГА
(2.38)

то при
1ЙП -'8ЦМ^ = 0 (շ 39)
r-« igW

существуют полиномы (Ря(г)} такие, что

-•((£>)

lim (е r |?(z) — P„(z)|
-0.

Одновременно при этом весе имеет место следующая

i Г ,։*

е '*  | ։'(z) — Р։1 (z) | < с-п v

(2.40)

оценка

(2.41)

где 0~։(2п) решение уравнения

(2.42)

Доказательства этих утверждении приводить не будем, так как 
они по существу не отличаются от доказательств в §§ 2.4—2.5.

§. 3. Весовые равномерные приближения в открытой 
бесконечной области

3.-Լ Пусть Զ-совершенно произвольная одиосвязная бесконеч
ная область на плоскости комплексного аргумента z.

Допустим Զ содержит внутри себя круг | х |<Հ а.
Для непрерывного параметра 1, меняющегося б промежутке 

0<է<Հ ®>. построим непрерывную последовательность расширяющихся 
областей Զէ таких, что при է։ <Հ Լ>

оI Г" <>.—Կ ՝— ~tj»
Զ2 совпадает с |յ|<Հյ, ո Զ*  с Ց.

Области £2- подбираем со спрямляемой границей и притом так. 
что все величины, связанные с областью Զ , меняются в зависимости 
օր է непрерывным образом.

Рассмотрим задачу о весовом полиномиальном приближении произ
вольной голоморфной в Զ функции

Аппроксимируя l(z) ПОЛИНОМОМ р:1!л (z) В области Ճ1 с точностью 
տ(է)յ гдег(()֊>0 при I -*  О', очевидно, в общем случае, при է -> со 
Шрлучим

• lim шах | Р;ц,»| == ос.
и - - со z £ 2
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Мы хотим определить при некотором заданном e(t) (s(t)->0 

при I -*■  оо) возможно медленно возрастающую функцию аргумента I. 

огибающую max I Pi!ij . при всех է.

Допустим, что определили такую огибающую ձ(է), 
lini ձ(է) = оо 

t -- о>

и чю ձ(է) является гакже мажорантой для ji(z)| в *2.  .
»Г( է)

Тогда очевидно, при „весе- - . где lim փ(է) =0, возможно по- 
t • W

добрать полиномы {Р„ (z)J такие, чю

lim 
п - a, I J

где при данном / считаем I равным нижней грани ^значений I' для 
Զ։՚, покрывающих z, а Т( է) — сколь-угодно медленно убывающая 
функция.

В случае ограниченных функции f(z), функция A(t) будет возра
стать <: определенной скоростью, не ниже некоторой минимальной, 
зависящей о։ области Ճ.

За ач.1 весового приближения и заключается в том, чюбы опре
делить при ограниченных f(z) эту мннима ьмую скорость возрастания 
А(1) и охарактеризовать класс функций, содержащий класс ограни
ченных функций, для которою указанная огибающая ձքէ) совпадает 
с огибающей, определенной для ограниченных функций.

3.2. Решим эту задачу.
Обозначим через M(t) некоторую возрастающую функцию

M(i) t ос, 

а через М класс функций i(z), регулярных в '֊ и мажорируемы?; 
равномерно в любой области Զէ функцией M(t). Через L։ обозначаем 
границу £2։ , а через Z(t) ее длину.

Возьмем определенную область 12. . соответствующую некоторо
му значению параметра և Положение точек В кривой I будем опре
делять по дуговому расстоянию s от некоторой начальной гбчки А 
па L; . Расстояние точки В or грипицы области Ճ обозначим через p(s).

Toi да. согласно теореме 2, можем определит ь полином Pn(z) 
степени и iukoii, чтобы в односвЯзнон открытой компоненте -Հ, со
держащей |z[<a и оставшейся от Զ։ после выметания кругов 
|z z(s)i <p(s). имела место оценка

. -f ֊մԿ
I Կ| i(z) - Р։1 (z).|< C. M(t). exp j --fine ի (3.1)
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где

(3.21

И — d(t) = max I z. | на Li . dy —ноет., с —абсолютная постоянная, 3(t) — 
«минимальное расстояние", в смысле Лаврентьева, точек кривой L, 
от границы Զ, относительно начала координат в области Զ.

Заметим, что и 2? определится едннстненным образом значе
ниями параметра է.

При է достаточно большом содержи՛; круг ]ճ|<Հյ.
Выберем теперь п таким, чтобы

։<«

Получим

I Կ ք(Տ>
С ■ М( 1) • ехр 1 —3 n е t-՜ е(է),

-J —
1 ԿC M(t)*exp  J — j3(n—l) е | >e<t).

f ±_
Ч'чН (3՝3)

П1<1.
До сих пор мы оставляли произвольным M(t) и s(t). Возьмем 

теперь M(t) и s(t) такими, чтобы

шое t, будем иметь при выполнении (3.3),

«0
,im

n - a i tls
J 5(s)

Ц
no

и 5(t) = M, 1 e'՝1’.

Тогда. при сколь-угодно малом a>0, беря достаточно боль-

11, при таком п, в 2.'

/ (1+Ч >> 

п < с ,

Оценим рост этих полиномов вне Զ։ .

|f(z) -Pn(z)|<s(t).
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Тик как в | •/.|<Հа

|Pn(z)|<?onst..

то вне | z | <Հ а и, в частности, вне Զէ

nig'21 le Lil 
!Pn(z)l<c-e * <e

а»
p(-->

Поэтом}- но всей области 2 возможна следующая аппроксимация

|f(z)֊Pn(z) I О, (3.5)

где х'>а, а для данного I z —точка области 2
Функция

’е — «с 
е ’ (3.6)

при любом сколь-угодно малом а' и есть искомая функция ձ(է).
В самом деле. Возьмем определенное значение է и соответствую 

щую область 2Г. Тогда внутри 2’

|f(z) —Рп(?։)|<г(1),

а вне 2t. в частности при |zi^>il(tj.

_։g^L 
о -|f(z) P։։(z)|<M(t).exp

-1֊ exp
U Jia

(։+л) 
e

( — i 
|.։ K»4

a

(»+’’!}
-e L‘ fb)

Из этого неравенства в силу условий (3.4) и получаем (3.5).
Что (3.6) может служи:ь в качестве функции ձ(է) доказы

вается гем. что строится облае.ь, для которой при .несе- 

т । d(t) U ^֊Ig—-е յ (3.71

аппроксимация, вообще говоря, невозможна, т. е. невозможна для 
некоторой функции f(z), удовлетворяющей условию (3,4).

ileipyymo заметить, что пример такой области получится из об
ласти, нос।роенной при доказательстве теоремы 3, выметанием кру
гов радиуса p(s).

Во избежание повторений, этого доказывать нс будем.
Сформулируем полученный результат в виде следующей теоремы.
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Теорема 7. Если t(z) регулярна в области L’ и удовлетворяет 
условию (3.4), то о Զ возможна аппроксимация вида (3.5).

При весе (3.7) такая аппроксимация, вообще говоря, невоз
можна.

Следствие. Для функций f(z). регулярных в Զ и удовлетво
ряющих условию' (3.4), возможна аппроксимация

1Ա1Ո 2

lim e c • [ f(z) ֊ Pn (z) | I 0 
Ո —■ Oc

(3.8)

где с — абсолютная постоянная, а г —точка внутри D*.

Путь получения этого равенства из (3.5) уже известен из пре
дыдущего текста, поэтому (3.8) /•оказывать не будем.

Доказывается также на примере, о котором говорилось выше,

что при замене в выражении веса функции 
dft)ait) = ।<l(t) 2ВД "аЫ (a>0)

аппроксимация, вообще говоря, не будет иметь места.
Как при (3.5), так и при (3.8). 

ших приближений. Например, таким
возможно дать оценку наилуч- 
же путем, что и в теореме о,

доказывается

Теорема 
условию

8. Е области !2 иля фун к ц и й f (7. 1, у доел етвор я ют их

'™ |lm| •|glgM(t)-0. (3.9)•

и для любого и можно подобрать полино я Р., (z) такой, что
„ Ип и շ
с175)1 с<1Еп} —

• e-v .|f(z)-Pnfc)|<e“"c

где հ2>2, с и а — абсолютные постоянные.
к « Ж*- 2 2

Замена и правой части, в показателе, сгспенц . на------- г, во-
I <

обще говоря, невозможна.

Сектор математики 
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II.. I.. ր.ա1վ.Ոյահ

ԿԱՄԱՅԱԿԱՆ ՏՒՐՈԽՅԹՆեՐՈԽՄ հԱԶԱԱՆԴԱՄԱՆԱՑհՆ ՄՈՏԱՐԿՈՒՄՆԱՐՒ 
ԱՐԱԳՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆԱ 1Г Փ I) Փ (I I* 1Г

//. •ր ապոււյ,ււ ւյել է ՚ 7], որ ե ե 1՜.-Ն կամայական փակ և կ և րհ ա կ и ր 
րաղմ ու/.! յան Հ միակապ լ ր ա էյn ։. մ и 1/, տպա [. ր աւլ մո ւ ի/յան </ րա ան ալի աիկ I (շ) ֆունկցիային կարելի Լ մոտենալ P-, ( Հ > րա րյ մ անդ ա Աևե ր ա/ ա յ՚հպե и, որ

(Z) Pn(z)l<֊^.

ուր C-Ն 'iiliiiiiiiuiitiii ն է, JJ-ր րաղմանդամի աստիճանբ, իսկ Г 1 մի հաո~ 
աաաււէն է, կտիււքած 1(7.) ֆունկցիայից ե П ր ւսղմ ոլիք յուն ից ։Г իք 1“1 ր ստանալու ,ամար ւդ I ուր Լ ար ու ա սլա ա 1լե րե լ Լ-^t արտսւրին 
էոիրայի/ր ՀՀ 1 ուէբույթի մեք փոխ միարՈԼր և կոնէխւրմ կե բոլուք այն
պես, որ w = Փ(շ). ф(сс) - X . Ф'( х)>0
հ այնուհետև, դիւուսրկել ՚1՚րինի ֆունկցիայի t) ա կա ր էլ ակ /г դծ I, ր ի ր այն. и ր ր 
անցնում կ с մ ուսակար եղակքէ կեւոիրյ. ևքքևՓ(շ) -Р
4IJ4 մակարդակի գիծն Լ. ապա կարելի Լ համարեք որ և է, р {"/ ‘[‘"рр Р~{'П!

U.յադի irnif ե p Ւ^ՒՀը ե հետևաբար նաև ր-/» կաի/ոյ մ ունեն նախ Ւ, 
րադմ ու [.! • ո ւ'll ի ց h ապա նաև f(z) <*/»  ոէ-՚!ւ կ’/ի 7 ՜

Р И ՚11՛ '••4‘ո ման ՜.աս ար կամ պ խո ի ունենալ տ ի pnt.j ի! ր\\ ՚ i ՒրՀանի մե$ արտապաոէկերսդ փունկւյիան կամ էլ ոդ ա шц n քմ ե լ կոն- 
Հիորւք արսւաւդասւկե րմա՚հ տևսոէփ! յան մեք ւայւոնի աւյ ա if ա դ if ա՛ո «.դ՚հահա֊ 
սււսկա՚էՀեե րի ւլ յ.4

1եյւ1պխ>ի ւքնտ .ա տականնև ր ի rj intfjUtf դ եպրրրր մ հարմար Է կամ 'Լար- 
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