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.МАТЕМАТИКА

М. Л1. Джрбашям

Оценки для производных целых функций конечного 
порядка и нормального типа

В настоящей рабо:е производятся оценки для производных це­
лых функций произвольного порядка ? >-Լ- и нормального типа, ог- 

раниченных в угловых областях комплексной плоскости. Эти оценки 
будут иметь.существенное значение для установления обратных гео 
рем о наилучшем приближении целыми функциями в угловых областях.

Г՜. Некоторые предварительные леммы

Приводим некоторые леммы, которые понадобятся 
зательства основной теоремы настоящей работы.

Лемма 1. Пусть f(z) целая функция порядка 

па а, для которой

нам для дока-

?>-֊ и ти

sup

I arg? I -
Для любого с(0< с < 

сравнением r₽cosp6 = с ( С |

• f(z). < М < 4- се. (1.1)

2?
-|֊со) на кривой ГР(с) с параметрическим

меет место оценка

|i(re'e) <Mect. (1.2)
Доказательство. Пусть s>0 произвольно малое фиксированное 

число. Рассмотрим функцию

l:.(z) = f(z)e-<’+։>։?’

где у? обозначает ту однозначную и аналитическую в области 
’argz|<^ ветвь функции z՛', которая принимает положительное зна­

чение при действительном положительном z.

Ясно, что при | argz ■ Հ? ,

i ՝ % .-мл. <5
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Iio при заданном s>0 можно найти число г. >0 так, чтобы 
имели

f z !՝
I 1( 7. ) | Ջ С

при |zl>r.. Поэтому при |argz|
-?

1Р4(*/)1=^е е—0тО: z fco<(oargz).

Отсюда видно, что

« I Հ
lim [ F։(x) I < lime •« 0. 
л—+« x - ■+»

Обозначим AV = sup |F-(x)l Но при argz| ֊ имеем 
o x<oc ֊?

(=+4W 
!H։(W ՜՛

поэтому в угле 0- argz^-^ с раствором.^ функция F.(z) растет

как е . а на его сторонах ограничена.
Отсюда, по теореме Фрагмен-Лннделёфа, следует, что

sup

° '։r'-z %
max {АА, AV; М".

Аналогично можно доказать, что 

sup ,F(z) АА".
- շէ о

Поэтому из двух последних неравенств получим

при argz|^2‘.

Покажем, что АА"--АА. Действительно, если AV М", то F (z) 
принимает значение AV в некоторой точке х0 > 0 г по принципу мак­
симума F.(z) постоянна. Если же она достигается в точке х — 0, то 
AV<M и М" АА.

Если же AV Հ А\", го АА" АА. Поэтому во всех случаях 

sup I F: (z) I АА, 
largzj ~֊
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•откуда следует оценка
|1(z)|^Me(= + ։)֊:z!Pcns(par8Z\

Но так как г>0 произвольное число, ю при г 0 получим:

sup |[(Z)|<Me։!zi:40S(parez>

при <argz|<֊.

Следовательно, на кривой z ?co$(pargz) с для функции f(z) по­
лучим оценку (1.1) леммы.

Нам для дальнейших целей необходимо изучить некоторые свой­
ства кривой

ГДс) JrfcospO с; 2р г (О с < + оо)

при.значениях параметра р. удовлетворяющих условию - ?<Լ i О։-

Заметим, что кривая Гр(с) симметрична относительно веществен­

ной положительной полуоси и лежит внутри угла largz |<շ’\

При частном значении р I Г։(с) совпадает с прямой rcosO = c. 
параллельной мнимой оси и отстоящей от нее на расстояние с. При

? — Г1(с) совпадает с параболой

2Ժ
' 1 -cosfJ՜

Проведем нормаль к кривой Г?(с) весточке те'9, ՜ո՜ ՜^-

<р< -со). Обозначим через R.j'b) длину отрезка указанной нормали, 

лежащей в области. ограниченной лучом argz и кривой ГР(с).

По причине симметричности Г., (с) относительно луча 0 = 0, мы будем 
изучать свойства кривой Г.,(с), от раничпваясь лишь ее верхней поло?

виной, определяемой из условия
2?

Л е м м а 2. Функция

с
sin

Р
■ ' [cospO

(1.3)
sin

ճ ин те реал с

возрастает,

0. j монотонно убывает, еслир^>\ и монотонно 

если — հ I. При р — 1, R։(6) с.
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Доказательство. Обозначим через Ф угол между касательно}'։ к 
кривой Г/с) в точке те10 ^0<0<Հ j и радиус-вектором той же 

точки.
Из уравнения PcospO — с получим:

Ig'P = р ct^pO.

поэтому
К л ֊2֊ ֊ ?»• (1.4)

Отсюда видно, что если Q
тс

2р’
к

2р ■

Рассмотрим треугольник, образованный лучом argz = ^ ра-

лиус-всктором точки ге'° кривой Г/с) и отрезком Rp(6)

нормали к кривой Г/с), проведенной в точке ге;0.

Если обозначим через 2?
точку пересечения указанной нор-

мали с лучом argz=-
А ‘ «Г 

то в вершинах 0, гое , те ,Г| нашего тре­

угольника соответствующие внутренние углы в силу (1.4) будут

Jr՜0՛ — (р~ լ)°« Р°-

Поэтому по теореме синусов имеем:

Rp(0) Гп________ Г . (1.5)

W-։in^+(p_ 1)(յ|

откуда, имея в виду, что на кривой Гр(с)

r?cospO — с, 

следует формула (1.3).
Из (1.3) после простых преобразований получим:

Ш (₽-1)cte 'V+<₽-»’]+tsp’ - cig (§•-в) -

-cig 2֊ + (? П.6)

Отсюда следует, что так как при р>1. О < О -Հ . имеем 0<Հ
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<֊+(₽֊ ։)о< у, 

т. е. R?(8) монотонно

-о^֊2р 2 
убывает.

R,(0)--l- O в нптервале|

Если го при имеем

— 1) ~ и ПОЭТОМУ

установления утверждения

cig ֊ + (? 1)0

леммы о том. что

0. Следовательно, для

Rf(6) монотонно возра-

стает при ,, -<р * . достаточно
-Р

показать, что

же՝2 Р ?

у(0) = tgpOctgU‘ Р

при указанных условиях.

НО ПрИ 0^0 9р ՛ 3 ПРМ **р---- 9՜ =() Ор*

ctg > 0. поэтому достаточно лишь установить, что у{0) —р

в интервале 0=^0

Заметим, что у(0) ~ у
2? 2?

— у(Ь) <С 0, поэтому в некоторой внутренней точке 0о

Р 2
нкция у(0) достигает своею номинально։о значения,

где мы должны иметь у'(0о) — О. 
Но

До է1Տ (£ ՜*) + . , J 
г ՝ ' Slir. Հ-------о

\2? /

поэтому в точке 0о должны иметь

cos (Л--Ч) 

?
cosp0o 

и, следовательно.

cos‘( ՜ °° i cos’( v+б° 

miny(G) = у(0о) = - р----- Е^Чр— = ?-------—o^V՜ (1.7)
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Так как 0<0о-и .p^p^l, то 0<р%<

*• TZ
р°о^- тс ■ 0,,^.:—. откуда следует, что

0<со$ Ռ- 0о ) -ico$port.

и

(1.8)

Из (1.7) и (1.8) следует, что

ininy(O) > - ?,

г. <•. лемма полностью доказана.
В заключение заметим, что, таким образом, при

-i-^-p^l rninRp(O) - c’F

• о « ևէ-

при Р 1. maxRP(0) -с1. (1.9)

Лемма 3. Пусть г0 имеет тот же смысл, что и с лемме 2, 
то га а

(1.Ю)

при этом г(, ՜ г,,|0) монотонно возрастает в

при любом ? - . R случае же, когда ? = ]
.Հ у г0 = г > Ժ .

интервале

Доказательство. Формула (1.10) следует из (1.5) и из того, что 
на Гр(с) rcosbp — с.

Из (1.10) имеем:

pctgpo (gpo (р -iictg(р—1)0
Го(ГП

֊ -Н? -1)0

2р
Но при ? :.֊ -- и О

2р
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Наконец, в доказательстве леммы 2 было показа-

во, что всегда пр։։ iex же условиях р 

этому г0(б) 0, I. е. ւ„(Կ монотонно возрастает в интервале

>0. Но­

»Հ)
Л IПри ЛЮООМ р ; .

Из (110) ясно также, что при р

г® г | ( \ > с .
\ COS 2 /

к
Лемма -I. Окружность с центром ճ точке r0(<J)e ~>р « г ра­

диусом R,,(0) имеет с кривой 1\(с) лишь одну общую точку ге’Л
Доказательство. Пусть r։e:V- произвольная точка кривой Г-(с).

Обозначим R = roe լ,ք гр-11'1 .
• • | —--

Рассматривая треугольник с вершинами в ւочках тое Jp,0. 
г։е‘' , будем иметь:

Покажем, чю R. как функция oi точки г։е‘в . достигает своего 
минимального значения R?(6) лишь в точке ге':. Очевидно. это экви­
валентно утверждению леммы.

Имеем:

(1R֊ О О / - , \ о / П А \ <1в1^֊ = 2rt ֊ ->r„cos(.>? -0, j 2ր„րլՏ11փ¥-6, իր--.

Но из уравнения r*cospU։ с имеем:

г.;,֊’ ctg₽«,

м поэтому

dR: 
dr,

!П (Р՜տտ 1)6.

sinpft. (МП

Обозначим через г։.(,е -р точк> пересечения нормали к кривой
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Г?(с) в точке r,e|h՛ с лучом argz . По формуле (1.10) 

sineO.
(1.12)Դս = г —

sin
2р

: (р р»։

и, следовательно, из (1.11) и (1.12) следует, что

c!R= 
dr!

Но по лемме 3 
поэтому

rni> րլՀՕ,) —монотонно возрастающая функция оз 0,

c’R՞ - г֊— <Հ 0 при 9. < 6.
drt г 1

'<ւր.;>0 при

при ЭТОМ
fl °-
сг1 L.-r

Эго значит, что функция R2 имеет абсолютный минимум лишь в точ­
ке Ь — 0։ и. очевидно, что minR R;(fi).

~ 1Отметим, что. когда р ։> . окружность с центром в любой точ-

ке х0 луча - • <х :<0 и с радиусом с- нс пересекается с параболой 
I fl

rcos - с. если х„^>0, а при х0 0 соприкасается с нею н един-

ственной точке (<г, 0).

Пусть I 1 •>гое (г<։ 0) произвольная точка, находящаяся на лу-

чах argz Опишем вокруг точки гпе ?? окружность Кк

произвольного радиуса R > 0. По лемме ֊1 в семействе кривых ГДс)) 
(O=^c<-t-ooj cymecTvyei единственная кривая rjcjR)], соприкасаю­
щаяся с нашей окружностью. Обозначим через ге'՛ указанную точку 
соприкосновения.

Лемма 5. а) г0 0, -֊֊<֊ р^1

R c(R)ro m0. (1.13)

(1.14)

о) При г0 > U, ? > I
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где

m0 = min
о-о..

0. (Lio)

В) При г0= О, Р > ֊֊

R [c(R)|\

Доказательство. а) Пусть ro>0. о 1. 

числа R ֊ R.(O) имеем значение

(1.16)

По лемме 4 для

sin
M'0 = r

sin -HP-ОД

Из (1.17), если заметим, что на нашей кривой 
c(R). будем иметь:

(1.17)

I’:.[c(R)|. rcospO

Rp(6) = c(R)r‘
cospOsin ։>’ r(p

-> c(R)rJ- ’ m<1. (1.18)

Покажем, что при /-

(1.19)

Действительно, из (1.5) имеем:

sin

sinp i О 

+(? Diol
(1.20)

Из (1.20) вытекает, что при р 1 
всегда г0 г- 1 федположим

теперь, что <Հծ::հ1, тогда для 0 ՛.П имеем:

՛՛- р-н Հ Լ -о-» Հ; -
<■'. другой стороны, легко видеть, что

0<р|0 z -Ճ о *
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и поэтому

sinp | ОI sin 2֊ +(?֊։)1н].

Отсюда и из (1.20) вытекает утверждение (1.19).

Из (1.18) и (1.19). в силу юго, что -- р получим 1 ребуе- Л*
мую оценку (1.13).

б) Пусн. ro>0, р 1. Рассматривая треугольник с вершинами

в точках 0, гое , гс®. находим 
։

r^rn + R?(O)^Ttt-h R-. (0) r0-r [c(R)J ₽, (1.21)

так как по лемме 2

max Rp(9) = R?(0) |c(R)p.

Из (1.18) и (1.21) получим:
R..՜___ да)

|r, + |c(R)P!: ■' ’

т. с. оценку (1.14) леммы.

в) При г0 0, очевидно, что R = c(R).

Таким образом лемма полностью, доказана.

2 . Основная теорема об оценке производных 
целых функций

В настоящем пункте, используя результаты предыдущих лемм, 
мы приводим оценки для производных целых функций.

Теорема 1. Пусть i(z) целая функция порядка р анор­

мального типа z, удовлетворяющая условию

sup f(z); М < -Ւ >□.
•vgz | > ~

(2.1)

а) Если г,, J>0. то при =^р ^1

|«t։“(roe-‘ 2?)(s=֊^_0k (k = l. 2,...). (2.2
Го
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где

б) Ес.in гп>0. /по поп ? I

П1М,(ГоС- (2.3)

где

Вк-

где

в) При ?-

1լ
Г<кЧО) |е-֊_:Л\Ско: , (2.4)

к

Доказательство. Пусть с(0 --Пс<С ос) — заданное число. По
лемме । на кривой r?cosp(J с имеем:

ffrci<5) Me*’. (2.5)

Обозначим через c(R). то значение параметра с, при котором
-

Լ I ту՜ 
кривая r'CospO^c(R) соприкасается с окружностью |z —гое ՜? I— 
- R. По формуле Коши для любого к ?• 1 и г„ >0 имеем:

f/k„ ±,֊57ч к! р f(z) ,Г<‘»(гое Л)֊^- ՝ ֊,---------- մ։. (26)
V I Н-1-КГ.

откуда следует оценка

IRr.e11 ^)|f I f(Re'« + г.е" 1 -V) |d 0. (2.7)

Но по условию (2.1) теоремы на той части окружности

Гх- гое ՝ 2? [ R, которая лежит в угле |argz| >“-, имеем, что 
‘̂Р

f(Re* + roc ‘-Р (2.8 т
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С другой стороны, на дуге окружности z — rfte = R, лежа­

щей в области |argz|^~- В силу (2.5), очевидно. имеем:

| f(Re’6 + гое * 2И1 Mew(R). (2.9)

Из (2.7). (2.8) и (2.9) вытекает, что

и

flk>(rce ' 2? )|^ -~ь; [1 4-e*«R4M (k=l,2.--֊) (2.10)

^<0)1^ -Ь֊֊с^']М (k 1. 2,...). (2.10‘յ

a'l Пусть -շ-=Ջբ=^1 и го>0. Из неравенства (Ւ.13) леммы 5 н 

из неравенства (2.10) следует оценка

е ՛ՓԱՍ О (2.И)

До сих кор радиус R>0 и соотвс։ствующее значение c(R) па­
раметра с были произвольными. Выберем теперь с таким образом, 

чтобы для данного k > I имели c(R) - ֊֊.G
к

Подставляя значение ciR) — в (2.11), получим оценку (2 2) 

теоремы.
б) Пусть р>1 и г0>0. Из неравенства (1.14) леммы 5 и из 

(2.10) получим:

lRr.c^'V)|-^(k. и, (2.|2) 
- | ‘‘‘оМЛ՝-/ I

կ
Выберем опя։ь c(R) 2 . тогда (2.12) принимает следующий вид: 

т. е. получим оценку (2.3) теоремы.-

в) Предположим, наконец, что г0 0 и ? > . тогда из оценки

(2.10) и из формулы (1.16) леммы 5 получим неравенство
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|,| / 1 1|:едо)|^^(2-Д |с(Ю]
к
' (к > 1). (2.13)

Выбирая в (2.13) c(R) - Д. получим последнюю оценку (2.4) 

теоремы.
Докажем теперь вторую теорему об оценке производных целых 

функций порядка р > 1.
Теорема 2. Пусть f(z) целая функция порядка р > 1 и нор- 

яального типа о. удовлетворяющая условиям

sup if(z)’^M<+ .
,՛ )

sup lf(z)|ssM< <xr. (2.1-Ц
|argz + -i շ (l—֊)

а) Если Iz I gfc 0 и ] argz | -Հ [ I — ? | или argz + n | - 

). то для любого k > 1 имеет место оценка

՜

2

(2.15'

гое
k1 / 1 V

б) Если же г — 0, то ал я любого к > 1
к 

('k>(0)|-^MC’kCf, 

где 
. к к

լ к։(1 <ЧС?)Ш?- (2Лб)
Доказательство. Так как функция f(z) имеет порядок р н ihu 

а и удовлегворяс! условиям (?. Ի, то по лемме 1 отсюда следует, 
что при произвольном значении параметра с (0 ֊^с< 1 со) на кривых

г -xosp с

r?cosp о
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имеет место оценка
|l(rei9)

Поэтому оценка (2.15) нашей теоремы доказывается нполне аналогич­
ным образом, как и в геореме 1.

Что касается утверждения (2.16) теоремы, то оно гоже полу­
чается аналогично оценке (2.4), но лишь с учетом того, что функция 
i(z) в данном случае удовлетворяет условию

|i(Rew)i<M

и ри
| f(Re'6) | Ме^К|

В заключение отметим, что при ? 1 из теоремы 2, в частности,
вытекает:

Следствие. Если f(z) целая функция экспоненциального 
типа а, удовлетворяющая условию

sup j f(.x' I ջM <Հ — х? . (2.17)
— го < X < + со

пю Оля любого к > 1
к

sup |P>(x)!s£M ,-ժ. (2.18)
— оо < х < со К

Действительно, из оценки (2.16) теоремы при ? ֊ I следует, 
что при к ?-• 1

WO) --М ^֊ак.
К

Для данного xft, рассматривая функцию j,(z.) !(.\n-֊-z), которая
опять экспоненциального типа с. удовлетвори тощая условию

sup И։(х)н - .Ա<Հ-J-х .
—со <Х <. со

приходим к оценке (2.18).
Но отметим, что как оценка (2.18). так и оценки теорем 1 и 2 

нс наилучшне. так как. например, для случая целых функций экспо­
ненциального типа рассмотренного выше, известно, что имеет место 
оценка С. II. Бернштейна [1]

sup f<5t)(x)|^^kM,
—X < X х.

которую улучшить нельзя.

Сектор математик» и механики 
АН Армянской ССР Uocj ули.ю 24 I 1955
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