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МАТЕМАТИКА

М. М. Джрбашян

О двух квази-аналитических классах функций на 
вещественной оси

В настоящей заметке вводятся два новых квази-аналитических 
класса функций нанлучшего приближения.

Первый класс связан с наилучшими приближениями на всей оси 
целыми функциями экспоненциального типа, а второй с наилучшими 
приближениями функций рациональными функциями.

Г’. Известно (см. |1], статья (73)), что для любой ограниченной 
на всей оси — оо<х< 4-<х функции f(x) существует целая функция 
G. (х) экспоненциального тина а >0. наименее уклоняющаяся от f(x) 
па всей осн. Функция С։։(х) характеризуется гем, что для всякой це
лон функции gj (х) экспоненциального типа а^>0.

sup |f(x)—g, (х)|> sup f(x) — (L(x) — Ao i(x). (1)
—~<Х<4-со ՜' —л?֊<Х<-|-аг

Как было доказано С. II. Бернштейном (см. [ 1 ]. статья (84)). 
если при любом ~>0

A.I(x)«Be-b։. (2)

где В и Ь ^>0 — константы, не зависящие от а, то функция i(z) голо
морфна и ограничена внутри полосы 1пг/. | <Հ՜օ. Отсюда следует, что 
если при условии (2), f(x) ~O на произвольном отрезке вещественной 
осн, го 1(х) —0 при — օօ<Հ.\<Հ-ր со.

Ниже мы покажем, что функция, для которых соотношение 
вида (2) имеет место не дл> всех а>(). а для некоторой последова
тельности чисел а,.. стремящихся к бесконечности, обладаю! анало
гичным свойством единственности.

Теорема 1. Пусть функция г(х) ограничена на всей оси 
— •- -х<4- ао и удовлетворяет условиям՛.

а) 'Для некоторой последовательности чисел

Պ< • • • -'Հշո<Լ ՛ • • . liiH5n — 4-ос

Ао„ Цх)<В։е~ь=в, (п- 1.2,...), (3)

гдё Вх и 1)>0 — константы, не зависящие от с„.
б) 1(х) -0 «г?некотором отрезке вещественной оси. Тогда fix) -= Մ 

на всей оси ՀԼ х <Հ — о.
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Иначе говори, семейство функции, удовлетворяющих условию 
я) теоремы, составляет квази-аналитический класс на всей оси, г. с. 
любая функция этого класса синствснным образом определи!ся па 
всей оси — со<Հ х <Հ -4- оо своими значениями, принимаемыми на произ
вольно малом отрезке. >

Доказательство. Пусть Г(х) 0 на некотором отрезке («0, ի0]. 
Обозначим через {а} и (ЭД множества чисел таких, что f(x) эОна лю
бом отрезке вида [а. ЭД.

Предполагая, вопреки утверждению теоремы, что f(x) 0, заклю
чаем, чю хоть одно из чисел sup {ЭД и sup {а| конечно.

Положим, без ограничения общности, что sup (ЭД - ЭД<4-оо, 
тогда для произвольно выбранного 5>0 существует число о', 0< 

; 5' <Հ 5, такое, что

f(x) 0. на отрезке (ай. ЭД — 5'|

((ЭД 4- 6') 0. (4)<

Но простым линейным преобразованием отрезок [а0, ЭД 5'| можно пе
ревести в отрезок | 1,1) вещественной оси. Тогда, очевидно, что
функция f(x) переходит в функцию f, (х). для которой выполняются 
условия

1. А3я f, (х)< В, c~l)’Sa (n 1, 2, ... ). где Ь։ > 0 — некоторая 

новая константа.
2. f#(x) 0 на отрезке 1. -г 1).
3. Для произвольно выбранного е>0 в отрезке [1,1 4-ЭД суще

ствуют точки, где Цх) =» 0.
Мы покажем, чю из условий 1 и 2 будет следова гь, что Цх)згО 

■ в отрезке [1, а], где а> 1 — некоторое определенное число. Эю 
будет противоречить свойству 3 функции га(х) и таким 'образом тео
рема будет доказана.

Пусть G.n(x) —целая функция экспоненциального типа а„, для 
которой б

sup f.(x) - G.n(x) I = A,o i.(x), (5>
—oo< X < +

тогда из ограниченности функции L(x) будет следовать, что

sup G.e(x) ^В3 (n I. 2....), (6>
—cw-Հ x < + »

где Ba не зависит от п.
Далее, из свойства 2 функции 1а(х) и из (5) заключаем, что

max |<i'„(x)| --Л| с֊Ь‘’° (п 1.2....). (7)
֊I х <1 *

По известной теореме для функций экспоненциального типа из (б> 
следует, что (см. [1]. статья (<ч2)
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sup io'„(x + iy)| (п=1.2,...). (8)
т-с»

Обозначим через СЬ1 эллипс с фокусами и точках I. прохо
дящий через точки ib։ плоскости z. Функция z == ( w-b--)

конформно отображает внешнюю часть отрезка |— 1,֊г 1] на область 
I w | > I, при этом эллипс Cbj переходит в окружность радиуса r2> I, 

где г2 есть корень уравнения

больший единицы.
Функция

голоморфна в кольце 1 w : г?, при этом, в силу оценок (7) и
(8). имеем:

max l<pi։(w)| -= max G:,l(x)<Ble b՜՜", (9)
I w I =1 _|< x < 1

max j?11(w)i^ sup |GL(x+iv)l <Baebff". (10)
I W I ֊ Г. —~<X <֊ oc

I У Ի Ь|
Ьсли 1<г< г,, то из оценок (9) и (ГО) по теореме о трек 

окружностях получим:

log { max I <рп (w) } } < 
|w I г

log
«log (B, e ։■•»" IԽ-Г + log |i<eb=" |i!- log |B, B,|

"'i5gk.ilogr:՜ 2logr)- <։|)

Из (11) следует, что

log f max |<?„(w)| I «.log | В, B,) - 'շ?֊".. (12)
I 2 ) z

I < I w I »3 *
Устремив н - ос . отсюда получим, что последовательность функ

ций !?i։(w)J равномерно сходится к нулю в замкнутом кольце 
I

1 <(w)-֊^ г2 1 . Эго значит, что последовательность целых функций 

равномерно сходится к нулю в замкнутом эллипсе с фокусами
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I / : »\
± I, проходящем через точку а = ,։ I г. i -|-г- * 1>1. Иначе гово

ря, Цх) = 0 на отрезке [ — а. Ч а]. а>1.что доказывает теорему.
Отметим, наконец, что дифференциальные свойства функции f(x). > 

подчиненной условию вида

A=n i(x) Հ В e—Jn ь ([1=1,2, ... ).

существенно зависят от характера возрастания последовательности 
чисел а„ .

Легко установить следующие утверждения:

1) Если sup I
I Պ, I

< j-oo, то функция i(z) голоморфна и огра

пячена в некоторой полосе ' Imz <Հձ.

2) Если lim 1 о, го функция i(x) бесконечно днфферск- 
11 — 00 ՝'”

цнруема на ясен оси.

3) Если нп ‘ձշ?_ճո-։ R>0. го функция f(x) имеет на всей осп
п -оо Պ »

| I производные о порядка р включительно.

2 . Докажем теперь георему об оценке в комплексной области
рациональных функций, ограниченных на вещественной оси. Лта тео
рема необходима нам для определения квази-аналиптческого класса 
наилучшего приближения рациональными функциями.

Пусть Հ - Հ,-I- iak, pk = p’-i^ (к 1.2,...) две последо
вательности комплексных чисел, удовлетворяющих условиям

1. !<I^R, $| <R, (k=l,2, ... ).

2. а>. =֊с>0, >с^>0, (к 1,2. ... ). (13)

Рассмотрим рациональную функцию вида 

kn..n(z) —------------------ ------------ (14)
П(7.-Лк) II (z~JXk) 

k I к 1

■где P11։ni(z) — любой полином степени не выше п -I- «и.
Теорема 2. Если 

sup | Rn. .a (х) I М < փ оо, (15)-
— W < X

тогда
а) для любого 0. ,0 <Հ О 1
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sup | RM.(х + iy) -- ՜; Mexp 
— Л. • X “-СЮ

r при 0<y Oc 
‘U

sup Rn. iii (x 4-iy) I Mexp 
— X < ֊{֊«՛

? ■ i \; ՛ 
(Т-Պ1 -ՀՆ

при Осу SCO.
Кроме того, для любого р ?- 1

SUp Rn.’m(x)|<
— CV ' X < ֊5֊ ՕՁ

рю 1 ր<՜յ 01 МУп. при <Հ։.

где

6) ճ случае, когда

с-֊;-. ц{< %.Հ • <Հօ,։<Հ , lima,, 4՜ ։ Գ

c < Hi <?=< ՛ •' <C?n Հ - • • > Hin ji.t J oo. 
имеют место предельные соотношения

■ \ К “ ’ / ?\'
sup |Rnm(x4-iy)i I -^e . при 0<y<a.

—<»< x Հ-֊3՝֊՝ i

равномерно относительно ш I н

(Л * г..

lim I sup I R». rnU4-iy)|} . пр*1 ?։<УЛ=
JU-ОО | —-СС X 4-CV 

равномерно относительно п 1.
՝ Кроме того, при любом ո 1

Ни» sup I R!։pl:n(x) J ] Զս Pm
П— ОС I - tx.՝ X ••• co

IIJ—ОС

1»
<1'5М р։Ю\ ՜ e14’- 

I м J

(16)

(16')

(17)

(17')

(18)

(19)

0(1У'>

(20)
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Доказательство. Обозначая
Ч у_ х,_

Ап (2) П -----х-,
k-l z— лк

расе мот р и м фу н к цию

<»».m(z) = Rn.n,(z). Ап (г.) ֊ -J—-М?-------------

П (z- -A) п (z—рк) 
к-ւ к-։

которая голоморфна в полуплоскости lmz>On удовлетворяет усло
виям:

sup 1йп.,п(х)| ֊sup J R„.m(x) I <M 
— x X < Т-СО —СС < X < — ОО

lini I й)п. ։h(Z) | <փ ОО , 
И |

Отсюда, по принципу максимума, вытекает, что | 0в. ш (х 4֊ iy) | ----- 
<- М, при у > 0, иначе говоря,

| Rn.n,(x (у)<МГ1 |Й'У~У !• У>°- 
է I I X :-iy—лк I (21)

Из (21) имеем, что при у О

а) Из (22) получим, что для любого ՝հ 0<0<Հ1 мри 0^у^0с

(22)

1 Ru. .ti (x-Hiy) * ; М exp (, յք))2 \ -- > 
k- I

т. е. оценку (16) теоремы. Ясно, что вполне аналогичным образом 
будут установлены и оценки (16').

Переходя к установлению оценки (17). для данного 0, 0<Հն<Հ1. 
положим, что

Г„.™= 6йп.’„<вс; (231

тогда из (Jb) и (16') вытекает, что
л_

sup I Rn ш .(х i-iy) J ДА е(1-'я՜ , при j у । гя.т. (24)
—то Հ X <+ ОО

Далее, для любог. ючки '^<х<т ֊ имеем:

f <■* (р- D-.. v- л /
I z—х | —т.п»
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откуда, в силу (24), получим:
л

| КЛ.(х) ;^р1МгД «0 р> 1. (25)

Из (23) и (25) следует (17).
б) Вейлу условия (18) из (22) при 0 у < а, имеем:

(26)

Но не трудно заметить. что

lim
П-*4»

(27)

поэтому из (26) и (27) следует оценка (19) ։сорсмы. Вполне знало 
гично устанавливается и оценка (19').

Наконец, чтобы установи։ь оценку (20), заметим, что имее։ 
место неравенство, аналогичное неравенству (26)

I Йп.ш(х-Ну) । (26')

при 93<у^о.
Из (26) и (26') вытекает, что для любого ®>0, А^>0 

при
I У ’ < рп. щ ~ АУн.'<1». и, m > .\?й(г) (28)

sup Rn.m(x -f-iy) I =
•— ec Հ X ■- Г °՜՝

(” о \V V h*
l«k «]) (£k ր*յ)՜ I x

! .) ;-3 Mexp |2A —— ' >■ (29)
I *n, m J

Но легко видеть, что в силу (27) 
для последовательности {р,:;

lim £>„/.. max ' У Ղ' 
ո֊*«՛ I (#k a.)՜
in —oo ' »«• 2 

и аналогичного соотношения

(30)

поэтому в силу произвольности £>(•

Inn Qu. in I 5 Me!A. (31)
4 »oc

ill - зе

/
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Из формулы

r£‘> ю - й f f֊;mr’dz՛ '՝՝ 1 

' I---- X ?ո , tn
имеем при и, in > N„

sup kn’՜,,, (x) pjt.,,, ՝ p! Q„.,u , 
— <v X -r -x

откуда но (28) it (31) получим:

liin ՛ sup 'R|l\u(x) Խոս. ) 5Мр!Л ’'e՜՝- (32)
n • - <» I — eu x 4֊ <x> J

J>

(I • \ ”'՜ левая часть (32) принимает минимальное значе-

• ±
ине. Подставив в (32) Л ( | ՛ получим оценку (20) теоремы.

3 . Покажем теперь, что; остаточно быстрое убывание наилучших 
приближении обеспечпнаг ւ аналитичность и си ранпчснность прибли
жаемой на оси — ՛ <С х <Հфункции в некоторой полосе вида 

I Imz | <Հ я.
Положим опять, что последовательности комплексных чисел 

[ Лк! и ;рк' удовлетворяют условиям (13).
Теорема 3. Пышь функция i(x) ограничена на всей оси 

— <՜.օ< \<Հ-! '•՛՛ и для любого n > 1 и m > I существует рацио
нальная функция Rn ш (z) вида (II). такая, что

sup • ((х) — Rrt. m (X) I Л exp i — l) U„. | , (33)
~ .4 ■' X - Л.

где A>0 и b^>0 постоянные и 

тогда функция f(z) голоморфна и ограничена в некоторой полосе 
| imz <ii.

Доказательство. Так как ио условию «к>с>и. 3^ с>0
(к 1,2, ...), то последовательности целых чисел

1--^П։<П2<--‘ <Пг< •••
1 -Հ m.j < րո2<Հ • • • <nif< • • ֊

возможно выбрать таким образом, чтобы имели

к 1
(г-1,?.
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Из (33) следует, чго при г > 2 

s«p ։Rn, .nr«-R . ,„r , М I <

^=2Аехр1 ^^пг_,։тг J- (35)՛

Из (34) и (35) вытекает, чго

sup Rn mr M֊R„ տ (x)l- 
— □с X <-f-CQ

е<12 А ехр | — Ь-֊ ւ I . г > 2, (35)

откуда, в силу (33), следует, что имеет место разложение

fe) R„,.(*) SfRn„mfW R«։_, ™, , w}’ (36)

<- 2 

равномерно сходящееся на всей оси :օ<Հ\< փ

Но разноси» Кп,.п1Г(х) Rn |Ա (х) есть рациональная функция 

вида Rnr п1г (х). потому в силу оценок (16) и (16') теоремы 2 из (35')՜ 
получим:

а) лл я 0 < О < 1, 0 у Ос, г > 2

SUP ^:ii шг (хт։у) ^nf j tn, jCx-riy)

2A exp
Ui 

+_ՋԼ_, vJ

■ -Aex?| Հ.Կ

2AMr+c(S? (՛■ (1ճօփ); <a7>

6) для 0<0<Հ I, —Ос- у; - 0, г 2 аналогично получим:

sup R„, nlr(x+iy)-R„ , m, ,(x+iy)l< 
— cc < X oo

<2a-p{4(b-иЛр)r) ■ (3r>
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Поэтому из (37) и (37') вытекает, что при

ո Ь(1-0)=| 
Ос,- ряд

сс
•’Հ՚կ. in, (z) -г Ճ i Rn|։ mr (z) ^։ir_j mr_j ('Հ)

равномерно сходится в полосе | Imz | - а, а это в силу (36) означает, 
что функция fez) голоморфна и ограничена в полосе | 1гпг ։ -֊~а.

4°. Из теоремы 3. очевидно, вытекает, что если при условии (33). 
f(x) -0 на некотором отрезке, ю f(x) 0 на всей оси.

Но это свойство единственности сохранится, если условие (33) 
имеет место не для всех n > 1 и т> 1, а для некоторых бесконеч
ных последовательностей п,, н {m?).

Теорема ■!. Пусть функция f(x) ограничено на всей осн 
- <х< + х и удовлетворяет условиям:

а) Для некоторых бесконечных последовательностей целых
чисел п։ < п2< ■ •-<пР , ա։< ш>< ■ • • <т., <-•• . подчиненных
условию

(38)

гое р, и р2 не зависят от р, существуют рациональные функции 
^п., т., (р> О ви&а (М), для которых

sup Iffxl-R,,, л exp {-Ы!„ ,,, j (p 1). (39)
X -r cv

гое А; -0 и b>0- некоторые постоянные, не зависящие от р>1. 
a Un т определяется из (33').

о) ։(х) 0 на некотором отрезке оси - <Հх<Հ փ се .
Тогда i(x) 0 на всей оси — о- х< ос.
Иначе говоря, семейство функций, удовлетворяющих условию 

а) георемы, составляют квази-аналитический класс наилучтего при
ближения рациональными функциями па всей оси — <х> < х < 4- о>.

Доказательство. Полагая, вопреки утверждениям теоремы, что 
$(х) 0 на всей оси. мы можем аналогичным рассуждением, как это
было сделано при доказательстве теоремы 1, утверждать, чю суще- 
ствуе) функция Цх), для которой:

1. Имеются рациональные функции „1р (х) вида (II) со знаме
нателями. равными

Пр Illp

11 (z а — ли )П (z — 
k-t к 1 а !■-. Լ
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где а фиксированное вещественное число, для которого

sup |։.i,(x)—(х)|=С Aexn {- (р> I). (39')
— ОО < х Հ -|. •»

а 2. Цх) 0 на отрезке | — I. փ 11.

3. Для произвольно выбранного £^>0. и отрезке [1,1 -г г| суще 
ствуют точки, где 1(х) ~Ւ 0.

Из ограниченности функции Utx) и из (39) следует, что

SUP (х)|«А։, р>1, (40)
— оо < X < Ч*оо

где А։>0 постоянная, нс зависящая ог р.
Из свойства 2 функции f$(x) вытекает, что

«ах |i?‘„,toj<Aexp { -bU„pjnp j. (41)
— 1 <x < I

По теореме 2 из (40) вытекает, что для любого 6, 0<ՀՕ<Հ1, при 
I у I «Ос ,

sup ’^МПр(х-Ну)|=^
—ос < х < -Ւ~

•S А, exp |СПр, п1р [ (р > 1), (42}

где УП( м определяется из (17').
Но из свойства (38) последовательностей ,п? ; и {шр ) вытекает, чк> 

”ւ՛ j >‘р յ
՚ յ'որ. ։пР 9.1 \ а ՜ • “Ч(>. ։Пр Р< Xl х ' 

к-։ л к-1
где р։>Ои р։>0 постоянные, не зависящие от р> 1. 

Следовательно, имеем для

max l^np.mp
- I ֊ х < 1

По
PS Ճ

«к (4Г)

при | у 1 Ос

SUP !RLP. nip (x Ну) <A։exp
Пр

— «к 
к-։

(42')

где Р-. 0 и р(!^>0 также постоянные.
Далее доказа i сльс ւ ко полное՛! ью совпадает с доказательством

теоремы 1, с заменой функции (Հ;1 (x) функцией R։*}1 mp (х) и последо- 

"Р J
вательиости а„ последовательностью V— (р > 1).

к-1
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В заключение отметим, что и здесь дифференциальные свойства 
приближаемой функции f(x) существенно зависят от характера воз-

V 1растания последовательности ՝— а».
k- I
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Л. Bf.pHiume.iiH С //. Собрание сочинений. i. I и II. AI., 1953 -!951.

II*. IF.

ՒՐԱԿԱՆ ԱՌԱՆՑՔհ ՎՐԱ ԿՎԱՋՒ-ԱՆՍԼԼՒՏՒԿ ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐՒ 
եՐԿՈհ ԴԱՍեՐհ ՄԱՍհՆ

Ա 1Г Փ II Փ Ո I* 1Г

Հ՚պ էք ած util' ttiu'iif itt’htf nt մ հ՛հ լաւքադա յն tl n tn ա if որ n t f.l jm‘lt /.y»/y„r ՛հոր 
կէք աւլի֊ tn'lntt fft tit ի կ էի ni*b կ tj ft ա՜հ I. ր ի // աո I. ր։

!Լոահին դաոը կապված Լ իրական աոան ց.րի <ք րա էիա.նկէ] իանե րին 
Լյւոպոնհն ./իա, աիպի աւքրուլհ ,’ի ու ն կւ] ի ա՚հԼ ր ո // tf ո ա 1,ն ա/ rr t իւ՚էւււրի Mun. ք։ոկ 
/«/' կր " ր էք ր իրական աււանրրւի if րա !իո է ն կ ր ի ա՛հ /. ր ին րհԼ ս՜հ I, ր ի ւուքած րաւ[~ 
մա fl յււէնն ունհէյող էէաըիո՚հալ էի ո < նկէյ ի անէ. ր ո t/ if ո ա և՚հ ա յ ո ւ իւնւքրի հհա։

1/. Ц արււյոէն,ր'հէ.րի [.հիս մ ապաւյttt էք ifոt մ / •/.nth րոյ թ/. որհ էք ան' ^'4ւրլ f(x) ll’Bji սս։1։ւ1՚սւ1՚ւսււիսւ1| ։п։1‘рп։|» — Հ X - iu։iu։Gyi»[i i|pni Ii puit|tupui|i|i lil.inli ji։i| ii]այմսւ1ւԱ1>(1|ւն՝• • * <Գ> < • • •՛ Hmo„ = П֊>ог littwnpiptllptilini pjuili liiuiluip.՛
A. f(x)<B։c-bl” (n 1.2..... ),npinbq Bj >0 b^>() nuiinniumm.lilil.ji lili, |։ul| Aoa f(x)-p |im|u։qnijf։մոսւավոյւու pjm (ii! I, Oi։ ս։իս|ի Ii աոաքիք: կսւյպի ИнГ]'ПГ|С ֆա (Н|(]|пи(>1фП|| ипГрш]9 ос X <Հ •--- umu։(!gp|» ։|[i։u:’̂ ) f(x) 0 ]։p։։i1puli unuuGg|»|i մի ոլւոշ 1ւսւսօ|ածի i|p։n, iuup.ii i(x) ՜ 0 ։infpni|£— <Հ X <Հ H iiuiui(ig|»|i ։|pui:
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