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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

О. М. Сапонджян

Изгиб полуэллиптической плиты

Решение задачи об изгибе равномерно нагруженной полуэллип- 
ической плиты, защемленной по криволинейному контуру и опертой 
во прямолинейному, дано В. Г. Галеркиным [1], причем им рассмот­
рено два случая: 1) когда полуэллипс получается вследствие разреза 
?ллипса по большому диаметру и 2) по малому диаметру.

Приведенное ниже решение той же задачи нам представляется 
более эффективным.

§ 
нетру.

1. Эллиптическая плита, разрезанная по большому диа- 
Нагрузим защемленную по всему контуру эллиптическую

игу в области у>0 равномерно распределенной нагрузкой р, а в 
ласти у <Հ 0—равномерной нагрузкой (—)р (оси х и у совмещены
тветечвенно с большим и малым диаметрами эллипса). При такой 
рузке свободное опирание полуэллиптической плиты по большому

аметру обеспечивается заранее. Поэтому, если мы решим задачу об 
гибе защемленной по всему контуру эллиптической плиты при ука- 
иной нагрузке, то получим решение задачи об изгибе равномерно 
груженной полуэллиптической плиты, защемленной по криволиней­

ному контуру и опертой по большому диаметру.
При рассматриваемой нагрузке общее выражение прогиба мож­

но представить в следующем виде [2]:

при у>0

w = —(z —Z)4 4֊շփ(շ) + z<5 (z) + X(z) H-X(z), (1.1)
oo4 IJ

при y<0

w = — —P- — (Z - z)< 4- z ?(z) 4- z« (z) 4- X(z) 4- X (z), (1.2) 

где z = x 4-iy» z — x — iy, D — жесткость плиты.

Аналитические функции <?(z) и X(z) определяются из условий 
защемления эллиптической плиты по всему контуру.

Пользуясь способом, изложенным в предыдущей работе [3],. 
определим эти функции:
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ipbLS____ (₽֊?֊Р.Г2к)(?к + ь 2к)_____ ,и
kD ճԽ2 ~ 1)(4к2 - 9Л2к(р5 - р~*)- (р* - p0-<(Ml

о

X (Г) — X(z) - ’pRb3 yi____________ j____________
M ( ' zD -J (4k« ֊ 1 )(2k + !)(2x + 3) X 

О

jkfe£ ֊■ p;^) + 9^- 9շ
I •• >;k֊P,;lk2M?֊֊P,.J)

_(2k + 2)(p?** - rf*֊*) - (p;k^~ P֊•• ^-) . 1 . ?k ,
(2k + 5)[p* i֊-p^-*-(2k+֊2)(p2-p^)] J

причем связь между комплексными переменными z и Հ дана с по­
мощью отображающей функции

z = R^+֊j. ?-ре'։. R = -Lp/£J=TT, ■

где а и Ь—полуоси эллипса.

На контуре эллипса £=ре14, р0 = i / а_~ b > 1. 
)' а — b

Внеся (1.3) и (1.4) в (1.1). найдем уравнение упругой поверх՝ 
кости полуэллиптической плиты:

w = _Р_ v<_ ?PRb’ V (P«>k~ Р^КР21*՜1՜1 ~ P~2k՜’) stn(2k — 1)6+
՜ 24D ' wD " (М2 — l)(lk2 — 9)[2к(р֊ - рг2)—

1

+(p!k-»-p-^)sin(2k+1)6] у___________ լ_________
-(р*-?;4к)1 7 (4k-'-i)(2k + i)(2k+3) 1

Г 2к(р?к-2_р-Зк+2)+рЛ«р-2к

L (2k-3Hp?֊pft-^-2k(p20֊p0-2)]

. (2k + 2)(p-k^-֊f- р 5-շ^Ջ 1,-2к+1_
(2к + 5)[р*+< ֊ Р֊^֊^ - (2к + 2)(Р* ֊ р0-*)] ’

-Pft-2k֊’)sin(2k-t 1)6 •

Таким образом поставленная задача полностью решена. Ряды, 
входящие в (1.5). сходя, ся для всех значений р„ >1. При определе­
нии расчетных величин легко можно усилить сходимость указанных 
рядов.

Полагая в (1.5) 0= " , найдем прогиб но оси симметрии полу- 

эллиптической пл и т ы:
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РУ1 х 2рЬ^ у ( - 1 / (p*-?7-Wk-?֊-*)____________

I (4к2 - 1)(4к3 * - 9)[2к(р2 - р;2) - (р*֊ р-«к)]

^p֊»'-3)sin(2k-֊1)6-(p^֊3-p0-2k-i)sin(2jc4_ 1)6 | . (и)

Максимальный момент получается s точке у — Ь, б = :

Мои. = - Р~ +

, 16рЬ» ,_ 1)к________________к(р? - Р^)«_________________
га Y (4к։-1)(4к»-9)[₽^ ֊?,-“֊ ЖЙ-f/)i

В частности, для полукруга получим:

м pb2 . 16pl>2^, к а
2 - Հ ' (4кй — 1)(4к2 9)

что совпадает с известным результатом.
Для бесконечной полосы из (1.8) получим

Mmar ֊ - ^֊Г- + 1^-*У(-1)Х--------^1- — = — 0,125pbs,
ձ к (4к- - I)|-!к 9)

о также согласуется с иззестным результатом. 
Пользуясь равенством

\\ i)k— Д
- (4ka-l)(4k&-97 12

(Отливаем сходимость ряда (1 8):

24D kD - (4к’—1)(4к2-9.[2к(?2-р,?2)-(?^-Р'<к)]

\< (֊Пк_____________ 2к(р^? J ) Р-^тРЛ____
kD -:4к’- 1)(2к <- 1)(2к+3) (2к - ЭДр*- р7к-2к(р$- р֊2)] 

О

4֊ (2к 4- - р;2к--П - (р?+2 - р.;֊х - ) 
(2к 4֊ 5; [?*-' - р« -4 _ (2к + 2)(рз _ р-2)]

(р'^-р՜*’1). (1.6)

Контурный изгибающий момент выражается формулой: 

м-֊^ч-!6pb!---------------- х
2 րՔ(1փ?7~2?յ’<:օտ28)
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^54-iy ал I

м - - Й?+ ֊ ₽- + 
""՜ 2 1 З-а +

«(к(р; - Р7а) — 1 փ p,;ftl
(4к« _ 1)(.։к» _ 9)[р4к__ p-4R_ 2ВД _ p-2)J •

Ограничиваясь первыми двумя членами последнего ряда, 
чнм значение момента с недостатком

М„„ = — °’5РЬ’ •-
4рЬ3
Зла

32рЬ2
15па(р*— 1)

_______2(2р2+_11
7р.4(рМ-2 + 4р^ + 2р^4 р֊»)]'

(1.9)

полу-

(1.10)

(1.И)

О

Если учесть также и третий член ряда, то получим значение 
момента с избытком. Вычисления показывают, что допущенная по­
грешность формулы (1.10) по сравнению с (1.9) при а — b равна нулю, 
при а — ЗЬ меньше, чем 1,4%, а при а ֊► оо становится. 3%. Приве­
дем некоторые значения для Мгё„. вычисленные по формуле (1.10).

а:Ь 1 2 3 ОО
Мгпзх рьа -0.0756 -0,1120 -0,1185 -0,1217

Максимальная опорная реакция возникает 
и равна перерезывающей силе, действующей в

в точке х — 0, у = t 
той же точке.

Учитывая это, найдем максимальную реакцию

Qmax — рЬ
]6_рЬ’

*а’( 1 4- р.,

W-PnW--P.7*)-( 1 p;W- Р,֊Л)’]___
(4к? — 1)(4к’-9)[2к(р?~ р;2)-(Р?֊Р-4к}]

Полагая а - Ь, получим известное значение максимальной опорной 
реакции для полукруга

— рЬ -
к

(2к 4֊ 1)(4к֊-9)
— — 0,424 pb.

Пользуясь равенствами 

а • (-о*
yJ(4k2- l)(4k=-9) 24

1
18 ‘

т
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у! 0Լ==2Լ_ւ_.Լ
Լ 4 k2—9 12 18*

I

____ = _2_ _ Л
^>(4к+1)(4к3-9) 9 24՛

(֊ Рк " . 2
L(2k- 1)(4к--9) 24 9

Сйливаем сходимость ряда (1.11):

п _ к 1 Рь’ 4рЬ4Qm« - — pb + - ֊—-
а

32pb<fi ь кг(р;+1)[2к-1 +(2к+1)р^1-Ц:(1-р0-ц) (, 12)

Учитывая первые два члена ряда, получим значение опорной 
:акции с недостатком

32рЬЧ_5-?2 ■ Зр;;֊р 2(17 бР. Юр.;2֊֊Р78 Լ (լյ3)
15na31 р} ֊ р;-’- 2(р- — ?,;-') 7խ» ֊ р;в-4(р;'. ֊ ? -֊)] )'

Учитывая также и третий член ряда, найдем значение реакции с 
(ытком

Qinax - Qr.ax
32pb4
315лаА

37__ 15p-, + 21p72 —р֊12
*>« — 0(р;> —р0-°)

(1.141

При а = b формулы (1.13) и (1.14) совпадают и дают точный 
результат.

При а—2Ь имеем Q՜^ ՜ —0,581 pb.

— ՜ 0|583 pb, погрешность շ — O,3°/o.

При a <- 3b = - 0,603 pb, Q^ax = —0,608 pb, о 0,8%.

При a -> co Qnm — — 0,6216 pb,

Qwax —0,6260 pb, о = —0,7%,

[очное значение Qum — —0,6250 pb.

Для практических целей в фигурных скобках (1.13) достаточно 
[охранение лишь первого слагасмо]о, тогда
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ո - пЬ Г1 Ь։ 4Ь’ 16(а — 1։)(а։ |-ab—Ь’) 'Ч-тах —- рО I ~ 4---------- --------- --------------- —---------------

а2 Зтса3 15-а3

Эта формула при а = b дает точный результат. При а = 2Ь дает 
погрешность 1.7%. при а — ЗЬ -4%, а при а-* ^>—6%.

§ 2. Равномерно нагруженная полузллиптическая плита, за՝ 
щемленная по криволинейному краю и свободно опертая по ма­
лому диаметру. Эта задача решается таким же способом как и 
предыдущая; надо только формулы (1.1) и (1.2) заменить следующими: '

при х > О

W = 384D (г + Г)‘+ 7։₽(Z) + г’® + Х<г>+* (?>' (2J>

при х < О

р _ _ __ ___
W = -384D(z + *)4+ Mz) X(z)֊X(z).

при котором расположение осей координат остается прежним.
Не повторяя деталей решения, приводим окончательные резуль­

таты, при х > 0:

wрх‘ _2gRa_’£_____________ (—i>k (p.;k—р.;-к)_______________ х 1

24D kD Հ (4k’ - l)(4k= - 9)(р’к - ?j‘k + 2k(p= - p;2))

X [(р3”՝1 + p-։k՜’)cos(2k—1)0+ (p:k-։ 4-p'3k+l )cos(2k + 1)0] +

2pRa_’у__________(-1У_________ ( 2k(p';,k-- -p^’)֊(p;k- ?-**>_
‘ i (4k։_l)(2k-i-l)(2k-3)|(2k—3)[pjk-p^k+2k(p։֊p72)]

_ (2k + 2)(p«-H - p^-) + ??★*-P Л֊2 1 
(2k-l-5)tp<k+4 - p-<“-* + (2k-2)(p“-p-’)l J

X(p֊k+1 +₽։*-') COS (2k + 1)0- (2.3)

Изгибающий момент на контуре определяется формулой
м — ₽?+--------- 1®Е?’------ --  х I

2 'Ru+pj'—2po՝2cos2f>)

V (-l)kk(p?k-p0-’k)________________ г
X д(4к>_ 1)(4к-. _ 9)[2к(?г - р0-’)+ Р’Х֊ ?։-<к1 Г“

4- р~5к՜3) cos(2к — 1)0— (pj։՜3 -Ь )cos(2k 4- 1)0. . (2.4)

Путем несложных преобразований представим выражение (2.4) ? 
так:

м = —£^ +____________!Ջ^__________ X е
2 ~^Ро(1 4- р;4—• 2с--2 COS 20) I
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X у LtJSCO4՜ Ջ* “Г.2 COS(2k+_l )S]_ .

■ (1к=- 1Ն4!Ժ -֊

16ра3( 1 ~ ?7?լ у (—1)кк[2к(1 4-p^k]cos(2k-M )6
Ш 4-p;’ -2?;гсо :(4k2-9) [2к(р2-р^)4-р?֊р;Чк]

~ (- 1 )k k[2k(p" + 1) + I ֊ p,„ *|cos/2k - 1У)
ձ (4k< _ l)(4k2 - 9j[2k(p2 - p~>) + p«< - p;«l

(2.5)

Ряды, входящие в (2.5), сходятся при р,>1 довольно быстро и 
вычислении их достаточно ограничиться двумя первыми членами. 
Приведем значения контурного изгибающего момента для случая 

2Ь.

0 20 4օ՜ 60" 75е SO’
MJ3’ O.OJ747 0,0.780 0.03971 0.04451 0.03957 0
Построение эпюры контурного изгибающего момента ноказы- 
что максимальный изгибающий момент возникает п точке

х --֊0,5а. у = 0,43а (0=60°) и равен Мт։х-- —0,0445 ра’.
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հենված։ Պարզության համար դիտվում է հավասարաչափ բաշխված րեոր 
ադղե tj ության դեպքը: Վերջնական արդյունքներն ստանալու էսւմար «А» 
հրաժեշտ է լինում լուծելու անվեր9 հավասարումների սիստեմt

Նո: յն խնդիրը, նույն պայմանների ղեպքում, լուծված է ներկա -՝n,j- 
վածոլմէ Օդտադործված կ կոն!իորմ արտապսւտկերման մեթոդը: 
ներկայացված է հայտնի դործակից'է/եր անեցոդ շարքերի միջոցով: !Ն и ու. մ- 
նասիր/Էած են սալի հաշվային մեծությունները:
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