
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՈ- ԳԻՏՈԻԹՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ А К АД Г М И И Н АУК А Р МИНСКОЙ ССР 

Տի«|.-մաթ., pt. և mbluG. զիաաթ. VII, № 6, 1954 ФнЗ.-мат., естестз ■՛ техн, яэу.чн

МАТЕМАТИКА

М. Л1. Джрбашян

О суммировании по Абелю обобщенных интегральных 
преобразований

В нашей работе [ I ] была построена теория обобщенных инте­
гральных преобразовании с несимметрическими ядрами вида е~хР я 
BF(z; и), где

03 п / . \
Е,(г. 1‘)~^Т(|Г4-пр-1)՜’ (֊«ХнО- Р>֊֊2 J О) 

п-0
целая функция чипа Миттаг-Лефлера порядка р и типа 1. Было дока­
зано. что если преобразуемая функция непрерывна, удовлетворяет 
условиям Дирихле и некоторым дополнительным условиям на полу­
оси (0, -f-oo), то она представима обобщенным интегралом типа Фурье.

В работе [2] была построена полная теория интегральных пре­
образований с ядрами вида е-гР и Ep(z; р) в классе Լշ и было пока­
зано, что теория Плашперсля для классического интеграла Фурье рас­
пространяется на указанные обобщенные интегральные преобразова­
ния.

Полученные результаты позволили установить ряд теорем о при- 
Олнжении целыми функциями на лучах в комплексной области но 
параметрическом представлении определенных классов целых функ­
ций.

В настоящей работе доказываете.՛:, что обобщенные интегральные 
преобразования с ядрами вида е՜1 и E-.(z; р) по Абелю суммируются 
для произвольной непрерывной функции, заданной на полуоси 
(О, fw) и удовлетворяющей некоторым условиям роста в окрестности 
точки — оо.

Как в вышеуказанных работах, гак и в настоящей работе мы 
существенно будем опираться на асимптотические свойства целой 
функции E.(z; р). Поэтому мы здесь приводим формулировку основ­
ных асимптотических спойста функции Ep(z; р), доказательство кото­
рых содержится в работах (1,3|.

Лемма /. а) Пусть и число ? определяется из условий

Հ
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при р>1- (շ)

Если |arg то при |z|-*oo

Ep(z; р) +0(փ). (3)

а если | argz [ > |5, то при z | -* со

E„(z; р) = О (֊-)• (4)

б) Пусть р = и р>0. тогда при х֊^4-оо

Ej(—х; p) = xi(l-?)cos( П+у(1 — р)) + (5)

Заметим, что асимптотическая формула (3) представляет интерес 

при р<С14-~, а формула (о) —при р<3.

Настоящая работа состоит из трех параграфов. В § 1 приводятся 
некоторые предварительные леммы, необходимые а дальнейшем.

В §2 строится преобразование с ядром е~2? для функций, за­
данных на полуоси (0, փ со), и доказывается суммируемость по Абелю 
обратного преобразования с ядром вида Ef(z; р).

В §3 решается обратная задача, т. е. строится преобразование 
с ядром Ep(z; р) для функций, заданных на полуоси (0, 4՜ со), и 
устанавливается суммируемость по Абелю обратного преобразования 
с ядром e-z₽.

§ 1. Некоторые предварительные леммы

1°. Из асимптотических формул (3) и (5) следует, что

± 1#-
|Е?(хе -''.р)^А|, при 0=^х^1,

--1՜ ՜
| Е?(хе 2Р; р)|«^А2(1 I • xf< ՜ при х>1, (1.1)

где А, и А._ константы, не зависящие от х.

Из (1.1) следует, что для любого р > —» р>0 и при провз- 

вольном г>0 существуют интегралы 
ос _

У(±)(щ V. г)= р“։Г<Е±|и >Ep(vte 4p)t!i₽ “ նէ, (1.2)

и
где и > 0, v > 0.
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Лемма 2. При р>4-, 0<p<l-f-p-։, е>0, и > о, v>0 
—

имеет место формула

У|+)(и; v; е) =р՜'е՜՜*՜^՜ (1.3)

(u₽_is) р — v

Доказательтво. Рассмотрим интеграл
ос j ՜ т.

R(z) — (\~։ ('֊е ՜ ) E?tve 2р; p)։՛^՜' dt (1.4)

V

лриу>0 и Re(ze) 2p )?>0.

Если v = 0. то

R(z)=w Je՜|f (2C'2f)? ՜ 'dt՛ (1-5)

и интеграл справа существует и представляет аналитическую функ-
I - 

дню в области Re'ze 2р)‘?>0.
Если v>0, то в силу определения функции Ep(z; р) для любого 

5>0 при է > է0(օ) будем иметь

ITT֊ (vp + b)tFIE?(tve 2p; p)|^e (1.6)

Из (1.4) и (1.6) следует, что функция R(z) существует н голо­

морфна в области Re(ze 2?)?>vF. Но в силу (1.1)

|E?(xvc ‘2?|*)1<
Aj При Ог?Т XV 1

А2(1 4- (xv)^ ՜ *՛) при xv > 1 
(1.Г)

поэтому функция R(z) сущее вует и голоморфна в более широкой 
области

Re(ze{ 2р)?>0,

т. е. в угле

֊ — <argz<0. (1.7Չ
₽

•»
Но прп Re(ze* 2Of>v₽ функцию R(z) мы можем вычислить непос­

редственным интегрированием.
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Действительно, при Re(ze* 2? ) >v\ подставляя в (1.4) значение

функции E-(tve р) из ряда (I), мы можем в силу (1.6) написать

Отсюда, после замены tf'=x, получим:

(1.8)

|.---
так как при Re(ze )9>v?, очевидно имеем v <Հ | г |.

Но. как было показано выше, функция R(z) голоморфна в об­
ласти (1.7), поэтому формула (1.8), полученная в предположении

Re(ze՛ справедлива в области (1.7) или, что то же, в об­

ласти (1.7').
Отметим теперь, что кривая с параметрическим уравнением 

и > О

лежит в области угла —— <argz<0,'так как

rgz(u) = — — arctg —- 
? ս՛

п, таким образом, при 0^տս<Հ4֊օօ

֊^=Sarg<u)<0.

Заметив, что
Re'z(u)) = y{+,(u; v; s), 

отсюда и из (1.8) получим утверждение (1.3) леммы.
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2°. Докажем две леммы, полагая, что р >-շ-

Лемма 3. Для любого и>0 при фиксированном 0<Հօ<ս бу­
дем иметь-.

U[i

а) lim 
t-0

= lim Re
U-2

• 1
б) Если 0 <u <—, mo 

P

— i(u՜—ie)p 

(u?-i£)~—V

(u? — u)° —v

•<lv =

. KI— «0 dv=—u (2.1)
- i(uF - i£) ’2լ

lim i jRe 
c,0 J

u—t

— i(uc — ie) (■ 
3

(if — ie)Ր — v
(2.2)|dv«xu! ■'**'

Доказательство, а) Обозначим

u+5
С Re — i(tf — is) ° Л 

(u- — iep *- v
dv, (2-3)

U

тогда будем иметь:

У։(б) = и’ ճ \~բ J 0£Л.±_5-_.(цГт^ 
ս' ' u—(up —is)F

= и
JL-M —
? log[u 4- о (if ie) ? ] —. £

— u1 MReji( 1 - i4-) f iog11

Ի u 1
= У!։|(։)Ч- У52)(е) + У’,3)(е). (2.4)

(2.5)

Легко видеть, что

Jim У?'(г) ~ lim У]3\г) = 0. 
«-о .-о
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Далее, имеем:

— uX 10g
Lpu JJ

1” I — цр
+ Օ(Ժ) log[l +O(8)]=^-U ’ 4- 0(8) 4- O(sloge). (2.6)

Из (2.4). (2.5) и (2.6) следует первая из формул (2.1). 
Аналогично обозначая

u

= Crg

u-o

— i(up — is) ₽
!

(u~~ it)? —v
dv, (2.7)

имеем:

y2(£) = Ս՚“^; "log
IT /

u — (u₽ — ie) ?՜

и — 5 — (up — ie) р

= u* 1 wRe if 1 ֊

1
*) Так как точка (ир—к) ? находится на нашей кривой z « z(u) и > 0. то

1
легко видеть, что при £ — 0. arg[u — 5 —(u?—Je) ₽ ) > -.

2 \------ I
i—; р logu 4-Ա 

U /
— к I —

-У^’Ф + У^Ю+У^»).
Очевидно.

(2.8)

У(2’(s) . - У?։(е), У'Д«) = - У (’(է),
поэтому

ПтУР(е) = О. Iimy?(e) = -^֊u '-W. (2.9)

Далее,
lim У^(։) = ֊ u’ —i*?Re (i!og(-o)) = (2.10)
1 ֊.О
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Из (2.8), (2.9) и (2.10) следует вторая из формул (2.1).
б) Заметим, что

Re
— i(u? — ie)?՜

. Լ.
(ս՚-i£)? — v

= (ս2’ +տՀ2՜։ p "և

(u2p -f- &2)2p sin ( յւ arctg — Л 4֊ v sir. I------ tijarc tg~
\ Մ J [' P / U?

i .
|(u₽-i£p - v|*

(2.11)

В этом выражении u>0 фиксировано, u—3<\՚<Հս4-3. 0<Հ^<-֊-, 

поэтому при достаточно малом е^>0 справа в (2.11) имеем неотрица­
тельную величину. Поэтому при малых е>0

— i(u^ — ie) р

(i? — ie)"?՜ — v
dv =

u-rt
—i(u₽ —is)՜?

1
(u՛ — ie) p — V

dv — ձ’։(Հ) 4֊Уа(е), (2.12)

где У\(е) и У։(е) были определены формулами (2.3) и (2.7).
Из (2.12) и (2.1) следует утверждение (2.2) леммы.
При и «= 0 результат доказанной леммы несколько изменится. 

Имеет место

Лемма 4. Если 0<р<--, то для любого 3>0

г
lim j ~ !Re 

и

— i( — ie) р__ 
1

(—|Е)Р — V

(2.13)

1
я, при 0<р<~

Доказательство. Обозначим
ձ

Զ(շ;
о
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тогда после замены переменной v = e՛ х, будем иметь

Й(е; р; р) = I х^՜ 1 Re----- (1 х =
<Г x-(-i)*>

ձ- £
। — ա -յ-տյո-2-\ Р 1 ' 2 ц? - I ,— х՛г dx.
2— 2xcos-^-4-1 

2?

При —। Р>“ очевидно подинтегральное 

(2.14)

выражение

в (2.14) неотрицательно, поэтому достаточно показать лишь, что

Л 1 \ 1
\ 2р/ Р

1յաԶ(։; р; р) — 
.—о

1
л, при 0<р<~

(շ.ւՅ')

Если р = --то из (2.14) имеем

г:₽ {-------------

ха — 2xcoS“4-1 
“Р

— arctg
X — с OS-г-."’
______ 2р!

Տ1Ո 2р
« ֊շ֊ + arctg 

о
2?/

(2-15)

т. е. (2,13') доказано пои ц —.
Р

Если же 0<Հ|ւ<Հ-—, то из (2.14) получим:

xs։n
lim2(e; р; р) 

—о
х?р ։dx.

х2 — 2xcos-^֊+ 1 
2р

(2.16)

Но известно [4]> что при 0<р<2, — -<Х<^х

Г X՛ ՜՛ d в sin[(l—р)Х]
J х2 4-2хcosX փ 1 4 " sinXsinpw
о

(2.17)
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(2.18)

так как при р> ,р Օ^րլւ—pp>0. 

Аналогично

так как рр <1.
Из (2.16), (2.17) н (2.18) следует

(2-19)

!im2(e; р; р) = 
е_0 sin-^sinnpp

'sin 
I

4-sin ֊֊sin n(l — pp)

"Հ՜՜. " (cos" Թ - W>) - “s* ( Vp4 W- н) + 

2sin~sinnpp' ՝ r \ r •

3՜. Докажем теперь следующую лемму, полагая опять, что

Лемма 5. Пусть и > 0. тогда для всякого фиксированного 
5(0<ՀՅ<Հս) будем иметь

а) v'-u? Re — i(vp — is) t' P 
г

(v? — is) p — и
dv =

и
=lim j v;xp ~ !Re 

и—S

— i(vf — is) f
1

(v? — is) ₽ и
(3.1)
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б) Если 0 <Հ |t < -i-. то

U-T&
Игл Г v^1 Re

— i(vp — ։е) ? “ ।
--------------- --------- ՛ dv

U—б (vf—is) р՜—u
(3.2)

Доказательство. Обозначим

— i(vp — is) р

(v3 is) ₽ —и
(3.3)

тогда имеем:
u+5
i vp(:i ~n(v₽ — is) ud log[(vp — is)V* _ u] =

— Re(i (u 4-5) ( д (и 4- 3)? — ieI1—i1 alogl [(u 4-3)p — ie] p — и

։u (up— ie) I |Р _ j£] Р —и

rRe

Имеем:

U+S j
I 10g[(vp—ie)? —u]d[vp(?~1-(vi — ie)1 -A

(3.4)

lijn-K’Xe) •= — Re(ilogo) = 0, 
»-»o

и+5

(3.5)

Нтур(е) = Re i J log(v — u)d(l) = 0. (3.6)

и

4
Далее,

r«>W = Re ։(
I-H

log и 4֊
и

e 1-Ц

=4<4)(e) 4- YjS)(s). (3.7)

при этом
limy^e) = 0. (3.8)

Наконец.

T(5)(e)=Rch 1 —
Ս՜

— IE
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=Rc i + (l — н)А-°(£2)
1Г

Ч-Re |i 1 — (1 — խ֊ 4֊ О(е2) log'! 4 0(e)) : =

= -ь 0(e)-ЬО(еlogs). (3.9)

Из формул (3.3) —(3.9) следует первое из предельных соотно­
шений (3.1) леммы.

Обозначим теперь

Т«(е) 'Re — i(vp — isp
I

(v? — is) f — u
(3.10)

тогда имеем:

Y:(a) = -Re. d log [(v₽ — is)' — u]

+ (3.11)

По обозначениям, введенным выше, rg^e) =» — г՝2\е) и поэтому 

в силу (3.7) - (3.9)

ւսոր<1>(։) = -Ջ . (3.12)

Далее, 
՝ limr<3)(e) = 0. (3.13)

<-.о

Наконец, как и выше.

limr?i(e) = O. (3.14)
։-0

*) В атом случае легко видеть, что пр:։ t • О 
р 1arg(|(u — 5) — N р -и)-- -я.
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7Հ
Из (3.11)—(3.14) следует 11туо(е)=т. е. вторая из формул

Л2 ՜
(3.1) леммы.

в) Заменив в формуле (2.11) и и v местами, опять заключаем, 
что при достаточно малом е^>0 выражение

Re __i(vp — is) f 

(vp — is)՜ — u

неотрицательно, если 0<p<—. Поэтому при малых е

I Re'

. I u֊i

- i(vp - is) ? -■а

1
(v₽—-is) f —ii

dv ֊ ր։(տ) 4- Y»(e), (3.15)

где Y։(e) и Հշ(տ) определены выше формулами (3.3) и (3.10). 
Из (3.15) и (3.1) следует утверждение (3.2) леммы. 
При и = 0 имеет место

Лемма 6. Если 0<Հ|ձ<-ոչ для любого 5>0 
Р

с
= lim i V՛1՛ ՜ ' Rej-------- ------ jldv = ^֊. (3-16)

Доказательство. Обозначим

w(s; p; p) ■= I v 'Հ'՝։ 1 Re [-------- 1—1 dv.
J l(V?-iSf.։ 

t :
тогда после замены переменной v = s «* x ? получим

O>
w(s; p; p) = -If1-Rej---- ——— Idx =

P J x 1(1- ixr I 
t&~F

(3.17)

При

OS
JL fsin(parctgx)
Pj x(l-hxT։

ՀՓ՜՜?

(3.18)

p>-—, 0<p^— очевидно, что подинтегральное выра­

жение в (3.18) неотрицательно. Поэтому достаточно лишь показать.
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что

Но

litn<o(e: р: р) 
1-0

(3.16')

limw(e; р; р) = 
։«О

05

1 f sinpiarctgx) Jx
Pj x(l 4-x»f։’ 

откуда, после замены х = tgx. получим ([4]. стр. 182)

limwfa р; р) = —- ( s»n»tu. cos ՚՜ 1 udu =-Д~-
«-0 P J Տ1ՈԱ ձ?

О
Лемма доказана.
4Հ Наконец, докажем последнюю лемму, необходимую нам ниже.
Лемма 7. Пусть f(v) измеримая функция, заданная на полуоси 

(О, 4*оо) и удовлетворяющая условию
а) при данном р > 1, р > 4՜

Сс
I j |f(v)|v՝u₽“Idv< + oo. (4.1)

б) при данном 0<ц< 1, р > ֊-

Ծ-. 00

(| 1 Kv)l v!‘? ՜ dv ‘С 4- \ I i(v) I v:'“'dv <(4.1')

0 t’

Интеграл
cc

F(z) = I / JL (f(v)Ep(vz; p)v:''~‘dv (4.2)
У J и

T.
-A- |-r—

абсолютно сходится на лучах z-֊te՜ 2? , է > 0. причем, когда 
I ->-f со

|F(iell^)| <О(։Р(| “■“’)• (4.3)

Доказательство, а) В силу оценки (1.Г) при р > 1

=• 1т5~
|E?(vte ; р) 1^ As, v > 0, է > 0, (4.4)

где А։ —константа, не зависящая от v и է.
Поэтому, если 1, из оценки (4.4) имеем
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|f(v)|v1' 'dv (է >0). (4.5)

Таким образом, в силу условия (4.1) утверждение леммы в слу­
чае р > 1 доказано.

б) Если 0<р< 1, то из (1.1') следует, что при v > 0. t>0

|E,(vte±։^՜; |»)l<A,(l + (vt)’*՛՜1*’). (4.41

где A4 — констаитп, не зависящая от v и է.
Поэтому при 0<ц<1 из (4.43 имеем: 

- ____ йс
I F(le * ‘ «гI <|/J|f(v)|(l +(tv)f<l ՜ ’V*' ՜ ‘dv = 

_  - օօ сю
-|/|f(v)|vK,_|dv + trt|-|‘l j’v|1_,|f(v)|dv|. (4.5')

7 О ։
Первый интеграл справа в (4.5՛) сходится в силу первого из ус­

ловий (4. Г). Второй интеграл также сходится, так как 0<-ц< I. и 
поэтому 

со I ос
J I f(v)l V՜ J |f(v)| ~ ‘dv 4-J |f(v)| vp—‘dv.

U V

а интегралы, стоящие справа, сходятся в силу условий (4. Г).
Что касается утверждения (4.3) леммы, то оно просто следует 

из оценок (4.5) и (4.5').

§ 2. Преобразование с ядром с՜ ՛ х и суммирование по 
Абелю его обращения

5Հ Пусть функция v(vj измерима на полуоси (0. 4-оо) и при 
данном р>1- и 0<Հ|ւ<-֊- удовлетворяет условию

со
J I?(V)1VU5՜՜ 'dv < -f-ее. (5.1)

о
Очевидно, что функция

ПС
Ф(г) - ւ/Հ՜Լ fe~vV y(v) v'1? ~ ‘dv (5.2)

голоморфна в области |atgzK ~ и непрерывна на ее границе.
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Для любого е>0 и О^и < 4- 00 составим функцию

?.(□) = Ф(!е*2? )E-(utel 2?; р)Х

XIм՜ *dt +с'-Н‘֊  ̂е-"’ф(։е-'2р' )х 

о

XEflute p)։i4'-'dt . (5.3)

Которая, в силу оценки (1.1). очевидно непрерывна на полуоси 
(0. փօօ).

Докажем теорему.
Теорема /. Пусть функция <?(v) удовлетворяет указанному 

выше условию (5.1).
а) Если и>0, то

lim¥<(u)=44?(u + O)4-?(u֊O)l (5.4)

там, где это выражение имеет смысл, и

Иго?, (и) = փ(ս) (5.4')
i—O

почти для всех и>0.
б) Если существует значение о(-г0). то

!LTi(u)=5p?f0)- (5,5)

Доказательство. Подставляя значения Ф(1е՜ 2?) из (5.2) в 
(5.3), после замены порядка интегрирования получим следующее вы­
ражение для функции с,(и) при любом £>0 н 0<и<4-оо:

*(«) = £k(v)v”- ‘Ife-c 4 •»’)<’x 

0 ' U

X E>(Ute1 : |L)’ dt -h e1 2 11 ՜и) f e“՜ *v )l₽ x

XEP(ute *2?; p)tH?“‘dt
9B

Jv-vJv(v)՝'M-lx
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X Ree 1 2-е֊“>Jе֊(֊ + ”’>*’Е,(и11).1*’՜ 'dt dv. 

О
(5.6)

Но значение внутреннего интеграла, стоящего справа и (5.6), на­
ми уже вычислено в лемме 2, поэтому

ОО
LtvJv^-'Re — Kv* — is)₽

’ J (vp-i։)» -и

а) Пусть и>0, тогда, выбирая число 5>0 
0<и —5, напишем формулу (5.7) в виде

U—4 о 4՛ в Сп

- dv. (5.7)

гак, чтобы имели

<?.(и)

?.(и) (5.7')

Заметим теперь, что если 0-<v<u — ձ или 
ю в силу того, что 0 < |1р Հ. J,

iirnRe 
«—О

— i(vr — it) > “ 

(V՛ — it)՜ — u
— Re —-- --------

v — u
-0. (5.8).

Поэтому из представления (5.7Չ в силу условия (5.1) получим

и-й

vw-lRe — i(v; — it) ’

(v? — is) p — u
dv փՕ(1). (5.9>

где 0(1) — О при t ֊* 0.
Пусть для данного u>0 существуют числа ?(и —0) и ?(и 4- 0)^ 

тогда (5.9) представим в виде

© (и) = ։Re

в+t

Հ v'4>—,Re

— i(vs — is) г

(vp — it)՜—и
dv-i-

_ dv + 
(ve —it) ’ — u

+ ֊-fMv)-r(u-O)lvi4-|Re -՛-՛—------

u Л \ (v5 - is 19 — U
dv 4-

•14-й

Re.
- i(v' -ie)'^

։»_
(v' — it) * —и

dv 4֊

4-0(!) = Rjn4- R!?,4-R!A)4-R;‘)4֊O(I). (5,10).
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» —*KS3=. -- ՛ ֊ ------- ------- ----------- . ֊ - ՜:—1 -—,ть..

Но по формуле (3.1) леммы 5 имеем:

Итп |Հ'>=-Լփ(ււ-0), limRl5)=4-<p(u+0), (5.11)
։—Չ ձ ' ։_0 Z

для любого 0<ՀՏ<Հս.
Так как числа «(u — 0) и <p(u 4-0) существуют, то для любого 

с,>0 число о>0 можно было выбрать так. чтобы имели

l?(v) — <p(u ֊ 0)|<s։, u-5o<u.
(5.12)

|?(v) —?(ս-Ь0) |<£յ, u<v^u + s.

Для такого о>0 имеем:

откуда, по формуле (3.2) леммы 5. получим:

Um|R!3)-f-(5.13) 
«-•0

Из формулы (5.10) в силу (5.11) — (5.13) следует, что

lim |<р,(и) —I֊ [s(u -Ь 0) 4- ճ(ա — 0)1| <տ„ 
1 — 0 Z

откуда, так каке, >0 произвольно, получим утверждение (5.4) теоремы.
Из (5.4) очевидно следует, что (5.4') имеет место почти для всех 

и>0.
б) Положим, что ф(Ч-О) существует, и для данного е։>0 число 

6>0 выберем так, чтобы имели

|r(v) — <?(4-0)1 <е։, 0<v<So.

Из формулы (5.7) имеем представление

(5.14)

СС
?«(0) = -֊- ?(v)vu? ~ ' Re

<»

(5.15)

Но при 5 v < 4- ос

— i — Re -iv“,x?limRc 
»-о

= 0,
(vp — is):

поэтому формулу (5.15) можно Jr
Известия VII, № 6—2
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— i

(v? — ief
dv 4-0(1).

-------=

(5.16)

Далее, имеем:

Т

5
[’<?(+0)v'‘?-lRc — i

(v? —uf
dv 4՜

ձ
+ ֊֊֊p?(v)-<f(4-0)|vw-'Re 

о (v? - ief

+ 0(1) = զ?* + а? + o(i).

По формуле (3.16) леммы 6 получим

llma'։)=-i֊¥(+0).
I .0

Далее, по (5.14) и по той же формуле (3.16)

Из (5.17), (5.18) и (5.19) следует

с —О

dv 4-

(5.17)

(5.18)

(5.19)

откуда, в силу произвольности ер получим утверждение (5.5) теоремы.
Таким образом, теорема доказана.
6Հ Результат теоремы 1 можно существенно дополнить, если 

р > I.
Пусть функция <?(v) задана на полуоси (0, 4- оо) и удовлетворяет 

условию

где при данном

ОО
i |<p(v)| v!‘? ՜՜ ‘dv < 4- op, 

о

P>1,

(6.1)

Заметим, что если р> I и -- «г: 0 ^2 я——, то 
Р Р

’<ЗД<9+’^2к_Л., 
2р 2р 2р р

(6.2)
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Поэтому из асимптотических формул (3) я (4) следует, что при

р > 1, — < 0=^2тс — -֊, х > I 
Р Р

։ Го + Л-| „ ,
|Е?(хе * ; |i)I^A04֊xp(1-m)). (6-3)

где А>0 константа, не зависящая от х и 0.
Из оценки (6.3) следует, что функция ф։(ге’°), определяемая формулой

?.(ге”) Ф(1е‘)Ep(tre’l b р

xtw 1dt+el2<։ H)fe է1₽Փ(էր г լ:;/ 2Ц |k)X 

օ՛

X tw ‘ill (6.4)

существует и непрерывна при любом е>0 на лучах relJ г>0, если 

р ?

Теорема 2. Если р > I, то для любого Ь из отрезка

2՜ ՜~յ будем иметь

linns, (re10) = 0, 0<Հր<Հ4-օօ.

Р

(6.5)

Доказательство. Подставляя значения Փ(էօ Ջ?) из (5.2) в (6.4), 
получим

со

0 О

XEf(tre '՝°+^; թ)է" ֊ >dt + е^('՜ f e֊ “

О

i րյ_.Ղ_ , 
XE,(trc 1 7;p)t“- dt dv. (6.6)

Для вычисления внутренних интегралов, стоящих справа в (6.6). 
поступаем вполне аналогичным образом, как при доказательстве лем­
мы 2.

Например, для вычисления первого из указанных интегралов рас. 
сматаиваем интеграл
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Je 1 '^՚ $ ՚ EP(tre^ ՜ V-;p)l“?~ Կէ,
(6.7)

который в силу (6.2) и (6.3) сходится и представляет аналитическую 
i ՜

функцию в области Re(ze т. е. в угле—^-<argz<0. Как

(2L
и в пункте Г, полагая, что Re(ze ’’р )р>гр, значение интеграла (6.7) 
вычисляем непосредственным интегрированием

(* -tHzel-i-l' _ да-1
е ' ’р/ E,(tre ”';i»)tw dt =

так как при Re(ze :!,)’>rf очевидно | re”)<|г|.
Из (6.8) аналогичным образом, как в лемме 2, получим формулу 

p֊'  ̂+ ivi')1£F(lre‘(’+^).1։)tw-i(lt = 

= 1 (69) 
Р (Vp-ie)p — гс19

справедливую при р > I, = ,
Р Р

Из (6.9) или же просто иптегрнрованигм получим также формулу

Հ. (г>0). (6.10)
₽ (v’4-ia)f -re”

справедливую опять при р > I
Р



О суммировании по Лбелю обобщенных интегральных преобразований 21

Из (6.6), (6.9) и (6.10) получим
ос

Ф*(ге!') =* ՜

о

— i(v? — is) р ՜'՜ 
(v? — is) f — re15

Հ. ИуР + is) C21  

(v? H- is)՜?՜- re‘D
(r > 0) (6.H)

при p> 1, — < 6^9-—ր p p
Из (6.11է в силу условии (6.1) получим утверждение (6.5) тео­

ремы.
Результаты теорем 1 и 2 позволяют построить аппарат для пред­

ставления функций, непрерывных па двух произвольных лучах, ис­

ходящих из начала координат и составляющих заданным угол — (а> 1). 

Эго можно сделать точно таким же образом, как в работе [1]. 
Однако мы на этом останавливаться не будем.

§ 3. Преобразование с ядром E?(vz; р) и суммирование 
по Абелю его обращения

В нашей работе (1) для функций, удовлетворяющих условию 
Дирихле на полуоси (0, ֊' со). мы рассматривали лишь преобразова- 

р о ■Ь-% - ֊ у շ
ние с ядром с ’ и его обращение при помощи ядра E?(zv; р). Обратное 
преобразование г ядром E?(zv; р) и его обращение там не изучалось. 
В работе же [2] рассматривались оба преобразования в классе L։.

В настоящем параграфе мы рассматриваем преобразование функ­
ций при помощи ядра вида En(zv: р) и доказываем, что обратное прс-

V? образование с ядром вида е ՜ суммируется по Абелю.
7°. Пусть функция f(v) измерима на полуоси '(0, -j-օօ) и удов­

летворяет одному из следующих условий:

а) при данном р> 1. р > 
Հ

се- 
(՝|f(v)|vw‘֊1dv< + », (7.1)

О

б) при данном 0<Հ и < 1 > Р > >՜՜

05

pf(v)|vtt?-ldv<4-co, 

о
(7.2)
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По лемме 7, в обоих случаях интеграл
Со

F(Z) = j/֊2₽-p(v)Et(vz; |i)vMf“'dv (7.3)

О

± |-շ7-
абсолютно сходится на лучах z = te , է > 0 и при t-*4-oo

|F(։e±‘’f)|< Օ(էք<1՜'ս)). (7.4)

Из (7.4) следует, что при любом е>0 существует функция
- СО -

— 1՜9՜0 —.'-И Г —։<■' i-jr —itp и** __յe ie F(te * )e է՜՛ dt-f-

(7.5)
0

на полуоси 0 и < 4-00 •
Докажем теорему.
Теорема 3. Пусть функция f(v) удовлетворяет одному из ус­

ловий а) или б), при этом в обоих случаях 0<ц< —; тогда

1) если и > 0, то

lin։f.(u) = 4-[f(u + 0) + t(u-0)] (7.6)

там, где это выражение имеет смысл,

и linjf։(u) = f(u)
<-0

почти для всех и > 0;
2) если существует значение 1(4֊ 0), то

(7.6')

f(+ 0)» при

lim f£(0) = 
։_0 (։-^)п+о).

°<ւ*<֊
1пр и ц = —

(7.7)

Доказательство. Подставляя значения F(te՜ 2р) из (7.3) в (7.5)» 
получим, что при любом е^>0 и 0=s2u<-t-=c

00 
ւ.(ս)= շ֊ք ։(v)vw

о

е е X
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uW֊Jn • 1՜շ'(1-.Ա)ք — luF) X E?(vte p; p)t dt — e e

4 0(1) = R!0 4 R<2՝ 4 R? 4 R!4) 4 0(1).

X Ep(vte * *' ; jx)t?:՜ ‘dt dv =

Ree -iWL i e h: (vte

в силу формулы (1.3) леммы 2.
1) Пусть u>0 и существуют числа f(u—0) af(u4O). Выберем дли 

данного ?ւ> 0 число 5 — З;^) таким образом, чтобы имели0< 5<Հ и и

|vw-1f(v)-uw’'If(u-O)|<et. u-3< v<u,

|vM?՜ 1 i(v) — uUJ՜'f(u 4-0, ;<e1։ u<v<u45. (7.9)

Разбивая последний интеграл в (7.8) на три интеграла, распро­
страненные на интервалы (9, и —о), (и —б, и 4 5), (и 4-3, 4 эо), как 
при доказательстве теоремы 1, заключаем, что при в ֊> О

f f(v)v“? JRe

u-6

— I(ua — is) P ՜ и

(u? — is) ? ֊ v
dv4 0(l). (7.10)

Далее, функцию f,(u) представим в виде

t,(u)= Up>u

,ир —

u

Կս֊էՀք'
II —O

u+6
1 + 0) — f Re

- i(ir - is) p *

(u? — ie) р — v

— i(up—iep ՜'ւ
dv 4

(up —is)₽ — v

u
+ JL f [ve? -1 f(v) _ uw ֊ 1 i(u _ 0))Re

u-6

— i(up —i£)p

(u? — ie)V“ — v

■+■֊-( [Vх՛ *f(v) —up? ։f(u4v)]Re —-i(-------—
J (u₽ — ie)‘p — v

17.1П
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Но по формуле է2.1) леммы 3 имеем:

limRj։)= 4-f(u —0), UmRp=֊^-i(u 4-0).
с—о 2 t ,o ՜ 2

Далее, о силу (7.9)

(7.12)

1145

|R!3> 4Й4>|^£։ — i(u? — ie) ? “ 

(□? _ ie) p _ V
dv,

откуда по (2.2)
Um Ri3)-f-Rr)|^£<u’“’1?-
։ —О

Из (7,11), (7.12) и (7.13) получим:

lim I ։. (и) - 4- [f(u + 0) + f(u ֊ 0)11 < ։,u։ «,
I-.U 2

(7.13)

(7.14)

откуда, в силу произвольности £։>0, следует утверждение (7.6; тео­
ремы.

Из (7.6) следует, очевидно, что (7.6') имеет место почти во всех 
и>0.

2. Пусть существует значение 1(4-0), тогда для выберем 
5>0 таким образом, чтобы имели

|f(v) — 1(4-0)]<s։. 0<v=sSS.

Из формулы (7.Ց) получили представление

(7.15)

JRe -i(-uP~

(— i£)-P՜— v
dv

f(v)vM~։Re
(— ie) * — v

(7.16)

так как при 0<յւ <֊!•֊, v > o>0

iim Re 
t-.O (— ie) * — v

Далее, имеем:
5

։,(0) = f(+0. 1 fvw~

0 (— is) p — V
dv 4՜
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а.
+ ~ ^у)-ц+0)]Л“

" о (— is)~ — v
dv +

+ 0(1)-Ճ՚՚ + Զ^ + Օքւ). (7.17)

Но по формуле (2.13) леммы 4

(7.18)

Далее, в силу (7.15) и (2.13).

lim | |=£в։.
։ — О

(7.19)

Из (7.17), (7.12) и (7.19) получим утверждение (7.7) теоремы.
В заключение отметим, что из результатов настоящей работы 

при помощи одной Тауберовой теоремы будет следовать результат 
нашей работы [1] в более полном виде.

Сектор математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило 29IX 1954
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IF- IF. ՏԼթթաշյաճ

ԸՆԴ£11ՆՐԱՑԱԾ ՒՆՏԽԳՐԱԼ ՋեՎ.ԱՓՈհ>ՈհՌՅՈհՆՆեՐհ ԸՍՏ 
UPbLb ԳՈՒՄԱՐՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

ԱՄՓՕՓՈԻՄ

Մեր աչխատոէ թյւսն մեջ [jj կաոու у վաձ 1;ր 6 և Ep(zj |1) տեսվէի 
րնգհէսնրացած ինտեգրալ ձևավ/սխու թյանների ւոե սոէ.թ յո։ն ր, 

որտեղ'
00

7.

^>=Տ֊ք(77որ՛)
Ո-0
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/7* fi tn տաղ - Լեղերի տիպի ամրոգՕ ֆունկցիա /; թ կարգի և 1 տիպի։ Ապա- 
Unt-5,ltu^ ^1'' "Ր եթե ձևափոխվող ֆունկցիան անընդհատ է, բավարարում 
Է ^'իրիխխի "լա յէք աններին, ապա այն ներկայացնելի Է Ֆոլրյեի տիպի 
ի ն տ ե գ ր ալ ո վ ։

— Z‘O
Մեր մյուս աշխատության մեջ [9] կա ոա. ցվ ած Էր Ը և Ej(Zj J1) 

տեսքի կորիզներով ինտեգրալ ձևափոխությունների տևսոէ թյոլնը [.շ դա֊ 
••ում և gt/լյց կր արված, որ (հոլրյեի կլաոիէլ ինտեգրալի համար հայտնի 
Պլանշերելի տեսությու.նր տարածվում Լ վերոհիշյալ րնգհան բացած ձևա֊ 
ւի ոխությունն ե ր ի է է ր ա ։

-2?
Ներկա հողվածում ապացու ցվու.մ Լ, որ է» և Ef(zj |i) տեսրի կո֊ 

րիղներով ինտեգրալ ձևափոխությունների շլ,ջմա՛հ բանաձևերը ըստ Արեքի 
գումարվում են ղեպի ձևափոխվող ֆունկցիան, եթե վերջինս անընդհատ 
L (0, 4-օօ) աոանցրի վրա։

Ննչպեւ։ վերոհիշյալ աշխատություններում, այնպես էլ այստեղ, մենք 
Էապես հենվո։ մ ենք 1ձբ{?Հ U > ֆունկցիայի ши իմ սլա ոտ ական հատկություն֊ 
ների վրա.
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