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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

О. М. Сапокджян

Изгиб эллиптической плиты
В работе, методом Н. И. Мусхелпшвили [1], решен ряд задач 

об изгибе защемленной по всему контуру эллиптической плиты при 
нагрузке, равномерно-распределенной: 1) ио площади эллипса конфо
кальной с данной, 2) по площади круга, центр которого совпадает 
с центром плиты, 3) по длине одного из главных диаметров эллипса.

§ 1. Общее решение задачи об изгибе защемленной 
эллиптической плиты

Расположим оси х и у по большим и малым диаметрам эллип
са. Прогиб плиты — w(x, у) определяется из дифференциального урав
нения
I DV>V’w = p, Ռ’=^, + -ժ^. (1.1)

где D —жесткость плиты, р — интенсивность нормальной нагрузка.
Решение (1.1) представим в виде

w = 1(х,у)-г Ф(х,у). (1.2)

где f —частное решение уравнения (1.1). удовлетворяющее, при ча
стичной нагрузке, условиям сопряжения нагруженной и ненагружен- 
иой частей плиты; Ф бвгармоническая функция

Ф = ?. ։p(z).-|- Zy(z i 4՜ 7(z) ~յ՜7 i.z ,1» (1-3)

где z = x4-iy, z —х— iy, ՚ք(7.) h X(z) — аналитические функции ком
плексного переменного z, функции ?I.z ) и 7.'.z )—сопряженные г ними.

Функции o(z) и 7(z), следовательно и бигармоническая функ
ция Ф, определяются из контурных условий. Когда плита защемлена по 
контуру, контурные условия будут

w=0, s“=0, (1.4)

где п —внешняя нормаль к контуру. 
Из (1.4) следует

д\у . OW
ժո ժտ (1 5)

где տ— касательная к контуру.
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Из (1.5) следует, что на контуре--֊ Он w « Л = const. Сле

довательно, (1.4) можно заменить условием (1.5) и дополнительным 
условием А = 0.

Пусть каждая из функций f и Ф на контуре представляется ря
дом Фурье. Обозначим постоянные члены рядов для fs и Փձ через 
Ոխ] и'П(Ф։]; тогда условие А -0, согласно 11.2), заменяется

<Ո[և]4-Ո (ՓՏ]=.Օ. (1.6)

Таким образом (1.5) и (1.(3) эквивалентны условиям (1.4).
Имея в виду (1.2), (1.3) и тождество

ow . dw n. dw dz■------I . ֊ = — 2i з •
(Խ O'S Ժձ OS

вз (1.5) и (1.6) получим контурные условия защемленной плиты:

+ Ф(г»)«= — * (1.7)

П [z^(2։) 4-z. ? (Zs) 4-X ( z9)+ X ( zj] --Ոխ ]. (1.8)

где <p'(z) = ֊^[?(z)], ф(г)= d- [Z(z)]. (1.9)
U4 Li Л

H. И. Мусхелишвили представил контурные условия плоской зада
чи теории упругости при заданных на контуре внешних силах в виде 

^(z)+»(z«) + Ф(^) = Ь — И? • (1.10)

Сопоставляя (1.7) и (1.10) заключаем, что если для плоской за
дачи найдены функции ?(z) и 0(z). то. заменив в них ft — if3 через 

I---- — ) . получим значения функций ®rz) п <р(г) для задачи изгиба\ оъ / s
плиты, защемленной по всему контуру. Функция же X(z) определяется 
по (1.9)

ад= j'Xz)dz-t-C. (1.11)

при этом С определяется по (1.8).
Н. И. Мусхелишвили [I] дано эффективное решение плоской 

задачи сплошного эллипса. Приведем основные результаты этого ре
шения. С помощью разреза по отрезку, соединяющему фокусы эллип
са, превратим односвязную область эллипса в двухсвязную. Этот раз
рез можно рассматривать как эллипс, малая полуось которого равна 
нулю. Полученная двухсвязная область эллипса отображается с по
мощью функции

z= К ֊.֊)> (С==Ре‘°) (1.12)
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на кольцо в плоскости տ с внутренним радиусом р = 1 и внешним 
? — ро^> 1. R и ро имеют значения

R- ?.= 1 ЛЩ՛ 0-։з) 
Հ у а-֊Ь

где а н Ь —полуоси эллипса.
Пользуясь условием (1.10) и имея в виду, что точкам ч«=е*° и

- -Н, = е соответствует одна и та же точка на отрезке, соединяющем 
фокусы эллипса, получим следующие выражения для <j>(z) и <p(z) ի]:

I ?(z)=T;(s)= V ak ( V't-Tir)- 
k=l ' 4 

(M4)

fik =

ai~ ai

. ՕԳ .

k=0

PoA-։
2(Po2-P02j '

**k+2 ' (1.15)

(1.16)

4 - ( ?5էյ£շյ։) Գ
' .........

(1.17)

bk=Ak - (k+2) pj ak+2 4- P7*k+։> ak+2 - kp֊2 ak

-p֊^ak, k~(G, 1,2, ... ). (1.18)

к—1
co=O. ca= V [A^ + A^,, (,?»+'>], (1.19)

n—0

k = (l,2, ... ). 
к

ci,+l=p0A_t+ V [A^, p0^» +A-*,.., p^« ] , (1.20)

D— 1 
(k=l,2. ...).

Постоянные Ak являются коэффициентами разложения в ком
плексный ряд Фурье функции

4-00

(f|-if։) (1֊Р.-ге-։и) = SAke,k։. (1.21)

— 00

Заменив в (1.21) выражение Լ — И, через J » получим:

^^(1-р֊2е-^)= VAke1M. (1.22)
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Формулами (1.14)—(1.21) определяются функции ®(z) и y(z) для 
плоской задачи сплошного эллипса при заданных на контуре внешних 
силах. Формулы (1.14) ֊( 1.20) п 11.22.) определяют функции ?(z) п 

^(z) для задачи об изгибе эллиптической плиты, защемленной по все
му контуру при действии произвольной нагрузки. Выражения для 
'Z(z) определяем согласно (1.11)» (1.12) и (1.15)

<» ь
X(z) = X,K)=Ry_^ 

к
1

(1.23)

Мнимую часть постоянной С можно выбрать произвольно, в част
ности принять равной нулю. Тогда, внося (1.14) и (1.2 5) в (1.8), по
лучим:

C^-l-nif.J-Ra.fpj + Po’).

или. имея в виду (1.16), получим:

с “ - 4 п [ Ч ֊ —’-КД-՜֊֊ А-. • (1.24)

“ • ко Պ
Переходим к решению конкретных задач.

§ 2. Эллиптическая плита, защемленная по контуру под действием 
нагрузки, равномерно распределенной по площади эллипса, 

конфокальной с данной

При решении этой задачи мы пользуемся результатами преды
дущего параграфа, а также другими результатами, полученными в ра
боте |2].

Внеся (1.3) в (1.2), получим:

w = f(z, 7) -{- 7. ?{z} -ь Z ф(7) 4- 7.(z)4- X ( z), (2.1)

где, согласно [3], для замкну!ой области нагруженного эллипса

,/ ՜՜ւ pz‘2՜ Ր ш /- з . 2R2h-rn՜',2 )= MD - 3215 -3 (z 2 ■՛ 2 г >--------- Ъ------ 2 2-

֊ / +?) — Rs (1 —>’) (Г+ Г) + , (2.2).
2m

а для ненагруженкой области плиты
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где
Դօ_ ко । г __________ 1 ________

m = FX'b՜ ’ R = Т]/ (3°)2՜ (b‘,)։ = Т /а8~ь’ ՛ (2'4)

ГопгЬ

а0 в Ьф—полуоси нагруженного эллипса.
Полагая в (2.3) ч == р* е'’. найдем значение функции 1 на конту

ре плиты:
f. - J խ (PU р0-2+е2194 е՜218) 4- 1п (։пр0)+

+ ֊? [ ?о՜’(«“ + е-**) ֊!>,’( е«’ +?-«•)) 4-Ջ(еи1 +е֊«։ +2р֊’) -

Р-’(е«+е-«) ?o-։(e։l’+e֊։,’)b (2-5)

Из (2.5) получим:

n[f,] = R [ m ( р* 4-pj-a)+ 1 -I-in2 In (mpj) + 3mp“2 I • (2.6)
2

Согласно (2.3) имеем:

(։-Po2e-2iG) ( ֊ է = 1 m( p2 e-5 -p0֊2e֊“ 4-e” ֊e֊*)ln (mp2) 4֊

+ m (Po +?6՜2)e-ie +e* 4-e a։ + —2— e-4 -~-(3Po ։ <։-։՛’ +

ЗРГ4e-։" +Po՜'e") + Pu՜4e՜5;s ֊ ֊? (e^1’ + 2po"։e՜1’ -e" )}• (2-7)

Сопоставляй (2.7) c (1.-2), определим коэффициенты Ar: 
. p . 'a . 5m m .1 . pm ,Ai = -^- mln(mpj)-r 2- P74 , a3 = - p0֊3.

A_i= ֊ r^-'n։(?S ֊?<!՛ ln(m?5)4֊m( p2 4-p0՜2) — 3m-3mp0՜2] ,

. p , . m m . 2(14-m8)
A“3= ՜՜ ՜ոմո (шр5) ՜ ՜շ—շ՜ ՜ ՜յ— Po I ’

6 Rp0 \ 2 po + 6 Po )

Остальные коэффициенты Ar «= 0.
Подставляя значения Ак в (1.19) и (1.20), получим:

С։ “ ՜ WF^T(3mfS ՜1 ՜ mi ՜ mp’՜* ՝յ՚ 

Остальные коэффициенты сь =֊ 0.
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Внеся значения А?, и С.; в (1.16։ и (1.17), определим .%:

[">(PJ—?6’s)In (п»?б)+т,,?5-4-РБ՜’) + -

— Зшр/
И 3m р*1 -1 — т-—шр(, 6 .

и 3™Й 1 . ոյ£՜ т?՜5 f-.J.
р /՛.-?՛ р. ՚ ՚ Հ’

6R PV'J)H r?J-rpy4)

Остальные коэффициенты ак -= 0.
Подставляя значения А։, /»,. а։ и а5 в (1.18), определим bk :

_ _ 2И 8m-poa(3֊p,7'1) (I՜՜ "П , b = _ bl.
3R (₽J-p.֊։)(4-r₽i+^ ’ 4

Остальные коэффициенты bk => 0.
Внеся (2.6) и значение коэффициента A. । а (1.24). определим С:

_ ц . ճ։ո֊2п11 pi+p՜1] —(14-m8; ( pj+pr3)С = ֊Ь (Нт=)1л(1Пр’)+ —-------•
П ?0 ?0

Подставляя значения а1£. 
функции c(z) и V.izi:

bk и С в (1.14) и (1.23), определим

?(z) = 9,ra= ^п1(:₽3-Рог)1п(1ПЙ)+га(РН?5'։) +

1+т’
2 Зт ?. ■

Х(2) -/.,(֊)=_ л (Н-тг) 1п(тр*) +

8т-2т(р«4-р^)--(Н . pffi
Pn-Pr?2

ճ_8ա֊ ?Հ(3-|-?0-*)(1 : nr Г ( 1 \ I l\ .
2* (PS ֊ ■№) (4+pj 4 p„, • I [ ։.4 + I*; V ՛ ;•/] (2.9)

Внеся (2.8) и (2.9) в (2.1). определим прогиб w. В частности, для 
центра плиты (z—0, 1 ։) получим:

Wo “ ՜ն^Օ՜11 -^H-n?) In (тй) 4- p-4 pm ( Հ-tf} (pj +

+ н Po՜4) ֊ (3pJ 4-Po W( Pj -r3p0-4)~3 (1-m8)] • (2.10)

При a° = a и b' — b. т. e. когда нагрузка равномерно распреде 
лена по всей площади плиты, из (2J0) получим:

w= __Р<ь1_______
8D։3'd*4-2aai?4֊3b')

что совпадает с известным результатом.
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§ 3. Эллиптическая плита, защемленная по всему контуру под 
действием нагрузки, равномерно распределенной по площади круга, 

центр которого совпадает с центром эллипса

Для рассматриваемой частичной 
прогиба можно представить так [3]:

нагрузки общее выражение

w = f (z, z ) + z ?(z) -j- z ? (z) 4֊ *Z(z)+ X (z),

где для замкнутой нагруженной области круга

16D г ՛“ Ь 2՜՚|որ’ + гг ~Т г° ]

а для незагруженной замкнутой области плиты

f=rx-=: ZZ 7-77- Inzz’ 
16kD \ 2 /

где р —интенсивное.՜ь равномерной нагрузки, г0 — радиус 
ного круга, Р = кг£р_ равнодействующая нагрузки.

Согласно (1.12) и (3.3) на контуре имеем:

(3.1)

(3.21

(3.3)

нагружен

р ր2 ’
'•= 16zD R’ ( +?» 2 +e2l> +e֊S“)+ Т 1П iR’ I рое'։ "

+?0՜’ e-w) ( рое-» +р7։ el8)j.

Полагая р02> 1, разложим г в ряд Фурье:

*•=тйв [R2 (+?»՜2+е,в+е՜՜21’)+4 ] {2,п ( r₽o) -

J

e2ik3 _i_e-2!k9 

~w՜՜

Постоянный член этого ряда будет:
р

ո 1 = ։г?In (R₽^ ՜1՜2R2 (2)In (Rpo) Po ։ւ - (3.4)

Из (3.3) имеем 
ժէ Р 
дг ՜* 16kD

г0

г + 2lnz- г + 2?

Подставляя вместо z выражение (1.12) и разлагая в ряд Фурье 
полученный результат на контуре, будем иметь:

R (Р„е ■» +₽„֊’е19) + R(Рое-'։ +р0֊>е‘»)[21п( RPo) -

V.
- Ё (-п‘

e2lk0 J e-2ik0 г «I w4" у
2Rp%

р-игк+по 
к с

Ро“
(3.5)
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Внеся (3.5) в (1.22) и сравнивая коэффициенты при eJk9, получай

АЛ = 0, (к==0, 1.2....).
A։ = -X|2[l + ։n(Rp0)] -?04|.

А_, = - л| ( р’-р^) [1+2 1ч (Rp„)] + '

2

А -з = J. 21n(Rp0) + 4 ₽«'* + rvJ ՚

(—Dk
A։k_, - -1 (p—j^fk- Po+Po2- '

3.6

A (-’)k 9к*—1
(к =2, 3, ... ).

(֊||>г»' fk_2 з , 
Rp*-' I' ( ’ • ՚ ՜ ’՚

где PR 
16«-Dp0

Подставляя значения A>. в (1.19) и (1.20), получим: 

с2к=0, (к = 1, 2.),

1+--М___ ________ -1֊ -

1 . (-1?
‘Vo Г к(кЧ֊1)Р^2 '

п п+! / г, • п(п4֊Г>Р

Pro V*
՜ 32nDR 14՜2 — (՜1)Ո 

ո-2
или, имея в виду, что

1 .
2 ՛ к4֊1

к

п>2
n(n-f)p* 2 ■и п(П-Н)р<"+2
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(3.7)

(3.8)

получим: 
r PR ____ !___ ________ Լ

16r.D (֊ u k (k-bl)pg k(k4֊j)pnc+*

— if- P₽C1 -
' 1 32kDR

Внеся значение А_։ из (3.6) в (1.16), определим а։: 

Թ Р Г
8։= ՜ 32nD [1+21п (Rpo ) 1 ՜ 64kDR* p*—p՜2 

Из (1.17) и (1.181, имея в виду (3.6) я 3.7), получим:

X njc PR ______ • )-Po2k-P :1է՜:____
Jk+I = t и 16rD k(k-f-l) [(2k Ь1) (pJ~"Pq՜2) 4-p’k '2 ֊P74k 2]

1____ _ (-D*______________(k=։ 2 j
Ш (2k+1) (₽»-Po-=) -н^-ifS*-* (

„ PR (-1? k (PJ-P.P’l
Da-J ՀէյրՈ / olk+2___«-•?k-?\ ; O4k-s _ 0-4k+2x ՜1՜4 D (2k 4-1 + ֊֊— ֊•.֊ 2k-1+)

\ P6-Po՜2 / 1 Po-Po՜- /

Рг02(_1)“Г (2k+l)p?-p0-4k-։
+ 32nDR I (2k +1) (p2-p0֊2) + pjk+2 ֊p0֊4k֊• ՜

(2k—l)p2— p.74k+5 1I (ЗЛО)

Из (!.24). (3.4) и (3.6) имеем

г PR2, , -,у Рг0 Го, /о ՝ Рб+₽»։1Св32по(р« Р» ) 64iD [2l”(Rp<>) Рб-Ро։]՛ (3‘

Внеся (3.8)—(3.11) в (1.14) и (1.23). определим функции cp(z) и X(z):
4(г) -?,К)=- ^(2 (1+2Ш (RP.)] + ) (с + т) +

(k+l)p2-kp0֊2-p 
k(k-f 1)

|Z ՝*2k+։ _ 1 )
( ՜1՜ Էշ1<+ յ ) ’ (ЗЛ2)

Х(г)=У.։(ч) =
PR’ Խո» ո֊-l 2Г°1п(Р. ) I ** <>‘+|>°г 
64xD [2 ։ Р“ Р° R2 ՝ р°) + R2 р2— р-’

PR2 v (—0k f г’ (Зк+Пр^-р^-2 
64sD - k [ R2 (2к+1) (pJ-pj-5) + рУ^Ро֊"-2

,= (2к-1)р2+р^2
~ Т (2к-1) ( р> ֊ р֊2) +р“֊2-ра^2
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• ? ■ 
р?к՛2֊? * • \1Հ,

р- —■ р ~՜՜ ր՚յ Ни

-
г -Р72 I

Подставив (3.121 и (3.13) в (3.1) и заменив zz через г։, а С че
рез ре’-. найдем выражение прогиба: 
п замкнутой области нагруженного круга

W=64D 16ոՕ [2'Г‘-?Т )ln ( RoJ ~ 4՜ r5+k\Pv-?^2)4’

в замкнутой непогруженной области плиты

Р/ г;. \ / г \ р Г
w = 8й) iր՜+ 2՜ ) *" (rp0) + 16яБ [ R‘ (₽“ ~₽» *) +

/ г* \ 1+ 2Г??-Р?)\Р2-!,“։~К։) -'։]+Ф- <ЗЛ5>
где

PR2 .{__________ (^~Н) Рр *Фр2—₽„ 4к՜'___________

ф “ 1бпо2- -ЦК+1)Па+ЩТРр?5) +9Ւ1 ֊₽л։-2]
г<> 1

Rr |2k+i)(Pr p;2j+p^֊Po*֊’ [(p2k+2+p 5k՜2) cos2kO֊r

+ (p2k+p -k)cos(2k֊| 2)9 | -

PRS 
32r.D E(-nk __________ 8(pS֊P,-3)

(?к+1+—j-Tfil-L j /շ|է-1 + 
pp * Po ' ՝ pg-Po՜՜2

rj (2k_i)Po-2+p-^2
R8 k[(2k rl) (p$—Po՜2)+pS‘*2~P?ik+2 j *

r2 (2k-i)P--2 4_p-4k+2 I
R՜ (P2k-t֊p-2k) cos2k0. .(3.16)

Полученные ряды сходятся при р0>1.
Приняв в (3.14), (3.15) л (3.16) радиус нагруженного круга го = 0 

н Р =лг2 р = const, получим выражение прогиба защемленной эллип
тической плиты, нагруженной в центре сплои Р:

Р
w 16kD ab —r* + 2r In

PJa8--b8) у 
64xD

1

(k?l)p2-l:pj2֊?֊^
■ ₽4k+2_ p- ik՛-շ; i ( p 

Г0 I
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_|_p-ck-2j cos 2kd հ_ j p2k -rp~2k) cos (2k+ 2)0] —

Pab v (_i)k ( բ?44֊?-^)Ըօտ2Լ0 . (3 17)
4kD -1 i O'5k+2__plk--' _ о\i 2k+i+h_ ֊?» 2k-i+ R? . %-

?Տ֊?ս’2 >\ Po~?o՜' /

Задачу об изгибе защемленной по контуру эллиптической пли
ты, нагруженной в центре, исследовал Л. С. Лейбеизон [3], приме
нив ортогональные эллиптические координаты. Решение представлено 
им в виде рядов, коэффициенты которых определяются из линейного 
алгебраического уравнения, связывающего последующий коэффициент 
с предыдущим.

Из найденного решения (3.14) и (3.15) можно с любой точностью 
определить расчетные величины плиты. Приведем некоторые резуль
таты, имеющие практическое значение.

Определение максимального прогиба. Максимальный прогиб 
получается в центре плиты j г = О, р»1, +-j и, согласно

(3.14) и (3.16), равен

W° 16kd( ab— 4- 4
a2 l-bs 

4ab
г֊ 4-r2ln

Pahv 1
2«D^ / рУ+’2֊Ро<к~Л t P?՜2 —Po՜^4՜3 \

I I 2k 4-1+ 2k-14 :
\ Po-Po* ) V P6~Pc /

Pr2(a։-b։)y 1 (2k + l)p2֊p;4k-7
64nabD ^k P?+2 ֊P.r4k՜2

i .. 2k414^~г4—
Po-Po2

(2k-l)pft֊24-p֊<^
л4к-

2k-i+ —
p֊-lk+2 (3.18)

?□ Po
z

Полагая rn ՛ 0, получим значение максимального прогиба при 
действии сосредоточенной силы Р в центре эллипса:

РаЬ
W°՜ 16кО

֊8^֊------
I (2k + 14

лЯс+2_0 4k-2 . 5։k-2_0- 4k+22K-1+^֊S-A-

?o p0 ' ՝ ?0

(3.19)
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Заменив верхний предел последнего ряда конечным числом (п), 
получим значение прогиба с избытком (w,+). Чтобы получить значе
ние прогиба с недостатком (w,7). пользуемся оценкой

2k Н-1 -т ₽0 -₽о՜2

р4к-2 __ р-4к-2

Pi-ftf*—

Հ.- TV (П“1.2. )• (3.20)
о ?о (го Ч

Согласно (3.19) и (3.20)

Pab 1 щ—— W ~~    ——— ------
° ” 2ftD p**-4(pj-l)-

(3.21)

Погрешность в процентах приближенного значения w<7 по срав
нению с точным значением максимального прогиба меньше, чем

W--
5 = ----- 2Ճ ]00.

wu-

Учнтывая первый член ряда в (3.J9). получим:

Pah a4+6asb4j-b* ՛ ш + —------- ---- --------
16«D 3(a4+b4)+2a5b= (3.22)

Тогда, приняв в (3.21) и—1, определим погрешность

800
4 8

некоторые значения которой приведены в таблице I.

Таблица /

а :Ь 1 1.5 շ 3

0 0,06 » 35

Из таблицы I видно, что для отношений а : b < 2 с достаточной 
точностью можно ’3.22) принять за выражение максимального про
гиба. Формула (3.22) другим путем получена Л. С. Лейбензоном [3]. 
Мы здесь установили пределы применения этой формулы.

Учитывая также второй член ряда в (3.19), т. е. полагая л = 2. 
получим:

РаЬ 4 I 1 • 2
"° 16t=D 4-rpj4֊?o4 6^Po+pJ+po-4-rPo’ J (3.23)
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Pab 1
W‘-W’ 2“D ՀՀ₽Տ֊1) ’

Приа:Ь = 2. 5 5 = 0,3%, априа:Ь — 3 о — 1,8%.
Если представить максимальный прогиб в виде 

РЬа 
w° - w0 - a 16rD .

то, согласно (3.22) и (3.23), дл։- а получим следующие значения (см. 
табл. 2):

Таблица 2

а : b 1 1.5 2 2.5 3

1,2934 1,3898 1,4110 1.4339

Определим из (3.18) значение максимального прогиба с избытком 
(w.-) и с недостатком. (w„) для случая нагрузки, равномерно-распреде
ленной но площади круга. Все члены первого ряда в (3.18) положи
тельны, а второго р^да будут положительны при условии р0>1,25 
(п:Ь<«.(>). При этом условии, заменив з (3.18) верхние пределы 
рядом конечными числами, получим значение прогиба с избытком 
(w;). Для определения из (3.18) значение прогиба с недостатком (w~) 
пользуемся оценкой (3.20) и

2к+1 +

(-к Ո?Տ֊^Հ
?Гг ֊ р/ձձ 

?o-?v՜2

(2к-1)р-Мр(74к*:
р4к ■.՛—օ֊^Հ-յ

Ро Ри

\ i 2к —I 2 , v I
kpi"-5” рА - к?Г‘՜

in И к — 1
Тогда

, Pab 1 Рг* а9—Ь9 2
11 • рГЧЯьТ) «*О яЬ . Հ -1)

(3.24)

4-PG In
к-1

(3.25)

ձ՚ոո. иная в (3.18) первый член первого ряда и первые два члена 
второго ряда, полагая при этом a:b =2, получим:

РЬ9 Рг2 Рг2 Ь
wj = 0.08686 ~ “ 0.05474 -g - 0,06250 In ~.

в из (3.25) имеем
РЬ5 Рг2 Рг2 bwv = 0.08547 £ - 0,05499 ֊ 0,06250 In — •

tcD -D г о
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Погрешность в процентах

0,1394-0,025 Г|в
Ь2

3= Ր---- Г
0,085 0.055 Д 0,063 ,Հ' Inb“ Ьг г0

Радиус нагруженного круга принимает значения 0 < г0 < Ь. пря
чем ։0 — 0 соответствует случаю сосредоточенной силы, приложенной 
в центре эллипса. Некоторые значения погрешности приведены в 
таблице 3.

Таблица 3

r0: b 0 0.2 0.4 0,5 0.8 1

W0 1.6 1.8 2,. 2.7 3.5 5,5

Заметим, что для отношений а:Ь<2 погрешность уменьшается 
и обращается в нуль при a:b I.

Определение контурного максимального изгибающего момен
та. Изгибающий момент на защемленном контуре определяется фор
мулой

М=-—D^w. (3.26)

Максимальное значение момента получается на концах малого диа
метра. Для этих точек (z = ± ib, С - - ± ip0), имея в виду (1.12), (3.1), 
(3.3) и (3.12). из (3.26) получим:

М““ = ՜ 4Т ( 1 + 21 n ffo՜255) ՜Х

й (2к+1)(р^-2 + р;гЛ)[(к + 1)р=֊k^-pT*-’]
I k(k + l) М 1+ -—rz֊r-)

\ Го Го

. _ Гг»___ (2k+1)(pFa+PQ№)
՜ր՝ 4itab( р<; +1) , ь . . , ?'k՜ '■ ՜ ?'՜41'՜7 (3.27)

Эти ряды СХОДЯТСЯ При Р<1>1.
Приняв в (3.27) г0 ---0 получим значение контурного максималь

ного момента при действии сосредоточенной силы Р в центре эллипса:

м„„= ճ р ո+2 „ ь. \ х
4п Լ 1<р0 / 1отта”О

V (2H-l)(p?+=֊f-p0-’k) |(k + l)pj֊kpo-2֊p^-2]

J k(k + 1) 2k + l-J- ֊—I
(3.23)
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Заменив верхний предел ьтого ряда конечным числом (п), полу
чим значение момента с недостатком (Мй«). Далее, пользуясь 
оценкой

- (2k4֊ 1)1' 1 +РГ*'-’)|<k+ D Р5 ֊к?о 2 ֊Ро 4к՝21
Ро р4к+2_р -1к-2 \

к-n + i к(к֊М)| к 4-1֊»- -֊֊4֊ 1
\ Р<> ?а '

< р0 ճ =^-«pprj ՜ - к^՜+?»1Ո ՜ֆ՜Հ

получим из (3.28) значение момента с избытком (М«а։):

+ _ Ր(3+Ե)(3-էլ)2 2_________
Мш։։-Мгоа։ 1б__а2ь

" I р2 1

Найдем значение максимального момента для отношения а:Ь«=2. 
Приняв в (3.28) и (3.30) п — 3, получим:

Р Р

= - 0.45028 ֊֊ • - 0.46769 — •

Погрет ноет 2. равна 4° 0.

Приняв п = ■(֊, получим:
Р РМ։п„ «=—0,45976 -• М0:з։= 0,46545 —•1Հ

Погрешность равна 1.2'-*
Таким образом, при а: b = 2 можно принять

Ми„ = 0.46545 -Р—

Определим теперь значение контурного максимального момента 
при действии нагрузки, равномерно-распределенной по площади круга.

Пол ьзу ясь ра в е нет в о м

y2k + I P„(3p5j-lj
Հ₽?-' 1Р6-1)4 ’

выражение (3,27) приводим к виду

Р / 2Ь мгаа։ «֊ ք֊ ։+2|пгА; 4п \ а — Ь
\ . Pfo Зро“Р5

2аЬ / Դ 4каЬ (pfH )(₽?֊!)’

Известия VII. №5—3
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2”( Pa2-!-l; (?S—Р»՜2)

1

(2к+П(р^4-р^) [(к 4- 1)р]-к?;а -р^к-а|
I л^—i—л—к(к+ I) к+14- - ֊А։—

Ро ■ ?о '

_.?ճ__
4каЬ (р2-Н)

ос
х£ (2K+D 

։
(3.31)

Ограничиваясь конечным числом членов рядов в (3.31), получим 
значение момента с недостатком (м;„).

Для получения же значения изгибающего момента с избытком 
(Мш։«) используем оценку (3.29). а также

СП

X (21*4-1) 

к m +1 2к + 1 +

р;<+։т Р0-2к-։

V 2^-1 1 _______ Ջ Հ______
р‘<-։ 2к4-Н-р*

m +1

2к+1

С 'г?,,- v 2к ni]
(2k-t I) I р’1՛ р ՚ - Հ" '(?•-!)>

П14՛ 1

Тогда из (3.31) получим:

Р Г 2
“ эд”‘ ՜՜ ՜րր՝Հ₽’֊1 ։

у 1 I _ -Р1)ра —го
^-кр’*՜"1 2НаЬ(р;4Г ? " ՜' ?;-։)1 

к I
(3.32)

Для случая a=-2h берем п т = 4. Тогда из (3.31) получим:
р / г2 \М^эх = — 0.4596 -0.2109 Ц .
' ( Ь։

Согласно (3.32) найдем погрешность в процентах

5 „ ՝М'”У!___ 1 M-«i 100
1.МЙ.1

0.57 + 0,64 -ձ 
о

0,460 0.211 §
□՝
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Результаты вычислений приведены в таблице 4.
Таблица 4

ր0: b 0 0.2 0.4 0,6 0.8 1

г^/в ։ ,2 1.3 ... ... 2.0 4,9

Определение максимальной опорной реакции. Максимальная 
опорная реакция Qinax возникает на концах малого диаметра эллипса 
и равна перерезывающей силе Х5, действующей в одной из указан
ных точек Qtnw = N2 (О, Ь).

Перерезывающие силы N,. N, определяются по формуле
fj" U’

N։-iN,= (3.33)
dz'dz

Внеся сюда значение w из (3.1) и имея в виду (1.12), (3.3) и 
(3.12), определим N, и N,. Заменив в выражении для N, величины z 
и С через ib и ։р0, определим N2 (0. b), следовательно и QmJX:

Р Р
Q”a’ ՜ N=(0֊ Ь) = 2яБ + 2!d?(l+p^)» Х 

у(2к+1)(ВД-։? -к-4)4-(к+П(г? 3-^я<+’)1 Г г’ 
(2k+l>(p,',-p,;5) + ?4„։+2-?741'-2 I R*

_9 (к-Ւ 1) р?, — кр,,՜՛' — Pi7ft-a 
к(к+1)

Пользуясь равенством

(3.34)

^(2к-4-1)5_9р_^2р0+Р2‘

можно (3.34) представить в виде

Р р-*_ 9р; 2<., ։?. 1 PR
^и։х 2r.D ■ 2KRab ՜(1Հ-pJ-?(?;- I)5 ’ k(14֊p;2)3ab

Pr2 VI
+ (к4-1)(р2^ 3֊?/к 3[-

kip*՜1֊?,*1 5) H-(k4-l;, ?,^
Ձ{?. » 2_Ձ 4k-2

2k+l+ -ճ՛ ֊2֊ ֊4 
?Տ-?02

(3.35)
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При р0>1 все члены обоих рядов положительны. Поэтому, 
ограничиваясь конечными членами этих рядов, получим значение опор
ной реакции с недостатком (Qmax). Чтобы найти значение опорной 
реакции с избытком (Qj*x) используем следующие оценки:

V (2k 4-1) [ (2k 4-1 к р, -■ _ р,,Дк J , зк _, _ 2к.5 .
Հյ / օս  й-4к г \ LK I™ го /г

k-M-j к(к-Ы) 12к+14- ^֊֊ 
\ го /и /

+ (к+1)(р?-’-Р»^]< £ '2i֊t4--
к=п+1

(2к4֊1) I к(Р?,к '֊Р. ֊к-5)Ч-(к4-1)(р? 3-p;2‘ *) 
л2к+1 л4кТ-2_ л —4к—2

2к4-14- —2֊֊ 2—- 
РЗ-Ро2

V (2к4-_1)а
Р?” 

п»+1
= Ж^1(2т+3>։р’ +

+(2т4-1 )։ Ро ՚ -2(4ա’4-8ա4-1) Рс].
в силу которых из (3.35) имеем

Օ-֊ «О֊______ [о _(2п±3)р*--2п-1
Qm։։ xab(14-P72)3 ! ~ РГ'(Р=-1)’~ ՜

Ո
V 2ձէ! 4- 2?о 
^крГ1՜1՜?2֊!

к=-1
+ ?о In р_1

Й֊1

՜ 2^>~(147?ր I(2m4-3)։pH(2m4-ir֊Pol֊2(4mt4֊8m4-l)Pol. (3.36)

Для а: b = 2 примем п = :п =-- 4, тогда из (3.35) получим:
Р Рг-Չա»=- 1.1788 Հ-4-0.2320 

“Ь г.Ьг (3.37)

Погрешность в процентах будет

1,018 4 2.879
о= ------------------------- -

1,1788-0,2320 xb’
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Таблицы 1—5 показывают, что при увеличении радиуса нагру
женного круга погрешность увеличивается.

Числовые значения для 5 приведены в таблице 5.
Таблица 5

re:b 0 1.2 0.4 0.G 0.8 1.0

w0 0,9 ... 1.9 2.8 4.1

§ 4. Эллиптическая плита, защемленная по контуру при нагрузке, 
равномерно-распределенной по длине большого диаметра

Уравнение упругой поверхности можно представить [3] в виде 
w=f (z,z) 4-z?(z)+z?(z)4-X(z)+'/.(z), (4.1)

причем

f= 96D՜ при y >0՛

ПРИУ^°- (4-2)

где q —нагрузка. действующая на единицу длины большого диаметра. 
Из (4.2) имеем

ժք tq(z —z)’ n
Vz = —32D—’ при y>0։

ժէ iq(z — z)’
32D—’ Прпу<°’

Внеся (1.12) в (4.2) и (4.3) и полагая С=-рое1?, определим
. К

турные значения для f и :
и L

(4-3)

KOH-

^-(Ро-Ро1)’(с'’-с П)։ . при

(4.4)

- kxk (?3֊?.7‘)s (e։,-e■”)’, при п<6^2к, к/V L7

(?о-?о‘)г(е‘9-е ’*)*» при

(4.5)
s _^(₽<>-?0-')’(е«_е-в)>. при к^е^2к.

ՃՃՍ

Разложив функции f։ и — (1 — е ՜՜15 в интервале 0^8=^2п

в комплексные ряды Фурье, будем иметь 
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f, = V Bfc ек", 
— Со

-(1֊Р.֊։֊е֊’,։)(Д= S'Ак екИ , 

— <я

где В,-ф.1=^,

л ____ <Фа _ ! /__1____ р0-2 \
ак"։ 2пЬ 4ка—1 \2к—3 2к+ЗЛ

(к = ± 1, ±2, ... ).

Л2к==о, (к =0, 1, ... ).
Подставив (4.7) в (1.19) и (1.20), определим коэффициенты ск : 

с^к = 0, (к = 0,1, ,. 
р-

г 1 .л-и I V ( 1 Р-՜2 \л+1 2nD 3 (Ро+Р» ) Ь L 4п֊֊1 (2п—3 2п4-з)
п + 1 լ

р?*1 ( _ ?ճ VI
4п2—1 \2п4-3 2п—3 / |

Пользуясь равенствами

V Р.1’—’ /' 1 _ PLL \ ?j?1 _ Ро 2fc~'
Zj4n’-l\2n-3 2п4֊3у 3 (4к2— 1)(2к4֊3) ’

п = 1 
|հ 

у роп+։ / 1 PoJ_ \ _ ?.» ,______p?t!_____
4п3—1 Լ2ո+3 2п֊з1 3 (4к--1)(2к+3) ’

п= 1
из предыдущего получим

г _ gb» рГЧр^ zl.-п 1 ч мях2k+l 2wD(4k’-l)(2k4-3) ’ (к °' ’ "՝ (48)

Внеся (4.8) в (1.16) и (1.17), получим

аяс^О, (к= 1.2. ...).

qba Р?к+* “гР,7ак*՜'
алч1= ‘2iD (4к’-Г)(2к4-3) [(շսփւյ^ք֊?-^) 4- ’ (4։9)

(к-0. 1. ... ).

Подставляя (4.7) и (4.9) о (1.18). определим Ьк:

Ьгк = 0. (к = 0.1, ... )
qb։ I՛ I ՛ 1 pj \

^՜1 ՜” 2пО|(4к*-1)р$“ ’ I 2к=З т 2к+3/ ՜’՜

(4.6)

(4.7)
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. _______ (Р^ + рЛ Wk-Hip;,-?;*-*!_______
(4k2 -l) (2k-T3)l(2k- И . р -рЛ՜2!

,______ (Р? L±?J2k2j[^ •:>?֊—? (
• (4ե’-1Կշ֊: 3)1(21։ О(Р?֊Р ' Р Р ***] I 

(k= 1, 2. ... ).

Внеся (4.61 и значения А յ из (4.7) в (1.24), получим

С- чЬ3_ ?« + 4-гР,.-
С 36-Г) (?0- р..'г ‘

(4.10)

(4.11)

Подставив (4.9)-(4.11) в (1.14) и (1.23), определим значения 
функций *p(z) = ©j(Q и ՝Z(z) 'Z,(C):

_ qb’ у (P^'+Po * 9 (^4Հ֊շլ֊9_______
2kD ^(4kJ l)(2k+3)[(2k4-1)(p£—p 2) + ?:*^֊?„. * 2]

о
(4.12)

y/n_ qb’p„^4-5 ‘= gb*Ry 1J 1______ / 1 РГ \
՛ 36np (p0-?,->)’ 4tcD-> k I (4k’-l)?*'t 1 l2k—3 21<փՅ/

_ (ft 4 ?7^,H(2k֊l)pl 4 PoTJl- 
(4k’֊l)(2k 3)((2k- l)(p֊ j+pr2֊pe-4k+2l

______(рГЧ-р « ՛ hp- ? 21_ 
(4k’-l)(2k<3n(JkMl(p-֊p?^)|p^-!-p?> *-J (Г (4.13)

Внеся (4.12) и (4.13) в (4.1) и заменив ч через ?е՛՛, a z через 
х -г iy, определим прогиб:

при у > 0, О^б^т;,

ну5 <|Ья(р;>4 I-р;’) u qb*R , 
12D : i^Djpo-p;»)1 ՚ %D

V (Р?+։+рЛ-’)1(р21։+р ?k)cos 2k»4- (p^+= 4-? -*<-*) cos (2k 4-2) 0]
’ (4к2֊1)(2к+3)Г(2Н֊1)(р-:֊р и-г) Ьр>+2֊рЛ-2]

О

4L2RyJ_f_____ ։_____ I J______Pn2 .
2nD у к I (4l?~l)p֊? ’ \2k—3 շԱ+Յ^

_____  (рГ’+Ро* 9Ц2к4 1)Pq—Ро"*к՜2]_______ . 
(4к2-1)(2к+з)|(2к+ГГ(р?֊р;;2)+-р?.‘։+2֊?с>4к-21 1

_______ (Pg i-p.^-,)I(2k~l)pf.24-p.-4k42l_______  
(4к2-1)(2к-3)[(2к-1)(р֊-Р?)+р?-2-Р’п+21

4- p 2k) cos 2k0. (4.14)
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Отсюда, приняв у «О, ?— 1 и & =-77 , получим значение проги- £
ба для центра плиты:

дЬЧрЖ + Ри ։) _ jtfRу / 1 I
“ 18»D-D " к | (4кг-1)р?-Ц2к-3՜

\ . £p?2L+PT։k-1)[(2k+i)pi֊₽?4k-;[
2к+ЗГ (4k=֊l)(2k+3)[(2k+l)(p֊-p;, = J+p*^_p-1k-=]- +

, ____ (рГ-'+рЛ*1) 1 (2к-1)р„1±рЛТ։] ___ I ...
+ (4к«-1)(2к—3)[(2k-ij(й-р«Պ + рГ’-рЛ*’! J’ 1 ’

Приняв а = Ь. получим значение прогиба центра круглой плиты:

*о= T8?D = °’05556 гТ4” ’ JOK1J 1ՀԼ/

При а = 2Ь из (4.15) имеем

w0 = VTS - Պ-=յր (0, > 20Ց0 + 0,00913 - 0,00057 +■••)•

Ограничиваясь первыми двум։? членами последнего ряда, получим 
значение прогиба с недостатком

wo֊= 0,11051

.Учитывая третий член ряда, получим значение прогиба с избыт
ком

w+ = 0,11137^-

Погрешность равна 0.8%.
Таким образом, при а^2Ь можно ограничиваться первыми дву

мя членами ряда (4.15).
Согласно формуле (3.26) определим контурный изгибающий мо

мент:

М._ЧУ ______1______ х
2 -R 14-р о՜4—2? о*2 cos 20

Л <Jk+֊։ г
x (2k-l)(2k+3)((2k+3)(?b?T2)4-?r2-p0^ ИРо • 

о լ

Ч-р֊Л ։)cos2k9-(р^-Чр.Л :)cos(2k4-2)0). (4.16)

Приняв y = b и 6 =-Հ՝ получим значение максимального момента

м____ 9ձ _ 4զԵշ|_ ч
2 zR(pHI)Z
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Х՜1 к ' փ?-2’'՜2)2 -•Х " (-1) (2к֊1)(2к+3)[(2к+1)(рР?Э)+р1.к<2֊р0-'М ' (4Л7> 
О

Пользуясь равенством 

v___ ы£_____ _____ _Լ
-»*'(2к֊Т)(2к+3) 2 ’
о

представим значение момента в следующем виде

Мщах —
Я? _Լ 2(^ 4- V
2X^4 тса гса

v v, 1 хк (2к+d м-р л -jPo ________
и (2k_l)(2k4-3)((2k4-l)(p24o-2)4֊P^2--Pr‘M 

О
Последний ряд сходится быстрее, чем ряд (4.17).
Для круглой плиты (4.18) дает

ха дЬ(Зд-8)
• иах 6к

а для бесконечной полосы

(4.18)

.. qb 2qb у< г л_______ 1_______ .
М“«“ 2 - 1! (4k-—1)(2к4-3)’

о 
но. так как

00 ։ - 
V (— п*-------------------------- ------ --  .

(4k2— 1) (2k-t-3) 8
О

ХА - Яь
‘О Мшах------------ •

4

что согласуется с известным результатом.
Для отношений а:Ь<2 можно ограничиться первыми двумя чле

нами ряда (4.18). что даст значение момента с избытком

дь
9

-Нг __ 4:.|Ь- Г _Р7—2—Յօ.;լ
-a -a I 6(f<—рт-’)

3(р?.-Р^)-2-2р76 
o(pj--Ро-2)(?5+4Ч-р-4)

(4.19)

Значение момента с недостатком можно получить, учитывая тре
тий член ряда

Мшах = м5ах 4qb3 5(р֊—р^-2) -2-2р.710 
2Ua5(p֊-?0; )+?'°-р0-‘°'

При а = 2Ь из (4.19) и (4.20) получим

М;м = —0,20327 qb. Mm„ = —0,20193 qb.

(4.20)
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Погрешность равна 0.7%. Таким образом, формулу (4.19 для 
значений в а -Հ 2Ь можно принять за расчетную.

х Определим значение максимальной опорной реакции. Она возни
кает в : очках \ = I) и ш> величине равна перерезывающей силе, 
действующей в одной из зтнх точек. Поступая как в предыдущей за
даче. найдем

Q-- = X, (0. Ь) - - Ն Ч-ЬМ + 4qb= 8qb։
2 za- яа2(рз+1) f za3

V, nk. hTi<- -P, ’) 2-֊:>֊*֊ -■] _ , Sqb*
7 ՛ U P'-’k biy •' ,k ‘I+ za+1)

v (_n” _J2k+1 ՝<??• -_?•>Ջ±?k±t
~ I)|2k ;֊1)(р--р;=):-рУ-2-р7^՜-] (4.21)

Для крута (a = b) и бесконечной полосы (a--oo) ряды, входя
щие a (4.21!. обращаются в ну. ь; для этих случаев соответственно 
получим:

Qniax ~ — -;>г Я —(1,1566 q. Qiu*x =—0,5 q.

Для других значений отношения а:Ь достаточно учесть только 

первые члены указанных рядов. Так. при а = 2Ь. получим:

Qma։ - - 0.4045 q, 
что даст погрешность меньше 1° 0.

Здесь мы рассмотрели случай нагрузки, равномерно-распределен
ной по длине большого диаметра эллипса. Аналогичным способом 
решается и задача об изгибе эллиптической плиты при нагрузке, рав- 
номерно-раси ре деленной по длине малого диаметра эллипса. Следует 
лишь взамен (4.2) пользоваться формулой

ճ*±*,։ . при X > 0.
, 96Լ>

К2. 2 1 = I»
— Я7 ֊—, при х=^0.

96D

Ереванский полителрнчгскнн институт
нм. և. Маркса Поступило 29 IV 1954
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