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М. Л!. Джрбашян, А. Б. Тавадян

Некоторые экстремальные задачи 
для целых функций

§ I. Некоторые экстремальные свойства целых функций 
экспоненциального типа

Обозначим через W, класс всех целых функций f(z) экспонен­
циального типа с показателем С а, для которых существует интеграл 

со
H(0=KlWdx}’ (1)

— ОО

Как доказали Палей и Винер [1]. класс W, совпадает с множест­
вом всех целых функций f(z), допускающих представление

f(z)= ^elu\(u)chi, (2)

• —9
где ?(u)£Ls(- с, ծ); при этом по теореме Планшереля

р(0 — ՚2րփ?խ)51ս1; (3)

Пусть
а0. а2,-֊-, а2р 5; а։, siq_։ (р>1. q>l)

произвольные комплексные числа. Отнесем к классу W, {а-р-շ; О1. 
(р>1) все целые функции класса W,. для которых

ti2kl(0)-a2Sc. (k=0. 1. р-1). (4)

Аналогично к классу W, (0; a2q-։} (q> 1) отнесём все целые функции 
f(z) класса W« . для которых

i(JkTj)(0)-afk+». (k=0, 1, q-1). W
Наконец, к классу \Ve a2։J- t} (p>l. q< 1) отнесем те функции 
f(z) из Wo. которые удовлетворяю՛; условиям (4) и (Հ) одновременно.

В настоящем параграфе мы дадим параметрическое представ­
ление функций oiipcAe.:e>Ha*f7W5?e^K.iaccoB, что даст возможность
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+ J
ak ^(x)Xk (x)dx. (6)

решить экстремальную задачу: среди всех функций f(z), принадлежа­
щих к любому из классов W, {а:,. 0]; W, {0; a2q_j) или W, [a5p_2;
ajq-tJ. найти функцию, минимизирующую интеграл p(f).

Из этой экстремальной задачи следует необходимое и достаточ­
ное условие, которому должны удовлетворять числа аь (к=0.1,2.« ••). 
для того, чтобы существовала целая функция f(z)£W, н такая, что 
flk'(O)-ak. (к-Գ I. 2....).

1. Пусть

* 1 >■ 9к -u f 1 Hk)Y։_ 1 \кXoW^-; x‘3x)-֊|/^-(2֊k^d (xd-3L, (k^i, շ,...) (5>

нормированные и ортогональные на отрезке (—1, -г1) полиномы Ле­
жандра. Известно, что для любой функций <?(x)£L։( —1, --J) имеет 
место равенство Парсеваля 

+•։ со
Si 

k-0

Пусть р0, Pj.---, Н2Р-2-. Pj, Pav. Нзч ։ (р>1. q>l) произволь­
ные комплексные числа. Отнесем к классу t2{(—1, р2р_2; 0}
все функции <р(х) из Ц(—1, +1). для которых

+ 1

j ©(x)x2kdx֊p?k. (k=0, 1. 2, • • •. р—1). (7)
-i

Аналогично к классу L2{(— 1, i-l); 0; |Կզ >} отнесем все функ­
ции ։р(х) из L3( И 4-1). для которых

-I
^.<р(х;хл*’dx=p2t+i. (k=0. 1. 2,-• •, q—1). (8)

-1

Наконец, к классу 1<|(— 1, 4-1); Р2р-2‘. Psi 1} отнесем те функ­
ции «р(х) из ԼՀ-1. ֊֊• I). которые одновременно удовлетворяют обеим 
условиям (7) и (8). Условимся классы L.{(—1. : 1); р2р р; 0} и 
L,(( 1. 4-1): 0: Р2я-11 считать крайними случаями класса L*{(—1. 
4-1); |i2q ii. когда из этот класс не накладываются соответ­
ственно условия (7) или (8).

Пусть

Х2к(х) = Ьо2М 4֊ Ь!?՝х’4֊ • • ■ 1-Ьа0 хй
и

A2k+t(X)—Dj X-t-O.i X — • • • --Djjk+I X

* A
так как Xaijx) четный, a Ճշ^^ճ) нечетный полином.
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Лемма 1. Функции ?(х) класса 1. — 1); ։ւ2թ_2; P։q-i} ха­
рактеризуются тем, что в их разложении в ряд Фурье по поли­
номам (5) коэффициенты а» (k=0. I, 2,---, р— 1), аЛ}.։ (к= 
—О, 1. 2,---. q—I). получаемые из (6), вполне определенны и 
отыскиваются следующим образом: 

«5к=Ьо ’’Ро—Ել՜ ■’ - • ■ ~ Ь1к'}Л2к, 
«*♦.=. ьг+1к -levw

(к-0. 1,2...., р֊1)
(к О, 1. 2.--՛, q-1)

где р2,---, у-к (к=0, 1. 2,---, р- 1): ju.---, |*и<?.։ (к=0.
q—1) определяются из условий (7) и (8).

А
Доказательство. В самом деле. Х-цх) является четным полино­

мом и поэтому в силу (7)
+։ 4 ։

A2fc = J г(х)Х.ч(х)т1х ֊ г(х)(!)('?—Ь22! ’х’н........ . bs? х'х) dx«
-1 -Г

4-1 +1 -И

- bA‘x> <?(x)dx Ь-/"՝՛ I Ср(х)хч1х ֊ •••••- bl£i? I (р(д)х:\5х =
<- ։J ։J

• ֊ւ ֊։ ֊I
- b?'|i„+b“!p։ I- • • • Н-Ь^’ргь (к = 0. 1, 2, • • •, р-1).

Таким же образом определяются числа аан(к=0, q —1)

«а ^Ь^^+ЬГ'Ч֊--------г ban 'Van (к֊0, 1. 2,--- q-1).
А 

так как Х><(1(х) есть нечетный полином.
Теорема !. Н семействе функций 1.3!( — 1, ֊} 1); р?р_з; Ц5Ч->) 

мини чум интеграла
(Г I1Г(?)-{р?(х)!Мх1 (10)
~Y:

реал и зует фу я кц и я 
р ։ Л 4-1 k

?,(х)֊М։.Лх2кГх) |■?«».,$»«(։), (И)
.к-0 к-О

.где «2ц и a2k( J определяются из (9).
Кроме того, 

. ւ՛ *1 ч-։
пипГ(<р)-Г(?0)=' V lank|։_pV a:k+t pl*. (լշ)

k-l) k-0

Доказательство. Так как из (6) 
+ ։ , 

Г(?) {i'¥(-x)i։dxp-{y|։k|.|i, 

К-0 
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то в силу (9) пинГ(ф) достигается при ак —0 (к —2р. 2р *-2,՛ • •. 2q4-K 
2q I 3, • • •), отсюда и следует утверждение теоремы.

Замечание. Как нетрудно видеть, результаты леммы и теоремы 
остаются справедливыми и для крайних классов

Ц(֊1. rl); Р2р֊2; 0) и М(-1. 4-1); 0; p2q_։},
если только в соответствующих формулировках я формулах оставить 
лишь выражения, характеризующие данный класс. Например, для 
класса функций !.*((—1, |-1); 01 характерным является опре-
дсляемость из системы (9) лишь коэффициентов a2!<(k--0, 1, 2.---, 
р—1) в разложении этих функций в ряд Фурье по полиномам (5). 
Для этого же класса минимум интеграла Г(о) реализует функция

Фо( х) = V»2k X2k(x). (13),
k—0

при ЭТОМ
.Р—։ լւ

тшГ(ф)=Г(Ф0)= |5] ^2k|’| ■ (14)
»-о

2. Установим теперь непусто: у класса функций W, {агг д аа։-։}. 
а затем приведем решение поставленной выше экстремальной задачи.

Лемма 2. Класс функций W. ;а2р 2; а2<֊|| совпадает с множе­
ством целых функций f(z), допускающих представление в виде

f(z)=Je'“’?(y)du. (15).

—у
где

ф(х)£Ц(-1, +1); Рзр-5; Psq- i).
i֊ka. (16}^=-֊Лр (к=0. 2р- 2: 1.3,...2q I).

G г
Доказательство. По лемме 1 функции »(х), принадлежащие к 

классу (՝6). существуют. Отсюда следует, что функции f(z). предста­
вимые в виде (15), не только принадлежат к классу W,, но и к классу 
We (ajp—շ; Յշ,յ ւ|.

Обратно, если f(z1 £\Va {э2р֊2; a2q_|}, то тем более f(z)fWc, и по 
теореме Палей и Винера имеет место представление (15), где 
е(х)£ 1.2(— 1. -Н). Но если иметь в виду условия (4) и (4'). характе­
ризующие класс W« iai>p-r, a2q-i}, то из (15) заключаем, что функция 
ф(х) принадлежит к классу (16).

Теорема 2. Среди всех функций f(z) класса W_. {а2;, ?; Յշզ_ւ՝ 
(р>1, զ>1) минимум интеграла (1) реализует функция

л’р՜1 , Ч"։
t»(z)= (у «а-ХЦ~ ) +S «։«+> &*+>(֊“. ) e'“'du=

J k^O ՝ ‘ k'֊0 ՝
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г, ------------  l-^Uox)' (-l)W (4k+I)z3 —------ -t
r„ v*
ч-1

+1V (—l)k«։k , I (4k ■ З)г,3
k-0

և-4-^М 
V Z

(17)

где Io+j (az)—функция Бесселя, и коэффициенты \ահ ) определяются 
из формул (9), где է

( пМй՜-, (к-0. 1. Р-1),
a

^»+1=(-1/+1֊^ ։. (k=0, 1, 2.- -. q—I), 
с

кроме того,

minp(f)--|i(iv) (18)

Доказательство. Если f(z)£\Vs (а2р շ; ajq-t|. то имеет место 
представление (15), где, по лемме 2, ?(х) принадлежит к классу (16). 
Но по формуле Парсеваля из (15) следует, что

!*(Ո=խ ['?(y).du յ -’1/255Г(?). (19)

Так как е(х) принадлежит к классу ('.6), то по теореме 1 ттГ(?) 
достигается только для функции «0(х), определяемой из (11), где ко­
эффициенты а,. ; определяются по ('•)• Отсюда и из (’.9) следует 
первая из формул (17). Но известно [2], что

= ae”^)1 U;. (20)

—9
где __

Хп(х)~|/^^(х). (5')

Из (17), (20) и (5Z) следует второе из формул (17).
Как нетрудно видеть, и здесь результаты леммы 2 ,и теоремы 2 

остаются справедливыми для крайних классов:
Wo {а2р-3; 0) н W, {0; а^»} 

при соответствующих видоизменениях в формулировках. Таким об­
разом. имеют место:

Следствие 1. Функции класса W, asp-շ; 0 представляются в 
виде (15), где <f(x)$L2{(—I, -rl); յւշ₽-յ; 0}; P2k = (—1)к-^й (k= 

^-0,1,2, р I), при этом среди них минимум интеграла p(f) 
реализует функция
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f,(z)=['V։ssxJ “ 'l[.e'“'du=
-У к-0 ' '

- V (֊ l)W(4k+T)^ 1гкр>) : 
£> 1 2

кроме того, 
. р-1 ։

|x(j0)= j՝2naV |«л|։'։, 
' к-0

(1Ո

(187

где коэффициенты {а^} определяются следующим образом

а2к=ьЛ0-|-ьГ-р24----+ь^к-р2к, (к—0, 1,2...-, Р-1),

Ргк-(— 1)к -^bi' (к=0, I, р—1).

Следствие 2. Функции класса \Ve (0; a2q_t) представляются в 
виде (15), где

?(X)gL։{(-l, 4-1); 0; |i։t+1=(-l)k+’-֊^Ii (k=-0,1,2.....q-1).

при этом среди них минимум интеграла р(г) реализует функция 

= £(- l)k«a+1/(4k+3)na -,։k' p'oz)

|Հև)= {

(17м)

(!8*)

при этом
0-1

2naV խշյ^ւյ’
k-0

где коэффициенты {а2)сИ) определяются следующим образом:

a&+’ -Ьл"' Ъ1Ч-гЬз*'<+‘>Рз-|-------hbSViJ)H2k+b (k=0. 1,2, - • q—I),

FJk+i ՜(->)-+*■֊£֊&։. (k=0, q-l).

Следствие 3. Средн всех функций класса W„ {ae; aj минимум 
интеграла |Հք) реализует функция
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при ЭТОМ

:՛■ ■ (20՞)

Это следует из теоремы 2, при р—1 и q= I. если заметить, что

■ՆbV> = к
□ V 2

Следствие Г. Средн всех функций класса W, (aG; 0' минимум 
интеграла р({) реализует функции

։0(z)
ап / г.о П (oz) sinoz 
а |/ 2 |Հ z а° az ‘

при этом

Հ՜ Ի<>1-

(21)

(21')

Эю следует из следствия 1, при р=1. если заметить, ч-.о

.. ֊ а՞ , ьЛ°) - 
Ilo~ о ’ Оо —

Следствие 2 Среди всех функций класса W, {0; з,- минимум 
интеграла р(1) реализует функция

о( J 9» ]' 2 J./V

За։ [sinaz cosaz] /ооч
՜ a2 [(azj* az ’ 1 }

при этом
֊^-|а,|. (22')

Это следует из следствия 2. при q —1, если заметить, что

3. Пусть [Вк ! некоторая последовательность комплексных чисел. 
Ставится вопрос: каково необходимое и достаточное условие, кото­
рому должна удовлетворять эта последовательность, чтобы сущест­
вовала функция f(z)£\V0, такая, что

flkl(0)=3k , (k--0. 1, (23)

Теорема 3. Для существования функции f(z), удовлетворяю 
щей условиям (23), необходима и достаточна сходимость ряда 
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со
(24)

к-0 
где 

к 
а?к- ' (,— 1) Օշր 7зГ.Г' 

г-0

«»+.=Е(-п‘-м?й1,-£:- (г*՜*
г-0

Доказательство. Пусть существует функция I. (х), удовлетво­
ряющая условиям теоремы, тогда будем иметь

в
i, (z)— е1 ’' v ! jclu.

где <р(х) £ L2(— 1, 4-1). Но из (23) следует, что
о +1

Зк =ik^ukT(֊-՝Jdu = ։k^։i?(x)xkdx, (к-0, (25)

֊« -*
Обозначая 

+ 1
вк = f?(x)Xk(x)<Jx, (к=0, 1, 2.,---).

-I 
оэ

очевидно имеем V | ак |2<4-оо. При этом, имея в виду представления 
к-о

Xck(x)=^b»ft)x‘,‘/ Xsic+цх) =' *"Г *՛
Г-0 г-0

получим формулы (24') для чисел и խշւ^ւ.;.
Обратно, положим, что для последовательности \*г. ]. определяе­

мой из (24'). сходится ряд (25). Тогда по теореме Рисе —Фишера су­
ществует функция fi(x)<-L2( -I, pl), такая, что

-н
(Т(х) Xk (x)dx=ok, (k=0, 2, - ). (26)

-։
Функция

!.(։)“ \ (27)
— J 

прина ;лежш к классу W, по теореме Палей — Випера. Покажем, что
С’(О)=ак, (к֊0, 1. (28)
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Действительно, из (27; имеем, например,

С другой стороны, из (26), б силу (29), имеем:

(29)

к 7 к ք1?Ո/0)
**=У b!?' ?(x)x2rdx = ^(֊1)гь^-ф^- (к=0, 1,2.--). (30) 

г-0 У: Г-0

Аналогично получим 

к 1<2г+”(0)
«;k.1 = i£(-l)','b^;t’’֊!5s777----- (к-О.1,2,-). (S1)

г-О

Сравнивая (30) и (31) с формулами |24'), приходим к заклю­
чению (28).

§ 2. Некоторые экстремальные свойства целых функций
1 порядка и конечного типа

г!. Обозначим через 1.Ն (?) класс всех целых функций f(z) по­

рядка ֊- « типа « 3> Для которых существует интеграл

р(О- if(x)|sx-’dx (1)
о

Докажем лемму, которая является непосредственным следствием тео­
ремы i 1а лей — Винера.

Лемма. 3. Класс Di (•?) совпадает с множеством всех целых 
функций f(z), допускающих представление

tde

При этом

'- I
xzs(x)x dx,

«(х) 2х :dxl5-

<2Э

(3)



in M. M. Джрбзшял, А. Б. Тавэдяч

В самом деле очевидно, что f(z2)—функция экспоненциального 
тина <о. Из формулы

4-00 ОС
J if(t2.ipdt=j | ((х) рх Мх

—00 ь
следует, что f(zs)^We и поэтому по теореме Палей Винера имеет 
место представление

։(C։)=--L֊f.i(u)e'“:<!u, (4)
|/ 2л J

— J 

где փ(ս)£Լշ(-Պ о).
Но но формуле обращения Планшереля почти всюду на (—а, а)

м
|(u)=l.i.m ֊] — | f(x2)c '"'dx-

»-* J/2r. J-1»
___П

/ 2 **= 1.ьп։|/ 2 p(xs)cosxudu.
V

Поэтому փ(ս) четная функция, и следовательно,

f(<2) —j. ~ ^(u)cosu“du. 

О
Обозначив о(х1)в?(х), после замены и —х* имеем

f(z)= ' ֊ I cosl xz я(х1х *dx. 
k J

0

Далее, по равенству Парсеваля из (4) получим:

— շ(|Փ{ս)[-Աս |®(х) sx" dx<4-co.

и о
Пусть

Эо> Յյ, • • • , St (г Հ 0)
произвольные комплексные числа. Отнесем к классу D- <а; аг ’ (г>0) 
все целые функции i(z) класса D. (о), для которых

(<п)(О) = Эп, (п-0. I, 2,- (5)
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В настоящем параграфе дается параметрическое представление 
функций класса Dt (а; а, ). что дает возможность решить следующую 
экстремальную задачу:

Среди всех функций i(z), принадлежащих к классу Di (а; аг 
найти функцию минимизирующую интеграл p(f).

Из этой экстремальной задачи следует необходимое и достаточ­
ное условие, которому должны удовлетворять числа ап (п 0, 
для того, чтобы существовала целая функция f(z)հ D> (а), такая, что 
Р°’(О)=-ам (п-0, 1, 2,--).

Л
2. Пусть Рц(х) (п=0, 1. 2,•••)—нормированные и ортогональ­

ные на отрезке (0. о5) полиномы Якоби с весом р(х) — х тогда

Р0(Х)-֊ ’
V 2а

п / л 1 Л4и-Н 1 cln I Г/ 2х—о* \? ■ |PnX~(2n)!l{ 2а * р(х) <1х" о= ) Г(Х J ՜” 

п
=У’в^х", (п-1,2,...). (6)

к-1
Известно, что для любой функции ф(х) из класса (2') имеет 

место равенство Парсеваля
Հ ос

(՝|¥(х)|=х ‘<1х = V|c„ ■»,

О п-0

где Сп = (ф(х) Рп(х)х՜ dx. (/)■

о
Пусть |i0, |xt, . . . , pf (г>0)—произвольные комплексные числа. 

Отнесем к классу Լշ{(0, о2); рг} все функции ?(х) из класса (2'), 
для koi орых

('®(x)x-Jdx=p., (n=0, 1. 2............г). (8)

О
Лемма 4. Функции <?(х) класса (8) характеризуются тем, что 

й их разложении в ряд Фурье по полиномам (6) коэффициенты 
се, с։,. . с: отыскиваются следующим образом:

с.=Й,,|1.+В'1п։ц1+ ... Ч-В?*Р„ (п=0,1.2............г), (9)

гае |ic„ р1( . . . , (n = 0, 1, 2, . . . , г) определяются из условия (Ժ).
Доказательство. В самом деле, при п —0, 1, 2..........г

с„ = (’ф(х) P„(x)x֊idx =

О
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• п
= \ ?(x)(BS,) + в;”'х+.. . +Bir։x")x’sdx= У B1V.

О к-0
Теорема •«. В семействе функций Լ2՚;(0, о2); |ь ) минимум ин-

теграла
ё>

։՝(?)= [p?(x)‘«x-3dx]‘ (Ю)

реализует функция
0

г
<Ро(х)=^с» Р„(х); (11)

к-0
при этом

minT(e)—Г(ф0)—| V |с„|’Р.

п-0
Доказательство. Так как по (7)

Г(<р)=| [ |։(x)i։x"!dxj- - fy 'с„ * Հ 

о П-0
то п силу (9) пипГ(ф) достигается при с„ «О (п=г 1, г-}- 2, . . .). От­
сюда следует утверждение теоремы.

Установим непустоту класса Di (а; аг }.
Лемма 5. Класс функции Di խ: а, } совпадает с множеством 

целых функций, допускающих представление в виде
Л

f(z)=—֊_ ' cosjz xz с(х)хMx, (12)I 2* Jи
■где

?(х)(Ц(0. °г): Нг I.
հ-(֊ւ)Դ»ւ,֊(^, (ո=0, 1,2......... г). (,3)

Доказательство. Но лемме 4 функции, принадлежащие к классу 
(13), существуют. Отсюда следует, что функции f(z), представимые в 
виде (12), не только принадлежа, к классу Di (а), но и к классу 
Di (с; аг ), так как из (1'2) имеем:

f(z)=y z" [ <—L>" C^xjx—1 dx).
— I 2n!J/2rc J In—0 0

и no (8) Ճ_'<2Լ =(-!)"- |1л.=-֊ 1"г. (n=0, 1. 2.......... г).
n- 2n!J 2jc nl

т. e. i"”(0) = an. (n=0, 1, 2,... , г).
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Обратно, если f(z)£Dt {ծ; nf }, то тем более l(z);Dt(a) и ио 
лемме 3 имеет место представление (12), где «(х) из класса (2')- Но 
если иметь в виду условия (5), характеризующие класс (а; а. }, 
то из (12) будем иметь:

L (‘е(х)х"^3х=(—1)“/2в (n=0, 1. 2. --. Г),

О
т. е. <?(х)՛ I-*J(0, о։); рг).

Теорема 5. Среди всех функций l(z) класса D: (а; а, } минимум ин­
теграла (I) реализует функция '

где коэффициенты (сп) определяются из (9), а

И.. =(-1)"/^՜ а. Հ"-. (п=0, 1.2,.., Г).

Кроме того,

Доказательство. Если f(z) ■' Dj {а; аг ՛, то имеет место представ­
ление (12). где, по лемме 3, <р(х) принадлежит к классу (13). Но по 
лемме 3 из (12) следует, что

’ Р(0=['| i?(x)*x \1х-։=Г(?)- (15)

о
Так как <р(х) принадлежит к классу (13). то по теореме 4 пнпГ(^) 

достигается только для функции ?0(х), определяемой из (11), где коэф­
фициенты {с„ ; определяются по (V). Отсюда и из (15) следует утвер­
ждение теоремы.

Следствие 1. Среди всех функций класса ԼՆ {о; аф! минимум ин­
теграла (1) реализует функция
Г ։0(г>а0Л!^ДЛ_; (16>

a) z
при этом

f p(W=]/vla»l-

Это следует из теоремы 2. при г=0, если заметить, что
I В!Р=?^ и с,=у Х
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3. Пусть {an J некоторая последовательное^ комплексных чи­
сел тогда имеет место теорема:

Теорема 6. Для существования функции f(z) D (а), удовлет­
воряющей условиям (16), необходима и достаточна сходимость 
ряда

со
Si с., [’<+«=. in)
п-0

с»-У ( -D^bL"’֊- 
п-0

Доказательство аналогично доказательству георемы 3, поэтому 
опускается.

4. Обозначим через Di(a) класс всех целых функций f(z) поряд- 
1

ка-„- и типа -;.а, для которых существует интеграл
со

|Ч0=[ i |f(x)։’x’։dxp. (18)

о
Докажем лемму:
Лемма 3. Класс Г)։(о) совпадает с множеством веек целых 

функ ц и й, доп ускающ и х предста в,-1 ен и е

и

где p<p(x)j2x։clx<֊r=n. (19')

о
Кроме, того, 

. ?* । ։ 
j |l?(x)‘x*dxj'- (20)

В самом деле очевидно, что [zf(z-) функция экспоненциального 
типа с:'а. Из формулы

Д-оо со
j |f(t։)t|sdt =у|1(х)1:х^х

-’■•ж

следует, что zf(z’)£W, и поэтому по теореме Палей — Винера пмест 
место представление

1
;{(?)=—և С 6(u)e‘“։du, (21)

где /(и) ՜ Lj( а; а).
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Но по формуле обращения Плантиереля почти. всюду на (—с, а) 
будем иметь

г.
•p(ii)=Li.m—L j xi(x’)e"“’Mx =

и - *> I 2tj J 

— I.i.m !֊ I Հ xf(x-)smuxdx.

Поэтому o(u) нечетная функция на ( s. ~) и. следовательно.

чЦч2) i J Լ Փ(ս)տ։ււ։Հ6ս.

о
Обозначив Ь|»(х») ?(х), после замены и х \ имеем представление

1>
Далее, по равенству Парссваля из (4) получим: 

V. СЛ I
| |f(x)’8.vdx — ^|tf(t8)i8dl |'ձ(ս)12(1ս —

б - W - □

2^ i’Xui'Alu I ф(х) '։х։։1х<4-оо. 
0՜ Ո

Пусть 
а» а։,- • •, э« (г5>0)

произвольные комплексные числа. Отнесем к классу D՛; о; af ) все 
целые функции l(z) класса Е)։(а), для которых

Г\0) ап, (п—0. 1, 2, • • •, г). (22)

При помощи этих՜ лемм устанавливаются следующие предложи- ՛ 
ння, доказагельова которых мы опускаем, зак как они вполне анало­
гичны доказательствам теорем 5 и б.

Теорема 5՛. Среди всех функций f(zi класса D։( ծ; ar i (r>0) мини­
мум интеграла реализует функция

_1-. X п
Qn(.x) Х՝՝ Ак'х'. (п-0. 1, 2. нор чарованные и ортогональ-

к-0 
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ные ки отрезке (0, <?) полиномы Якоби, с весом р(х)=х% а коэф­
фициенты {сп ) определяются следующим образом:

с» =Аоп|ц։ НАУнЧ- ■ • -֊AS”!».., (n=0, 1, 2,- • г),

где |1„=(-1)п/2ка1,—”֊—. (n=0, I. 2. --.Г).

При этом

minp(f)=p(f0)=|^ | с„

п-0

Следствие 1. Среди всех функций класса D|{<r, а0) минимум ин­
теграла (18) реализует функция

f0(z)=3aJ-—— Л- 
\ (eV г)’

COsaV J 
(о] ՛ z )• Г

Это следует из теоремы 2Հ при г—0, если заметить, что в этом 
случае

К,=а„У 2к; AS”-)/՜֊^,-. с„-֊У —.

При этом

н(О“Г ЧНа’՛-'
Аналогично и н этом случае имеет место:
Теорема 6'. Для существования функции, f(z)£D](O; а,), удов­

летворяющей условия и {16), необходима и достаточна сходимость 
ряда

ОО
У 'Сп|2<4- ОО,

п- О

где с„ = /2х V (_ 1)^к А<’>(2Щ1
— КЗ
к-0
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Ս*. (!*• О»»

1ГЬ ть ԷՔՍՏՐԵՄԱԼ հՆԴՒՐՆեՐ ԱՄԲՈՂՋ ՖՈՏՆԿՑՒՍԼՆևՐՒ ՃԱՄԱՐ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Նշանակենք/ W; 1,п1"Г այն էրաւյհնենցիայ ս/իպի ամ /'/"/5 •՛/"" 
ղասր, որոնց ցոէ֊րի^Ը ■'■ & որոնց համար ղէ/յաի/յան անի

Հ 50

՜է&
ինտեղոայրէ

•Լևրոէդրենր Wr’3?p /. ճշՈ ;} (0>1, Ц>1) ղասին Wj ղասի այն 
ֆունկցիաները, որոնք/ րավարարու մ են

(k-p..։,..., p-i)[ 
ւ№+” (<’)=։&+! (k=0, !.•■■, q- 1)1

պայմաններին. Որտեղ Զ|։ • • ՚ , Ձշբ ՚ ’’ Օլ՚րյ — ] կւաքավոր կււմ ւղլե րււ
թվեր են,

Հոդվածում րերվում !; W_- (Qhj z> Օշ-.՝,—1 ղասի էիունկցիաների պարտ- 
մետրական ներկայացումը, ինչպես նաև ւորվուԱ Լ ա յղ ղասի մեք J4(i) 
ֆուն/լցևսնային մինիմում տվող ֆունկցիան:

Նմանօրինակ էրս արL մա ՚ իւնղ /։ը դը >1 ում և լոլծվու.մ է նաե կ^^հի 

ե նւ/րմայ տիպի ս/մրողԳ ֆո/նկցիաների համար/

Известия VII, № 5—2
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