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где Ф(г, z)—функция напряжении, удовлетворяющая в области осевого 
сечения уравнению

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г>. А. Коётандян

О кручении вала с кольцевой выточкой 
прямоугольной формы

В работе М. М. Д'жрбашяна и Н. Л. Абрамяна [ 1 ], посвященной 
решению задачи кручения ступенчатою вала, было отмечено, что 
предложенным способом може։ быть решена также задача о круче
нии вала с кольцевой выточкой прямоугольной формы.

В настоящей работе приводи։ся точное решение задачи о кру
чении цилиндрического вала с кольцевой выточкой прямоугольной 
формы на поверхности при произвольном симметричном нагружении 
относительно осн вала.

Решение задачи представляется рядами по бесселевым функциям, 
коэффициенты которых определяются из бесконечной, вполне регуляр
ной системы линейных уравнений. Получены формулы для определе
ния напряжений при кручении вала.

В качестве примера рассмотрена задача о кручении вала с коль
цевой выточкой прямоугольной формы, когда скручивающая нагрузка 
приложена на двух участках его боковой поверхности.

Настоящая работ выполнена иод руководством проф А\. М. 
Джрбашяна.

§ I. Постановка задачи

Возьмем цилиндрическую систему координат и совместим ее ось 
с осью вала (фи։. I).

Предполагается [1,2}. что поперечные сечения вала при кручении 
остаются плоскими и перемещение вдоль радиуса вала равно нулю. 
При таком предположении из шести составляющих напряжений отлич
ны от нуля только касательные напряжения тгг, и т,.
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Фиг I

_ 3 ժփ + <1’ф о. (1.2)

ժր3 г Ժր <№

1 ։а границе осевого сечения функция Ф(г, z) задается законом 
оаспредслснпн напряжени։՜:

%
Փ(ր.շ)=֊ jP(s>r’(s)ds. 1.3)

и

где P(s)—проекция полного нагряжсння на норма.н> к коитурх осе 
вого сечения на расстоянии s по длине образу юще) вала

P(s)=rr(s)֊ --,(։)$. (1.4)
us ds

a ր(տ) — радиус вала •։ рассматриваемой точки.
Если вал сплошной, тогда в силу симметрии напряжении на осн 

вала z: и х, равны нулю. Ռ этом случае, согласно (1.1). можно при՝ 
пять

Փ(Ղ z)==0. (1.5)

Решая уравнение (1.2) методом Фурье—разделения переменных, 
получим

Ф(г, z) (Л sh az 4- В ch az) ((>-’ J.. (лг) J- Dr2 ¥;(аг)|,
(1.6)

Ф (г, z.i (Л sin az 4- R cos z.z) [Cr- 1..(лг) Dr՛՛ К2(лг)|,

i;ie а произвольный вещественный парамст ՛■, J3(x) и Y-(x) функции 
Бесселя второго порядка соответственно пт^рною и второго рода, а 
L(x) и К2(х) функции Бесселя первого и второю рода, второго по
рядка от мнимого ар умен;։!.

Функции г4, r‘z и Z (1.7) 

также являются частными решениями (1.2).
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Пусть ни поверхности вала заданы напряжения

(Г. 0) = — ?, (Г). (<fc Г - : W)
Г- \ (К /х.о

Р tr (R, ։)
R ' ог /,.р

•« (г. а) « — / — ) = ?, (г). (s-'-r-֊-R)
Г \ <7Г //_,

Tr(S, z)c= -֊-(“) rd*). (a- ..Z’T-.b) (I.#)
s- \Ог

I ' </Ф
Ն (г. I>) «=֊ I - I = 9 л (r). r- d)

r’ \ <K Л t.

rr(d, z) =—L| —) - ^(z), (b- z-c.c)
d’ltfz /,_j

I Հ, (Г. С) ֊ Հ ( — ) « ?; Մ)• (O^r=£=d)
ր* \ Ot h^c

Здесь функции -у кусочно непрерывны и имеют ограниченное 
изменение в соответ ci ну ю։цнх интервалах и могут быть представлены 
и виде рядов Фурье и Фурье Чинн [5|

ср .(2) = —4֊լ с-,_ cos Л—, (0<Հշ<խ)
2 k..։ а

- v
2 “ Ь~а

„(ZJ - A+V h; c„s <ь<г<с)
“ k- I

(1.9)

b.,r u- X 1‘. • (s<r<R)

ь -I

= (,.г 4- լ >. V. (S’ r<R)

к- I

?Ար)«Հսր+ VTkW։(Vbr). (տ<ր<(1)
(Ы0)

»-I
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~(г)

.V + VMi| ;ա- j. 
к~ ' s

d,»r+ ^.dn Wj (v» г),

U- I

(0<?<s)

(s<r֊\d)

где Wi։(Xkr) = Jn (Հ r) Yn (Ak T) 
J.-(AkR) Y#kR)‘

Wn (vk r)  .In (Vk r) Yn (Vkj)
Ja(vk d) Y..(Vk d)

а числа p>: Հ ! ч и являются cootbctciвенно корнями урав
нений

J, (х) - 0.

J,(sx) Y,(Rx) - J։(Rx) Y2(sx) = 0. (1.12)

JJsx) Y..(dx) ,J,(dx) Y.(sx) = 0.

1ля функций Jn (x) и W,, (x) справедливы следующие формулы

0, при рт^к
= . (М3)

—hJifjOp. При P=k

и в
( х W.(Ak х) W։(ap \)dx ֊ քՀ X W5(a,. X) x) dx

0, при к
(1.14)

-1-։ (R\V,(a R)F-;sW,(AkS)|2!. при n = k

ք' մ

xw,(yk X) \V,(v;, x)dx =--) xW։(vkx)\V.(v;.x)dx==

0, при p=k
(Mo) 

J(d\Vj(Vk il)]a s)]JJ. при p —к

S R d
I X2 J, j-1-֊ X |dx == ^ ^W^Ak x) dx x-'W^Vk X) dx '• 0. (MG)
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Из формул (1.13)—(1.16) следует, что коэффициенты разложений 
(1.10) определяются единственным образом.

Пользуясь формулами (1.3), (1.4). (1.8). (1.9) и (1.10). легко полу
чить значение функции напряжения Ф(г, z) на контуре осевого сечения 
вала [1], при условии (1.5):

Ф (0. z) = О (0»^՝Х) (1.0)

ф(г, 0> -^s‘4А(г< - S-) . , (S- г Ri
4 4 гл

Ф (R. z) - а" s' -t' (R' s’) - —t z _
4 4 2

aR2vCk . kwz Л .
--------- ' sin . (0.-.--z«r^a) 

x k a k I

Փ(ր, a)=-1" s'֊ — (R‘-s‘)- — a + — (r>- R‘)4- 
4 4 2 4

4- p V '!L\v.A r). ($«=?r<R)
k-.?*

Փ(տ, z)«-^'s4-֊•'(R։~s‘) - ֊—4 ^ (sJ R«)

-^<z~a> s*b- ; $)

շ - — k b ak I

Փ(ր. b) ^S'+Jk-1-(K‘

+ —------ — + r= e — W.(Vk r). (s. r֊ :d)
4

փ(1|. z) = s.. + _!ճ._ճ(R. a)

I _1Ա!Լ_Ճ) М’(г b)_ 

4 2

SS!LJ!>y,^Sin кЯ(г '”(b: Z C) 
- “ к C b
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ФИ. о -1 ч-4.ՏԼ Sr՛ տ<) —!) +

4 յ՝'^ճ_ւճ1 ձմճ (с _ b) ։ -(Ь (г1 * d1) 4֊

I /^ФЛ 1’<»
dA дг а ՜ 2

: г'- У(— W ( у к г), (s -Cr^d)

ГЛ
Ф (г. ci — — >• - -1— : ,|1->՛ - 1 ՜՝ „'տ3լ|) '՜'1

b) d.>. A'r? S" -

4- sr — J-.( ■-֊ r V (O^r<s)

7> As ՛
Так как должно иметь место соотношение 

Ф (0. с) = 0, 

ю последняя формула из (1.17) дает

■ a-*-.-&S4 4. հ*^և(|Հ4 տ*)_լն£ճ1 -8^"(b 3)4-

-A(d« s*) b)=o.
(1 18)

Hro cooi потение между введенными постоянными представляет 
уравнепис равновесия действующих па нал крутящих моментов.

Функцию Ф(г, г) ищем в виде

Փ (г, в области 1

11Փշ (ճ Z). в области

Ф(г, z) = Фэ(г, г). в облас।и Ш (1.19)

Ф;(Г. 7). в области IV

Ф-.(г. 2). в области V

где функции Ф։ г. z) (i 1. 2. Ժ. -I. 5) удовлетворяю! граничным 
условиям (1.8)

У Ո W.K Г): 

к-1

кп(2 Ь)
՝ 1Ն, COS—ձ
Г\ с—b

(s<r<d)

(Ь<г<с) 12
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г2 \ օր ՚
^<l(1r4-^ilk Wjfvk г):

C“C к-1
(s<r<d)

Ф. (0, z) = 0, (b^Zl.-aC)

r \ Or '

1 n
|i :լհ

»

""
 -֊

■-
Л
 թ —

ч ■ Ю
(1.21)

փ; (0. z) = 0. a-֊- z-^b

֊ ■?©) Ra V kK(Z ՜ձ)= 'ձ-է х gkCos-i------- ;
г„, 2 — b - а

к - 1
(a<z<b)

(1.22)

Փ|(Օ. Z) — 0, ((X-iz-^a)

_=з..г + уа..>,^ (0< r<s)
(1.23)

| •?(*)
= Ь.г I-V|>k \\ր,(Հ г);

*-՛’ к »
(s<r<R)

_ _Լ (Հ/Փ - ՚ 
R '44 ս ւ /

ос
С„ v kTIZ

= — ' ձ!'
" 2

(0<z<3) (1-2-1)

1 7ԺՓՏ 
րՀ օր / =ք,,ր -г УЧ W’j(Ax г). 

к-1
(s<r <R)

На смежных сторонах областей I и И, II и HI, III и IV. |\ и \ 
должны бы и. выполнены условия сопряжения

Փ։(տ. z) - Փ,(տ, z).

Ф.(г, Ь) = Ф3(г, b).

Ф;((г, а)֊ Ф«(г, a),

Փ«(տ, г) = Ф-(s. z).

j ԺՓ։ , _ / с/Ф.,.
Ժր ,Լ > I օր Ա/

|ՕՓՀյ = •
\ 02 Լ-b \ дг

. di հ -а X и/. )հՀ
ртФи ;ОФ,Л

Or Հ-я ՜ ՝. dr Լ;

(b<z<c) 0-25)

(0<r<s) (1.26)

(0<r<s) (1.27)

(0<z<a) (1.28)

На линиях сопряжения <{s. z). Հ. <r. a) и Ղ- (г. b) определи^։
разложениями
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Tr (S. z) = ճ 'Գ. cos
K- 1

k~z 

a
((«a) (129)

(r, a) =
cc

Г 4՜ '11 i

k-l

r );
I s /

(0<r< $) (1.30)

(ռ b) = _o
* +

П
 <

 S
>e

 
М
»

s /
(C<r<s) (1.31)

Tr (S, z)=-
.. x
>4v?tcpS
2 ■

kx(z b)։
. Ի

(b<z c) (1.32)

где i?k I. ! !. ! քՀ ' и ! Си ! неизвестные коэффициенты. Решение
задачи сводится к нахождению этих коэффициентов.

§ 2. Построение вспомогательных функций

Используя решения (1.6)- (1.7) уравнения (1.2). можно построить 
функции Ф (г. 7.) (i=- l, 2, 3, -1, 5) . ак, чтобы удовлетворялись усло
вия (1.20) (1.21) и (1.29) (1.32).

Такое посւроение имеется и работе |Г].
Вид функций ՓՀր, z), Ф((г, zl и Ф-,(г, z) выбираем, как и в работе 

|1). а для функций Ф։(г, z) и ՓՀր, z) берем соответственно выражения 
Ф- п Фп сделав преобразован иг координат (параллельный перенос) и 
заменив соси веге ՛, иующие коэффипиен! ы.

Г) 4՜ г լ խ, տհ ՝հ. (z b) -• sh v. (c z)] у

к

csctr/k.(c b) с ь vL krr кж1 ՛,
------- ----------- Wt{vk r) r ՝ ձ ------

Vk “ c b c — b/

և , s’" ,b)

-io| -֊ ■ kss֊ ՝) , 7 ’ . I* r J’ );(֊’-«)
\C 1։ С Ь/ |. Д I j \b<- Z-֊ ;i‘ ՛

l.c be b‘

Փ.(ր. z)=r‘| —^-(c
|4(c ֊ b)

1(0,
4(c b)

?..hJ 2;f.(c b)|z
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• -Г V A sh — (z b)-֊oksh—(с z) — cSch — (с l>)
-I s s jik s

<|Mr.z)=-^— [O.,(z fl)֊r§o(b֊z)H—-֊l(;c 'U<’ 2g..(b a)H
•l(b-֊a) 4(b a)

;к sh — (b — z) OkSh±?AL_.a2|±CSCh |lk-(b a)jJ —r ) 
s s J |tx s \ s /

T

b a
k*

. kr.(z- a). 
s։ii —------- •

b a

О :֊-.I Г > . S 
a • z - ՜ b / (2.3)

ՓՀր, z) ֊ |c,(z a0(a z)| • •—|(a.. 2^a]z
4a 4 a
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Ф;.(г.г> Г* ( b’z4)+-I(b.-f.)R! 2ac,jz + Q-t
՝ 4а 4 ՛ 4а

+ г։ V [fk sh лк z 4-th sh >. (a г)]—-1* '! W. (Հ г) г

1ДГ ձ (X, у) = I (X) К3(у) և (у) К. (х).

Удовлетворяя первым из условий (1.25) (1.28), г. с.

Փ։(տ, z) ՓՀտ, z). (b<z<c); Փ,(տ. ւ)=Փձ($, z), (0<z<a);

Ф.(г, խ«փ։(ր, I»): (0<r Հտ); Փ։(ր, .т)=Ф,(г, a). (0<r<s)

и в силу (1.18), для коэффициентов հ . ; . Հ, и Հ, и для постоянных 
Q и Լ՜) получим

.. = •" ՈԿև’- 
2asa

(2.6)

§,֊a„ ^(R‘ (2.7.
$4 s4

f<« =֊ ֊ b) - (2 8>
$* $*

Հ” = .^-Ժ։-(<|' ։*>+j!sT- (2-9)
2(c b)s- s-

Q= -n--b,,-s*. (2.10)
4

|)=A'_jks. c [_.rl.։p,c bl jdi> y)l|.|, (2.Ц)
I 4(c — b)

Остальные неизвестные коэффициенты ; , ր/և , Ч , и J ;k
(k = 1, 2, 3...), которые имеются в формулах (2.1) (2.5). опреде
ляются, если потребовать выполнение также вторых условий сопря 
женим из (1.25) (1.28).
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§ 3. Сведение решения задачи к бесконечной 
системе линейных уравнений

I. Функции Ф|(г, z) и Фа(г, /..) должны удовлетвориiь второму из 
условий (1.25), т. с.

ԺՓ, \ 
ժր Л (?); . (Ь 2<С) (3.1)

Из (2.1) (2.2) составим 
соотношения для бесселевых

равенство (3.1), используя реку рентные 
функции и формулу Вронского

Кл- ։ 1п (х) — Кп (х) ln-н 1 х) — — • 
х

Имеем:

/(10 ь <Г + 2М* \
\ с b s3 sa '

во
֊շ] [dk sh v, (z b) 4֊ vk sh vk (c 

k-1

/•) 4- (3.. <U) s

z)]cschyk(c b)Wj(vks)4-

(z l>) ф sh — (c 
s

z) csch ------֊֊ Jj (p;. )
s

k-l*՛

1ջլ(^_յ» 
c b

kxd kies у (b<z<c) (3.2) 
c b’ c b /

/О AX - . P~(Z b)
Умножая тождество (3.2) на ------- -sin՛ - ֊ и интегрируя

с b с b 
по z в пределах (b<z<c). получим

2p--z?s { prd pxs \ .с ֊■ b? v J, (щ )
- (c ’ с -),, М -p^L + Ջь " ■

Чс Ь/ (С֊Ь? ՛

(р= 1,2. 3...) (3.3)
где

x

+ -;֊.՛ ь> • г ( 1)’' ։| О, - •։«)

Илисстнн VH, № I - J



2. Функции Ф..(г, z) ։i Ф,(г, z) должна удовлетворяй. вюрому из 
условий (1.26). г. с.

(^3 • (0<r<s) (3.5)
' OZ Л t> \ <>z Л-b

Из формул (2.2) (2.3) составим равенство (3.5)

У GkCseh—(с b)cscb—(b a)sli—(с a)—SkCSCh- ((> и)
— S S S Sк-1

Умножив обе части трждествц (З.б) на 

но г в пределах (0, s), используя формулу 
интегралов

rj, (**’՛- r j и интегрируя

(1.13). а также шачення

(3.7)

и

получим

। г 1, (Аг) Ն j։'" г | dr 1 (AsJJjI :կ ) 
,V : >

s’

SpCsch1—(b a) — О,, cschic b) cscli ‘l| (b a)si: — ic — a) = 
s s s s

--- $ '՝" /JI _ b4)
P|. J։(|1?) 2s1 2sl 4(c b)s4
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Ջ*—
s=Ji(Hp)

- Resell — (с b). р 1, 2. 3 .. . 
տ

(3.8)

3. Функции ՓՋ(ր, z) нФ» (ր, z) должны удовле.нормвторому из 
условий (1.27), т. е.

Из формул (2.3) |2.-И составляя равенство (3.9), получим

«с
Ck csch ! - (b a)- esch -֊ а • sli Л b f»i. esch — (b 

s s s s

krr«о
Vgk

k. 1
(3.10)

множив обе части тождества (3.10) на г .1 и ните! рируя по

г в пределах (0,s), аналогично предыдущему, получим

;,,csch — (b — a) -csch ^-%1т — 0։, csch ———
S S S տ

֊- — '-՚ i-*1 (R‘ — տ1)
a 4s4 2s1

s’

Hp

p - 1. 2, 3... (3.11)

, к~>

\ b а

. up a 
s
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4. Функции Ф։(г, z) и Ф.,(г, г) должны удовлетворять второму из 
условий (1.28), т. е.

(ֆ) (т) • <°<г<а> <3-12>
Из формул (2.4) и (2.5) составляя равенство (3.12), получим

=У 5kSh^aiShM^ 
“՜ $ s

J«(^k) !֊(a0—b։1)s —

2Rac

krcz 
s։n

-V |ik տհՀ z bk shAk (a — z))csch Հ a -W։ (Հ s).

k-l
0 < г < a)

Умножив тождество (3.13) на — sin --z 
a a

(3.13)

и интегрируя no z в пределах

(О, а), получим:

где

= (

(Р= 1. 2, 3. ..)

/ртй?

я

(3.14)

Из (3.8) н (3.11; для հ.։, и 6,, получим:
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- 2!։„ V „ ճ֊ >է
։ьМ։„Ь(С-Ь) S -k^Y+FL

1
2asji։

t(b« ֊ и (В1 ֊ s’) : 2©as= 2c.,aR | ֊ր 3,. • <»• |7>

տ

տհ^-տ..1,է|Կ.) Հլ^ _ ,

տհ^տհ (c - b) տ ՜ “ | — ՝) :

տ տ \ c — b / տ՜

տ|։- z է է? '
՜1՜տ՜ճչ*w+r+D”(p‘ ՛■ շ-3-)՝(3։8’

где

H--------------  | (ե, ~ ւ յ (R1 ֊- տ1) 4- 2as“g, — 2R2ac0) J
4a տ |iv

I 'Л
!‘"-y Թ

c - b,/ s'-
-•’IMP]

k I
•2|^.s[(c-W

3i
1 Տհ^Հլ-֊հ) (3,19)
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Введем обозначения

ч՝

sJj (gp) տհ '՜հ-
_ „)=|՜՞՛

Տ տ

( 1)* ։атд--яЕк,

»Ш)Й*-С (1֊0)
Ъ-А,,мг-Ук- (c-hr-‘՜ xlik՛ 

s s
где Հ>0- подлежащая определению постоянная. Тогда бесконечные си
стемы линейных уравнений (3.3), (3.14), (3.16) н (3.18) приведем к виду:

где

Lp—- , 2լւ>յւէ11ս ~ ('ц»> р- Ա2...

к-1 

■<с У;
FP = ; J և լ rtpjjEt Dp, :■ I. . .

k~l к I

I-,. -V /pk|., + .v,p, p=j,2. 3.. 

к I

Hp qPk F\ 4֊ XP, p® 1, 2, 3.. .

(W 

______b)
2;ц. x •“ ՜____տ _ _ ______1__

տ (c — b) տհ 1Դ (с ~ а) 7 кг. \ ֊ , յц' 

\с—Ь/ տ2

__  I 
к~ г 1Հ

с — 1:> ՚ S-

к-1

1, - 2и" “
Ирк —--------

as

.(с

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.21)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28
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Совокупность четырех бесконечных систем линейных уравнений 
«3.21) (3.24) можно привести к одной системе

'А

Z„ =У A„kZs + в,„ (3.33)

к -I

если ввести обозначения

Z-tp ՜. — Lp, Zj;- - я Ер» Zlj ! ֊ — Ep, = Hp,

В;։ ;i = Gp, В.р ■ = !)р, Вдр 1 = M,,. Hip = Np,

Адр-ч ik-֊յ — 0, А|р Ik .'=0, Ацр-Л ik i=a,,k, Адр-з. ik=bpk, (3.34)

0. Адр ?. ։k ? 0, Аф շ. lk i = CpK. Aip 4k —dpk,

Адр 1, Հս-Յ — /рк > А^р . j. 4k-.'=0 \.|p 1. Ik-| =0, A|p_|. Ik = 0,

А«||. II. 0, Alp. Ik 2 = C||.k. Atj 4k 1 — 0, A ip. n = 0.

§ 4. Исследования бесконечной системы линейных 
уравнений

Докажем, что введенное в обозначение (3.20) число а>0 можно 
выбрать таким образом, чтобы Система (3.33) была вполне регулярной.

Доказано {!). что совокупность свободных членов ограничена. 
Это дает возможность, пользуясь теорией бесконечных, вполне регу
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лярных систем линейных уравнении [5]. решить систему (3.33) с за
данной точностью, т. е. решить эффективно уравнение (1.2) кручения 
вала с кольцевой выточкой ирямоу гольной формы при граничных ус
ловиях

Доказано |ij, что

(4.1)

при р= 1, 2. 3. .
Кроме (Ofо,

clhx- — 1. (О х ). (4.3)
х

гт - I
। юкажем, что при л------= оескоиеч. ая система линейных

Л ֊'
уравнений (3 33) удовлетворяет условию вполне рстулярпоети.

В силу обозначении (3.341 мы ДО-ШНЫ рассматривать отдельно 
чет тире случая; заметив, что а- Ь<с. имеем:

X Z -Հ

К լ А|Р .1, յ, =լ ’А։։. .! -ik I լ А^тр-.т. г/ 

k I к-i к т

տհ!յ' (с — Ь) 
տ

sli (с а) 
տ

-Р;> *
(С — b)s

Ь)

sh։ip (с —b)տ
sli -- (с a)

sb (c b)

sh -X|; (c - a)
(4-4)

В силу o6OC:l!T4t.'lll'.l: I 3.2-1 I. 3.2' > •. ' 3.3 I I ’,! 11 '! »;»H-• .1 ։՝ i ВИ |4.3), ДрНЧСМ 
использовано значение рила
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и неравенство

լ
а~

(4.5)

տհ (с - Ь)

տհ (с — а)

В неравенстве (4.4) оценка справедлива и для предельного слу 
чая. когда а = 1>, •՛. е.. когда выточка превращается в вырез (iрепщпа).

iA։i Ճ к ։ = \ |A;- - ь. ւ' ”4-X, 1^’ւ՛ ~

в силу обозначении (3.27). (ЗдЬ) и 13.34), аналогично предыдущему.
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Но

տհ՚^տհ !ճ (с _ а)

>հ с ՜ (4.8)

и в силу неравенства (4.2)

поэтому из (-1,7), (-1.8), (4,9) и (4.1) получим

(4.10)

Տ

Из теории бесселевых функции известно, что если и целое, го 

г։ х <Tit
Ki, (х)= | е ch(nt)dt, (4-И)

о 
при х > 9.

от куда ясно, что
К„ (х):йК„ ։(х), при х>0. (4.12)

Далее 
I

1«(х) =----------- -֊------- .֊-------Ր-П (ch(x;).(l - «)"՜Կէ
|ТГ(п-4--Н

когда R(n)>- ֊■

Поэтому, интегрируя последнее выражение но частям, получим

■J / \ \1։ * " ■ •՛.
1,, ։(х)- _ ~ — ch (хс) (1 -£֊) d- =

I * г (n-1 1JU' J

։
-շ(ո lj|։Sh(x;)(i :’ГТ<1=1-֊-



ln+1(x) lu(x). (4.13)

Из соотношения Вронского

և 1(x)K.,(x) + l„(x)K„.1(x)=~ (4.14)
X

ввиду неотрицательности обоих слагаемых, используя 
(4.12) и (4.13), получим

Кн(х)1п ։(х) Кп-м(х) 1п(х),
откуда имеем

I.. |(х)Кп(х)--<1-

2х

В частном случае, когда п—2. из (4.16) следует

Из (4.10) и (4.17) следует, чю

V. -Հ.

JA4p_|, Ա I —( ЛI. Ik-Л ֊ - — • 
— — 4 к
k-J к 1

эо:

к-. к-1

неравенства

(4 15)

(4.16)

(4.171

(4.18)

4« լ । Ацр. k = v <|рк =

►вторая предыдущие рассуждения, получим

sh‘֊r ֊^sh‘~ (с Ь)
—1____ s-________х

. |Ц с 
$h • —

(4.19)

(4.20)
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Для оценок (1.4), (4.6). (4.13) л (4.20), выбирая по

лучим:

(4.21)

1. е. сис|ема (3.33) вполне регулярна.
Как было отмечено выше. совокупность свободных членов Вр 

системы (3.33) ограничена к стремится к нулю при р->« (см. |1]).

Вр О(р ). (0 о 1), при р->эе. (1.22)

§ 3. Определение напряжений

1. При кручении вала напряжения определяются формулами (1.1). 
Используя обозначения (3.20). пользуясь формулами (1.1) и рекуррент
ными формулами бесселевых функции, из (2.1) (2.5) получим:

,1лг области 1 (фиг. 1)

т. z) = յճ-֊ճ +1 d.МТ +
4(с Ь) г= 4(с — !.>) 2

— V (TkCbvk(c z)- <Kchvk(z b)|
“՜ shvk(c—b)

z) . cl., • V |du sh vk (zтг-(г, z) = г

у Sll V
z

՛■'՛ ՜ . V 2 ) [ O|''
sli >;.( ;■ t) l ““i c - b 'r b c — I)

k-(z-b)
I г Я11 ------ -------r—L

i, <» I Ջ . Ջ_
’ 1 : ֊I) г - b ’ д * Ш , k*S A ’ 

h c —b/

(5.2)
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для области II

-гО. Z)
•i(c—b)s’ 2s*

*k ch — (z- b)—Ւ\ 
s

sh sh !* «. _ b)
—s---------*2------------ch — (c

s-J։ (|i*) sh — 
s

z) X

J։(t‘‘ s 1 , « vH '* (c —b) kz(z-b)

shBi-(c-b) '՜հ^, l.{-^ c~b
s \ c — b /

(5.3)

"i (r, z) = r j 2hod2 , d„-r0 ((P_. s<) 

s* (c—b)s*

3k sh — (z 
s

տհւճ!’տհ>*ճւ^>Լ
b) + Fk S---------S- - У

s • Jj (Щ) sh 
s

sh (c - z) 
s sh (c b) 

s

X

(c 2) 1 4՜

x

H-K

i I kzr I
2\c— b k~ (z b).

——------; .sin —----------- - •, / շ< TCS , c b
\c — b,՛1

(5.4)

Xis области III

тг (r, z) = —-I- I Lit sh —° sh |,A 
2S՜ I

_բւտհ!ճ>>տհ1ճ1<ւրյ±^(1ր ’) 
s s s

: a) ch frc 0? ~ z) __ 
S s

________ __________________+

$ s

(5
I) — a

U г)=г p, + 2M’^)+d..-Yil։,._s., 

s‘ s*

2go(b 7.1
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+ v I Lk տհ էԼճ' s!1 М* -Л). sh Ji? (b- րՀ +
-I s s s

+ Fk sh1— sh (c - b)-sh ՛- - (z 
s s s

a)
s-.MX-) sh ՛— sh — (b—a) 

s s

(5.6)

для области IV

-r (r, z) — г
I' l h|!_  Г<( р J

2տ4 ՜ 4as‘

sh — (c — a) ch — (a — z)
—ձ---------------է.|>1ճ2 ak_C------------
s-MV'Sh — s sh*5t? 

s s

2R2 a <•„ 
՜՜

I

для области \

- (r. zl-rA'l’. 2ас,Д -

4 л г 4a

|bx d. a... (a (5.9)
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со

k-l

/кяг k ոտ ск ձ — , —
\ а а

cos

. knR к ոտ \ 
' •։ а /

Tz(r, z) =• г ( -°——- г b..)-V |fk sh Ак z ~ bk shAk(a —z)] X 

,J k-J

. V j)* '« k2*)

sh Zi< r “։ a \ a a /

knz 
sjh ч

^7knR kns\' 
\ a a /

В (5.2) и (5.10) введено обозначение

(5.10)

2 (X, у) — lj(.x) К, (у) 4- К։(х) և (у).

Формулами (5.1) (5.10) оирсделякнея напряжения в любой гочке осе
вого сечения.

§ 6. Предельный случай, когда кыточка превращается 
в третину

1. Когда а = 1>. го выючка превращается у трещину (фиг. 2) и 
формулы, полученные выше, упрощаются. Предположим, чю и на 
контурах । рещипы дейс! вусг внешняя нагрузка. В этом случае об
ласть Hi (фиг. 1) исчезает я потому функцию Ф;։(г, z) не будем рас
сматривать-

Так как а = Ь, го

Փա. 2.
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тождёетвенно, и коэффициенты разложения (1.9) дли ?։(z)

gv = O. (k = 1.2. 3...) (6.2)

При ;։=b из (1.30) и (1.31) следует, что

= (к = 0.1.2,..) (6.3)
и в силу (3.20)

Ц» — F,.. (р — 1.2...) (6.4)

Кроме юго. бесконечные системы линейных уравнении (3.21) и (3.22) 
становятся тождественными. т. с

3|.к =■ dpk, Срк = bpu,
<jp =* Dp. (6.5)

Тогда бесконечны։ системы линейных уравнении (3.21), (3.23) и (3.24) 
принимают следующий вид: 

X X.
Lp — ^a^Ek Vbpj.Hk j- Ор. (р = I. 2 ...) (6.6)

к-1 к-1
X-

Е„ £/,*1... + М,; (р=1,2, 3...) (6.7)

к-։ 
or.

Hp=VqplU + \f: (р 1,2,3...) (6.8)

к-»

В формулах (3.25)—(3.32) и (3.17) . ля значений аг.. Ьрк» /рк| qpk 
(ip. Мр и Np надо иметь в виду (6.2).

Совокупность трех бесконечных систем уравнений (6.6) — (6.6) 
можно привести к одной системе

40
Ճ,, — У A,*Z.; ■ В:,. (р 1.2.3...) (6.9)

к-1

если ввести обозначения, аналогичные (3.34).
Вполне регулярность системы *6.9) доказана выше
11з11|։яження в любой точке осевого сечения нала определяются 

соотношениями (5.1) (5 10) При этом, в силу равенства а b в со
гласно (6.2) (6.5). эти соотношения упрощаются.

Заметим, что и угловых точках у выточки будет наблюдаться 
концепт рация иапряж ник |б)

§ 7. Вал с кольцевой выточкой прямоугольной формы, 
скручиваемый моментами, равномерно распределенными 

на двух участках боковой поверхности

1 Рассмотрим случаи, кот да »1 = К. Пуст։» тиирузка прило
жена шт участках длины /, и /, по концам вала по следующему 
закону:
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г (г, 0) = 0, 

ч(К.г) Т„

(R. 71 = 0.

հհ (г. а) ֊= 0, 

zt (s, z) -= 0.

г, (г, b) - 0, 

- (R, z) = 0, 

MR. z) = Tr 

zf. (Г, С) = О,

(0 -^r- R)

(0 է--- Z ֊2Հ- Z. )

(/, z a)

(Տ < ր ■ R)

(a z հ) 

(տ • г R)

(ե Z---C /յ)

(C /..r^Z- C)

(О- г-^R)

(7.1)

0.1 ж ко выполнят ься условие- 

Ն (О, Z)֊- ( ), /J- 0. (7.2)

Пользуясь разложениями (1.9) и (1.10), имеем

аь = Ьк = (к Тк = Л (1:. gk = О: (к = 0,1,2...) (7.3)
■ է,--Ջւ;էս (к =1,2. .) (7.4)

а к я а

ր2ճձ; hx = ~H 1)'sin *J- . (k=l.2..j (7.5)
c — b к- c b

Коэффициенты из (< .'•). (7.4) и (7.5) должны удовлетворявь условию 
(1.18), т. с. уравнению равновесия крутящих моментов, откуда по
лучим

T,/։ = КЛ. (7.6)

Подставив коэффициенты (7.3) (7.5) в (3.23)— (3.32) и имея ввиду
(3.34), для беско ой системы (3.33) будем иметь

А‘р,-д. а՝
2|ipa ___!_

!
•» «■>a- Տ՜

Известия VII, № 4—4

(7.7)
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sh^L(c-b)
« 2|1р а « I

■ Mr> 1 •’. =--------------------------------- -- --- Г. - —
(с b)sshft. , к*=- Щ

s (с — Ь)2 $’

\ w 2ру*____ 1
(с b)s' [ к» ըՀ 

՝ с — b / s’

_ 2R’T./
ЬчР ՜ -----------

I J sh IC b) 

a c — b sh (c — b)

sh aՀ I ձ __s_

B)|. 1
я

U-1՛ sin'4 4. »ЖД[Р*К. r~\ 

p~ a \ a a >

U ֊(<■ b) |.T. . prJ. .
Bn,«» ------------i-֊l) $։n -—2--r

а рк C b

XT /.R-- д рлК r.s - 
as: Կ՝ bf I»/

“C — b'

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.П)

(7 121 

(7.13) 

(7.11) 

(7.l5i

17 .НИ
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2. В качестве численного примера рассмотрим нал с кольт нои 
выточкой прямоугольной формы, с размерами

s = ֊R, а = — * R, Ь =֊- -1 R. с = 20R,
6 12 12

т. е., когда выւочка имеет квадратичную Форму со стропами R.
6

Примем /,=/, = R.
Для этого случая с =• а Т Ь. Подставляя в (7.7)—(7.16), получим

Л-Ip 3.4k I = Alp 2. ս« Խ A.J., = A 1? 4k-

A lp-1. 4к-л = A lp, Ik շ. Fbj>-3 = В ip. B»P • = В.Ц,.

Оiсюда следует, ч։о

Zip֊?, — Zip շ и 7.հ-։, Z?p, i, c. Lp = Hp и Hp — lip. pt. 17)

В данном случае нее коэффициенты и свободные члены бесконечной 
системы линейных уравнений (3.33) положительные числа

Так как

|Вр|-֊д шах !| Рмр-з . IBip-֊շ.. |В4р i1, 'В։р||, р = 1, 2...

10

Bp | - 6.6927GRT,

А;.|< 0,58267,
к- I

(7. IS)

(7 19)

Пользуясь ledpuen вполне регулярных спаем .-.инейных уравш-нпй 
[5J, получим следующие опенки для неизвестных

0,18094 RT l.։ 3.25657RT,
0.10379RT 1.2 - 2.88106RT,
0,26267RT - : Е։ - (),29269RT.

6.1I253RT ; Е.. л 6,50555RT.
(ik - I.к 5,78558RT. k = 3. 4.5...

Mi. Ek - 5.7835SRT, к--3. 4.5.
Fk = I , . 11 Ek., k֊֊-1. 2. Հ .

Пользуясь оирсделеииыми значениями коэффицнентов (՜.3) и 
(7.4), напряжении найдем из формул (5.1)—(5.10).

Подставляя найденные значения неизвестных коэффициентов Lk, 
L,. !-Л а Н|; <• избытком и с педоеաո ком. >п лнм верхнюю п ниж
нюю границы напряжений ՜ пт.

Некоторые значения напряжении հ, и т. прине. епы н а;՜, те ՛.
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Таблица 1

ր
տ ° о,5 1 1.2

--
a-rb\

с избытком
с недостатком

°
(1

4,516
3,376

17,65
7,12 —

T

՜է
Л-Ь2Ь 
?՜ j с избытком

с недостатком
0
°
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Г.. Ա». 1.1Шtnitifiqitufi

ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՋեՂՒ ՕՂԱԿԱՋեՂ ՓՈՐՂԱԾՔՈՂ ԳԼԱՆհ 
ՈԼՈՐՄԱՆ ԽՆԴՐհ ՄԱՍՒՆ

и. 1Г Փ II Փ II 1- 1Г

^"էրք ար) ու if րհրված Լ in էքւքանկյան ձեփ ч tj 111 If ill ձ և փ n p t[ ած jin if գլան ի 
"քորման {lAiyp/i iftfp[tm ри Л m if p կամայական и h մ I. in p քւկ քւաշիււ[ած phti/t 
if Liifpii I. if:

h ի-чип I./и if od ա՛հ I/ ակ 'jin t'h tjtj fl ա՛հ h p ի 'h /, p if n t Л մ ա՛հ if /. jd n if p , lltf,,tjp/l 
լուծ nt if p fill pi/nt if Լ uAuflift^, f ի n ij ]At tl/. tf.n i լ քա՚ւ, դծա ffdh ւաւքաււարոէ.ռւ.ր/ր 
и ի it inf: if ի լո i ծ d iii'h p : !! in m tj ած p ա՛հ ա л/ւհ p m/, npn'hp կաքաքս/ծ Լ՚հ րքքանի 
/< p//p три փական при fi ում linipL p ի p. որււշվու մ /Հհ ոքորման </աւ!՝անակ քարում-
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V/.pp, Աոանձին գիտված Լ uttt'-u/' ա՛հա յին դևպ,րր. Л րր փորված քր գաոնոէմ 

Լ ճեղք-
Արպեււ Օրինակ /и и ut մն ա ո ի ր վա!> I, րա ո ա կո է. иш J /»}< ձևի փորվածք ու/ 

էրանի որւրոււքր. /</>/' փորված րր տեղավորված Լ գլանի 1. րկարու fj յան 
կհնւււրոնոլ ւ/'. ի,։կ ոքորոգ ր1,որ հավասարաչափ րաչիէված /; գլա^ւի կողմ հա

յին մ ակ/, րեա յի/ի երկու տ I, գամասե ր nt tf з
Աաաէյված /. Ն ի/վային ա ր ifjftt Ն ,րնե ր , ււրոնք րերված 1,ն աղ յո է ււակո ւ if:
Աչիւաէոանրր կատարված 1. ւղրո!ի. И. 1Г, Ջրրաշյանի ղ I. կա վ ար ո ւ թ յաւ? րւ
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