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МАТЕМАТИКА

С. Н. Мергелян, А. П. Тамаляя

О полноте в одном классе нежордановых областей

1. Рассмотрим одиосвязную область Г), расположенную в огра
ниченной части плоскости, и класс H2(D) функций i;z՛, аналитических 
в D и интегрируемых с киадра՛ ом ::о удя по плота; и D. Вопросу о 
полноте системы полиномов в классе HJD). т. е. вопросу о справед
ливости соотношения

inf I I /f(z) - P(z)'2dxdy = О
W)) D

для любой f(z)£H,(D) посвящен, большой цикл работ.
Из полученных л этом направлении результатов отметим теоре

му Маркушсвича-Фаррсля. согласно которой полнота имеет место, 
если D-область Каратеодор!:. т. с. если граница Г области D совпа
дает с границей той из дополнительных к Г) областей, которая со
держит бесконечно-удаленную точку (обозначим такую область че
рез Doo). Непринадлежность области D к классу Каратеодори может 
быть вызвана или наличием в сос asc Г континуальных разрезов, т. е. 
континуумов, содержащихся в множестве внутренних точек замыка
ния О, или же таких континуумов, которые принадлежат границе 
одной из конечных дополнительных к D областей и не принадлежат 
границе D.x.

Характерным носителем особен гостей первого типа является об
ласть, ограниченная двумя внутренне соприкасающимися окружностя
ми, например, область

а также любая область топологически ей эквивалентная.
На примере подобного рода областей М. В. Келдышем впервые 

была обнаружена (1,3] зависимость полноты от метрических свойств 
области (в данном случае от локальных метрических свойств области 
вблизи кратной граничной точки).

В настоящей статье рассматривается другой характерный 
класс областей, для которых нейрина. лежность к классу Каратеодори

’ г.И
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объясняется наличием множества континуальных разрезов, в то время 
как дополнение к Г) связано и состоит из одной области D-x.

Устанавливается достаточный метрический критерий полноты в 
рассматриваемом классе областей. Получение этого критерия и след
ствий из него связано с исследованием тех метрических факторов, 
которые обусловливают полноту в произвольной односвязной области.

2. Пусть Р—совершенное, нигде не плотное множество точек, 
расположенных на окружности |г — 1.

Рассмотрим множество Lp отрезков

argz argt, I — h < iz[ss_; 1. (0<հ<Կ). •

для всевозможных точек է £ Р. т. е. ту часть радиусов, проведенных 
из начала координат ко всем точкам Р. которую отсекает кольцо 
l֊h<|z|<l.

Пусть Dp.—дополнение к рассматриваемому множеству отрезков 
относительно круга z. <1. Dp представляет, очевидно, односвязную 
область, граница Гр которой состоит из окружности |z| — I и множе
ства Lp.

Свойства области Dp . могущие влиять на полноту u Dp , полно
стью определяются, таким образом, совершенным нигде не плотным 
множеством Р.

Теорема, Система полиномов полна я области Dp, если мож
но указать счетное всюду плотное на Р множество Ь\ так, что 
аля любой точки этого множества существуют покрывающие ее 
отрезки ձ сколь угодно малой длины- с условием

(Л) ։nes{A-CP)< ехр| — ехр С|-. 
’ աօտձ)

где СР—дополнение к Р относительно окружности Iz: —1,С։=31.
Доказательство. Из условия теоремы следует, что точки z,. z?։.... 

zn..., составляющие множество М, принадлежат Р.
Пусть Лк֊п (п 1.2,...) совокупность дуг окружности |z'=l, стя

гивающихся (при п к zk, для которых выполнено неравенство (Л). 
Мы будем считать, что при разных к Ак>ц нс пересекаются, так как 
в противном случае отбросим конечное число для каждого к и 
оставшиеся отрезки вновь перенумеруем по и (п -1,2,,..), а также, 

что дл. Дк.„ <Հ — при любом к.
2п

Пусть zk.„ есть центр дуги АкЧерез Dk обозначим область, 
получаемую из единичного круга ,z|< 1 удалением к отрезков

argz = argzi , 1— h < lz|< 1. i=l, 2......k.

а через Dk.i։ ту область, которая дополняет до единичного круга 
систему отрезков

argz = argzi.n i — h + дл. ձւ.ո < !z? < I. i=L2..... k.
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функция w(zt пусть отображает область Dp на круг |w|<’ 
/(w(0) = 0. w'(0) >0), Wk (z) отображает Dk на wi< 1 (wk(0)=-0, 
w'(0)>0) и Wkjj(z) —отображает՝ Dk.n на круг ,wj<l (wk,n(0) = 0. 
w'k.n(0)>0).

Области Du при k ->ra сходятся к Dp в смысле Каратеодори как 
к своему ядру (см. [2]), а области О,.п при п-*со— к Dk. В силу тео
ремы Каратеодори [1] из этого следует, что па каждом замкнутом 
подмножестве F ՜ Dp wk (z) равномерно сходится к w(z). a w'k (z)—к 
w'(z), а также на каждом замкнутом подмножестве Dk wk.n(z) равно
мерно сходятся к wk (z), a w'k.,,(z) к w'k(z). Отсюда нетрудно за
ключить. что при любом фиксированном целом ուլ>0

lim j j |w'(z)[w(z)|ni Wk.n(z) [wk (z)]1" |2 dxdy = 0, 
k — co i)p

li,n jJ wk(w <z>r* - (z)lWk.n(z)]՛" - dxdy -= 0.
n -ОО |2|< 1 к-1.2 ...

Известно (2). что для полноты достаточно выполнение соотно
шений

inf (i,w'(z)|w(z)|°‘ <l>(z)2dxdv 0 
|փ։"’

для всех целых ։п •> 0.
Таким образом, для доказательства полноты у Dp достаточно 

показать, что для любых фиксированных целых ш > 0 и к>1

inf j j|Wk.n(z)[Wk„Q(z)|‘- dxdy > 0.
IQ(z)) J>։՛ при л->оо

где нижняя грань берется по всевозможным полиномам.
На дуге ձլ„ единичной окружности отметим две точки а,-.п и 

bin так, чтобы точка хц, была расположена между аь, и Ь|Л, при
чем расстояние акп, как до շ,.„. так и до концов дуги Д,.п прево
сходило^ дл. Д,„. Через А։,П։ В».,, обозначим концы дуги ձ։.ո (arg 

Ai,n arg Bi.n .)•
Пусть Hj.tl означает множество точек, удовлетворяющих условию

«arg Вы,arg arg Ai֊u , 1 h<|z|^I

k
a Gfj, — дополнение к V п1П относительно единичного круга. Через

i I

i.u обозначим кривую, составленную из двух отрезков:
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argz = ai,n. argz = bi.,,, 1 -հ + Հ-дл. ձս<|է|<1+-1 
2 2n

и из дуги окружности | z | = 1 — h 4- — дл. ձլո. соединяющей эти от

резки.

Кривые А։п (i — 1,2..... к) разбивают круг I z I < 1 — из к 4- 1

область; ту из них, которая содержит начало координат, мы обозна
чим через Rk.ii. Граница области Rk.n состоит из кривых /։.и (։ = ’.. 2,..., к) 

из дуг окружности 111 — I 4՜ совокупность этих дуг обозна

чим через Lk.n
Из определения функций Wk.« (z) следует, что их можно анали

тически продолжить через любую дугу окружности lz|=l, не со- 
/<ержащую точек zl.։i (i= 1, 2...., к). Из этого легко усмотреть, что 
Wk.,։(z) аналитична и однозначна, в частности на кривой 1|1П и во

всех точках, расстояние которых до /լո не превышает дл. Д|.й,

причем в указанной окрестности /։.։1

Wk.n (z)l < 2.

Представляя функцию wkn(t) (է£/լո i = l. 2,..., k) в виде инте

грала Коши по окружности |u —t| = — ДЛ.Д|.П и дифференцируя

находим:

IWk.t, (t)|<
_ւլ_

ДЛ. ձ|.ո

откуда следует, что в точках է £ /,.я

: Wk.n(t)[ wk.n(0]‘nb<
շ in+4

ЛЛ.Д1.п

Согласно формуле Коши, в точках z Հ Gk.n

Wk.n(z)[Wk.n(z)
J_ rwk.n(t)|wk.n № dt U_ 

t֊Z 
Lk-n

wkJL04wk_„_(0^(lt . J (z) + VJ, (Z).
J I—Z 

/i.n ։-։

Интеграл J(z) представляет функцию, аналитическую в круге 
Ա|<1 в аппроксимируется, поэтому полиномами с любо։՛, степенью 
точности в этом круге
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шах 
1г|<1

и(г)-Ф0(2՝,!<е.

Равномерная аппроксимация функции Ji (z) на множестве СКп с 
оценкой максимума модуля аппроксимирующего полинома на Н<п ос
новывается на методе М. В. Келдыша вывода полюсов. Приведем 
формулировку вспомогательного предложения, которое устанавливает
ся указанным методом.

Лемма*. Пусть L: z = z(s) (0<s</) означает спрямляемую 
жорданову кривую, соединяющую точки а = z(0) и b = z{b\ s—длина 
дуги L от точки а до z(s). G—область. содержащая I., и ?(s) — рас
стояние точки z(s) до границы G. Область, составленную из суммы 
всевозможных кругов |z — z(t)l<p (է) для значений է н пределах от 
է = տ до t = Z обозначим через Rs . Для произвольного г>0 можно 
построить нолином Р| —!—j от—!—, удовлетворяющий при любом 

\ z—b / г — b
s,0 < s < / условиям:

всюду вис G,

всюду вне R,.
Следствие. Если точка а расположена в круге lzl-<l. а точка 

Ь—вне этого круга, причем !z|> I -г p(Z), то дополнение к R/ содер
жи- круг | z <г. 1 п, следовательно, существует полином Q(z) от z, 
удовлетворяющий неравекству

1 1 Qiz)|<։
। ւ՝— ՝а

в той части дополнения к G, которая расположена л круге (z| Հ_ 1, 
и неравенству 

IQ{(z)|<exp! 1 4- log I ՜ 
?(0).Е

51֊V
е

в круге |z| < I.
В качестве Qfz) можно брать, например, соответствующие отрез

ки ряда Тейлора функции Р I —-— | .

* Изложение метода полюсе» я доказательство этой леммы приводятся в об
зорной статье |3|.



6 С. Н. Мергеля», А. П. Тамадян

Применим это следствие к тому случаю, когда точка а совпа
дает с произвольной, наперед заданной точкой է кривой /։.п , точка Ь- 
совпадает с ближайшим к է концом дуги /,,п, a G представляет со
вокупность точек, отстоящих от дуги А.п на расстоянии, меньшее 

1
~ ДЛ. Д|.п - 

О
Пусть также. е=(дл. Д(.п)’. В этом случае

p(s) = — дл. Д։.п , 0 < s < I, р(0) = ֊V дл. ձլո . / К հ + — •
6 bn

Через Qt.i.n (z) обозначим полипом от г. удовлетворяющий усло
виям:

—!------ Q։.i.« (z)-< (дл. Д|.п )’.
է-И

max | Q։.i.n (z)| < exp 1+4 Jog
Jz| < 1

С A-’- ձյ.ո

Обозначим

Pi,k։B(2)= — i Wk.n(t)twk,n(t)]mQu.n (Z) dt .

k 
Pu.„(z)= Vpi>k։n(z).

1-1

Имеем, очевидно, всюду в области Gk.։։

IPi.k.o (г)—Ji (z)| ֊֊й J - 'ձՀ -(l>+1) [' дл. Д|.„
2- дл. Д։,п \ n / \

(предполагаем, что n>k). 
Кроме того.

]. / 2 \ 9m+4 I՛ 9
max |Pk.„ (z)|<—| 2 h |- — —exp 1+4 log------ -—

|7|<1 2тс\ П/ДЛ.Д|.а ДЛА.п

В силу этих неравенств
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( (|wk.։։ (z)(wk.n(z)|® Pe(z)~ Pk.n(z)i‘dxdy < 

D,.’

(I wk.n(z)|wk.։։ (z)|m P„(z) - Pk.n (z)l’ dxdy -I-

^k.n

I Wk.n (z)Jra - PJz) ֊ Pk.n (z’|2dxdy < 2r

n f p , k
-f-s2 + 2^ | | ; wk,n(z)|2dxdy Г 2 v (mes Dp . Н,.п) У 

։-։ biXn

X max (. Pkn(z)|-t ■ P0(z) ' 
к։ ։

Но, согласно (,\ ,

mcs (Dp . i li,n) h. дл. -Հ». схр - охр — -------
I ДЛ. А|д I

(C 31)

По заданному s^>0 
выполнялись неравенства

выберем n k настолько большим, чтобы

к
2 V |mes(Dp.Hin ւխւ-ո֊ք Рк։П |!P0(z)()a<s. 

— г’<1
I- 1

2г I-!— շ-^(հ+ -Կ 
I 2теп \ и /

Для выбранных значений и имеем:

j |! ՝Հ.ո (z) խւո (z)]':1 — Po(2) - Pk.n(z) I* dxdy < 3г փ 2га8. 

Dp

Таким образом, полнота системы полиномов в области Dp при 
выполнении условия (А) доказана.

Из доказанной теоремы следует, что для полноты системы по
линомов в Dp достаточно наложить метрическое ограничение ти
па (А) на множество Р не в каждой точке Р, а лишь для счет
ного, всюду плотного на Р множества.
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Указанный метрический к; итерий существенно улучшить нельзя. 
Его точность характеризуется следующим предложением:

Если в правой, части неравенства (Л) функцию

СХр է ՜ еХр mesA i 

заменить на функцию
ехр * — ехр —-----—— ] . (I)

I (mesA)’ 1 I

где ։>0 произвольно, то теорема перестает быть справедливой.
Мы докажем это, построив класс совершенных множеств Р. для 

которых выполняется неравенство (А) с заменой правой части на 
(1), и таких, что в соответствующих им областях полнота нс имеет 
места.

Пусть задана убывающая последовательность чисел а։>х?>... 
... ап 0 и z'j' =-• 1, z?= — I; через о?:! и 5?‘ обозначим две дуги окружно

сти । z| = 1 длиныat с центрами в точках z‘, и Дополнительные к 
ним дуги единичной окружности обозначим через А?1, ձ՚Հ а их цен
тры— черезz?\ z՛-Հ Дугу окружности |zj=l. концентрическую с 
△Г'длины а, обозначим через о!" (i— I, 2). Дополнение к сумме 
2 2
V V о!;) представляет. очевидно, совокупность четырех дуг окруж- 

J =• I i ՛— I
ноет и |z|=) равной длины

др. др, д?> д’?.
/оч /О. I

Их центры мы обозначим соответственно через zf . z/Հ zi ’ 
х.’Л Дугу единично!! окружности, конце./.рическую сД,՜ , длины 

Jit
обозначим через op (i=1. 2, 3. -1Լ Дополнение ко всем построенным 
о.}’1, j-j 2 представляет систему 2' отрезков

Д?\ др..............
рамной длины.

Допустим, что таким образом мы уже построили систему 2" не- 
пересекающихся отрезков Д'! ՚ (i =■!, 2,.... 2'' ) длины 1։п. Через 5;'՜’ 
(i 1.2,.,., 2,: ) обозначим дугу единичной окружности, концентри
ческую с А;"'. длины «п-i. через z\“ -центр дуги Հ՛Հ В предполо
жении, что «ո.ւ<հ<ւ. определим A|nj\i = 1, 2 շ«•1) как систс-

•>։։ пл
му дуг. дополнительных к V 5;" относительно д}"1. Длина hn+։ 

i=։ ՝ ։=i
л (ւ։ 4* 1 ' hi, Xn_^ Jдуги Л, равна, очевидно, ֊ 9 —— •
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Таким образом, при любом m > 1 определены дуги Д։|гп' (i = l.
2 Qra)

Пусть

«.• 2"
Р П v д‘“’- 

п=Л j=»J

Множество Р точек окружности |z| —1 совершенно, нигде не 
плотно и определяется заданием достаточно быстро убывающей по- 

•следователыюсти чисел {«п Լ
При этом длина дуг ձ՝"* определяется посредством этих чисел 

равенством

Ьп = —֊г! [~ — («1 4֊ вц - 2«3 -г ... 4- 2П *«>>)].
-W

։
Пусть 0<s<—. Числа а:| определим равенствами

exp [ — expexp n ( 1 , ո=Լ 2,

Множество P, соответствующее определенной таким образом 
последовательности чисел {®ո}. обладает тем свойством, что для 
любой его точки можно указать душ Д единичной окружности, по
крывающие ее и имеющие сколь угодно малую длину, для которых

me$ (Д.СР)<схр I ехр------------- т—
I Ones А)1

Действительно, в качестве А можем брать любую из дуг ձ " 
с достататочно большим номером п. так как при ո>Ոյ(տ)

«> 2^
mes (А|':".СР)^ V V дл. օՀ =

k=n i—I

exp exp exp (k 4- I)

Покажем, что в области Dp. определяемой множеством Р, систе
ма полиномов не полна.

Для этого достаточно показать, что каково бы ни было число 
г, հ<ր<1. существует число М = М(г)< эотак, что из неравенства

f(;Q(z)!2dx dy^l 
D„

(2)
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всегда следует, что
max Q(z)KM(r). 
։! ■

z где Q(z) произвольный полином, а А\(г) не зависит oi Q(z). В самом 
деле, если бы при этом полита в Dp имела место, то дли некото
рой последовлтельностн полиномов Ря (г)

I]II I—Հ — Pn(z) (ixdy—0, п— о 
Ո,.

где Сп точка на границе Dp. Հ<, հ<ր. откуда следует, что Р„ (г) 
равномерно ограничены в среднем по площади Dp. а, следователь
но, н по модулю в круге ւ| г, а также равномерно сходятся на 
каждом замкнутом подмножестве Dp к I z —Со .

Но из двух последних фактов легко заключит։., что полиномы 
l‘n(z) должны равномерно сходиться всюду внутри круча |z г. что 
невозможно виллу наличии там особенности у функции | z — чо .

Положим, дл я к ра ։ кости

Через «Г1 и обозначим концы дуги А|п> (arg <Լ arg £["’), 
Через Հ" обозначим дугу z| = rn_։. arg ajB՝ < arg z < arg pfn). 
t. e. проекцию ձ/" из точен 2 = 0 на окружность |z՛ —rn.i. Через 
Р»<п) обозначим тс точки г дуги у"՝, для которых е13Г*‘ С т- С-

пересечение у}”՝. Lp дуги հ'՜’1 с границей области D։> . через Р< — 
пересечение окружности |z =г с множеством отрезков Lp.

Рассмотрим произвольный полином Q (z). удовлетворяющий (2) 
и пусть

М։ = max |Q (z) .

Введем ряд обозначений.
Через z, обозначим ту точку множества Рг , в которой Q(z։)l = 

= М։ (если таких точек несколько, то мы здесь и в дальнейшем ус
ловимся выбирать ту. у которой наименьший аргумент).

Так как г''և'Հ £ Р. то существует номер i։. для которого 
е'"е'’ £ ձ|,“ (i i,<2).

Обозначим

А\, «= max |Q(z)| 
z€P>‘>

и пусть za точка множества Р;.' , для которой

10(х,)|»М,.
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—- —— ------- ------ ;——=   —՜ -“՜՜ . —  — — — -—1

Число i,(l- i։ < 4) определяем единственным образом из условия 

(?*“ Հ ձ!է2}.

Пусть мы определили уже точки z։. z2..... z։։ , числа Мр М8........... Мп
л числа Լ. և........in так, что для любого к. 2^к^п.

Mk = щах |Q(z) .
2£ Р

|Q(z։)| = M„. ZRgP't!1 (3)

e^k(4|«. Հ՚է Հ:)'-

Через M։1 । обозначим

max IQiz)!;
z € pi;;1

Xr+i — та точка Р։"1. в которой {Q(zn ֊։)| = Мп-и- Число ։„ ։ 
определим из условия

Ja*«n+1 •- 1 -֊ ’п֊Н ■
Таким образом, точки (гп } числа {Мп } к {in} определены, и 

при любом к выполняю чей соотношения (3).
Дополнение к дугам ձ|'°. ձ.Խ'. .Дотносительно единичной 

окружности представляет совокупность 2" дуг I <֊ q? 2₽. О :р< 
Հ п —-!.

Через Л'"՝ и ВГ° мы обозначим две точки единичной окружно
сти. расположенные вне дуги ձ!"Հ ио разные от нее с ւ ороны, на лу

говом расстоянии-у я,, 1 от ձք"! (arg Ai"1 < arg 1Հ" ).

Так как из двух дополнительных к ձ',ո| дуг 6'.р|. непосредствен
но примыкающих к ձ,"’. у одной p = n I, а у другой p<n I. то 
одна из точек а!п|. В?' совпадает с центром zj՜1 соответствующей 
дуги 3$’՜", другая же принадлежи։ д'; , где р<п - I, поэтому рас

стояние точек Ai'1. В'" до ձ|'" превосходит ղյ՜ ап_։.

Через Gn обозначим ту часть круга |2|<Հրո_ւ, для которой 

arg Ain’< аг£ 2 <arg В["\

Граница области Go состоит, таким образом, из дуги окружно
сти |z| = r,Iri, которую мы обозначим через հո и двух радиусов

argz = arg Ai'J , argz-arg Bp'1. |z|^rn+i. (4>

причем точка zn £ Gn a z:։!i расположена на границе Gn . которую 
мы обозначим через Г։. .

Кривую Гп представим в виде суммы трех множеств:
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г„ =г1'|> + г’?’ + г!1”,
где Г1”-г„ . 1-р, Г>-’=Т„ - Т„ ■ 1.р. а Г?!- Г„ -Г?>-Г^'-со- 

вокупность двух отрезков (4).
Пусть Gn(z. s), означает функцию Грина области Gn с особен

ностью в точке ч z.
Так как функция log |Q(z)| является субгармонической, то всю

ду внутри GI։ имеет место неравенство

log | Q(z) I =£ 71 - I log I Q(0 I — “~ 
2л .) dm

cei’n

(здесь —-— означает дифференцирование по нормали к границе G„ ) 
dm

Обозначив интеграл по множеству Е Г|։ от функции
— log Q(C)' —<-^-5-- через J(E, z). Предыдущее неравенство мо- 
2тс ժա
жем записать в виде 

log i Q(z) '■) + J (И* z) z).

Оценим каждое из трех слагаемых в правой час:и написанного 
неравенства, предполагая, что iz <Հրո.

Заметим, прежде всего, ч rd если zeG,։, а (z, Հ)—означает функ
цию. реализующую конформное отображение области G:։ из круг 
|z]< I, при котором точка z = C переходи։՛ в нача. о координат, то 

имеет непрерывную производную в замкнутой области Gn 
причем в ючках С границы Gn

<)G„ (z. ч) . • n I = I ?n(Z.b) I.

Ժ , r-где-------дифференцирование по нормали к границы Gn а точке
dm

С ?niz. Չ-производная по է
Функция <Pn(z«s) легко выражается через элементарные функции՛, 

непосредственные подсчеты показывают, что если z. сб(}„. причем 
|Հ|= г,, I ։ , a Iz 1^гп , то

( г" Y°
|?n(z.;)i<C2 iiu - ----- , (5)

где С. абсолютная постоянная, а цп определяется равенством

arg Bi» — arg Ain'=*
■ Pn
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Интеграл J (Г;\п, г) оцениваем, учитывая, что |z| = rn, а 

|յ(ր;",շ)|=£—logM.H. [ |Հ (z^JIdS'-S 

гег<») ’ и
«C2f֊^֊V'>n 10gMn+i.

\ Гп+1 /

Для оценки .1(Г,1Д, z) заметим, что подинтегральная функция— 
нормальная производная функции Грина —оценивается аналогично, на 
основании неравенства (5).

Оценим теперь log для значении чеГ'п '. Множество Г։;’ 
состоит очевидно из интервалов, дополнительных к множеству 
Y„. Lp= Гр' относи;с.,ьно Հ: . Если обозначить проекцию интервала 
$ յ1 из точки z = 0 на окружность |z =rnfi через о/.',, то легко ви
деть, ч.о подобными дополнительными интервалами служит некото- 
рая часть ин. е рвал оз Հ:Հ при ։>п Поэтому значение J (Гп՜ , z) 

•г
мы увеличим, если log Q£) заменим из log Q(C)1. а интегриро
вание распгостоанпм на все интервалы оД (j 1, 2...... 2* , i = n —
֊ 1. ո......):

JUT'.zW V V j՝ i4lQ(Q! —l^l< 

l-л-։ j-։ ,Խ 
j-n 

oc 2l 
ճ S [ '‘>g Q(‘՝>ds. 

\ Гц-t / l-a-l j-1
Jjn

Рассмотрим какую-либо из дугб:,1, . обозначим ее через (а. Ь); 
через с обозначим центр дуги (а. 1>). Длила {а. Ь) равна. очевидно, 
а,_| гп+| при любом j U <’J < --1). Пусть է = 1(c) — точка дуги (а, с), 
находящаяся на дуговом расстоянии » от точки а.

Существус.. очевидно, зависящая от г постоянная С3 так, что 
при этом расстояние Ц<х) до границы области Dp будет превосходить 
Գ?-

Согласно (2) и теореме о среднем

- IQ f < J р Q(t) Is dxdy < I.

ПОЭТОМУ
1
2«i-H

iloglQ(t)|-|dt(^ (|Qg—_J------ dcp^c4ahilog֊—- (6)
J J ՝ J 7E(\<p " сц+;
tg(a.c) U
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Аналогично оценивается интеграл по дуге (с. Ь). 
В результате находим

СО
J(Fi’ . z) < С,С2 р. ( " Ճ 2՛ «■ ' >og - <

\ Гп+1 / in—I ։

И i
2” ай 10g-----

где С,Տ1 С5—не зависят от п.
Для оценки Л(Г?, г) заметим, что Г?’ состоит из двух отрез

ков, расстояние каждого из которых до границы области Dp превос
ходит Сеап. так как эти отрезки направлены из z 0 к точкам 

АУП), Bi,n , расстояние которых до Р превосходит , «я-ւ. поэтому 

l°gQ(t)l оцениваем в точках !’„՝•' также согласно теореме о среднем

log|Q(t): <C,log—, 
«ո

в силу чего

1 1 (’ № 1 , , Il , z- . 1J(F». 7.) С7. log------ոճ|---------d$< Cj.log------— --ds = C-.log -
«а ֊'-J dm «я 2?էյժրո Xn

пз) vn
п

(С§ и С-—не зависят о. п).
Из этих оценок следует, что, в частности, в точке z = z։։

log Q|(zn )| = log Mn (֊ռ—j . pnlogMn-i4-

/ Г \’Ա” I 1+ Գյւո ֊֊ ) 2” «ո log - -I- C7 log -
\ Гц -1 / o$i։ «а

Ho |i0>Ce2“; учитывая значения r„. гп+ь получаем

f _  I <Հ (' CXD I—C •“ I-Ո I ՝J1O
\ Гп-н / I Ո- I

где положительные постоянные (Լ. (Հ. C|ft не зависят oi л. следо 
лательно,

( 2П 1
log Мп Հ 2 ° ехр - С։о —-- . log М,н ։ I- 

I п- )

-1 Cj.expj Cjq — 1 .«ո log + Ст log - •
I ո3 / «ո ՜ «ո

Из этого неравенства, перенося два последних члена в левую

часть и учитывая, что 2“. a., log — <Հ 1, находим: •
ап
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C։i.2nexp(cl0-JlogMn —С։а.2псхр ( Clft- Ilog֊1 <logMnn.
\ n-) \ ո֊) а„

Вводя обозначения

i 2П \А„ = С15.2" exp | С։о=- •
\ ոյ /

{ ;,п \ IВ„ = С։а2п ехр Ci0^ log-----
\ п- / an

получаем последовательность неравенств:

Ап log М„ — Вп < log М„ ।, п= 1.2,...

Решая эти неравенства, находим:

А,А,... An log М1֊[В1 А2 Ад... А„ ~ В. А3... Ап + ... +

т. е.

А։ А .„..Ап

-г Вп-|Ац - Вл | <С log Мп 11,

Из определения чисел следует, что существует независящая 
от п постоянная С1։. для которой

-------------------- <-£մ֊, n=l. 2.V..
Л,Л։...Л„ 2"

Поэтому, так как |?irj - 1

Л։ А,... Ап 11og М। С111 < log 1 =-■

- loglQiZn+Ol max |Q(z)i. 
12. 1

Таким образам.

logMj Cu-|- - --—mix lQ(z)|. 
А, А,. ..А» I

Переходя к пределу при п->ос, находим: 

logMr.T:CH.

Постоянная Сц>0 не зависич от Q(z).

Пусть z —pe’fi, հ-Հթ<Հր. Имеем.’ согласно (6),

‘oglQ(z) \ loglQ(re )i r.,֊5֊—[o—yq֊5-d? =
<>
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“շՀ Jlog!Q(l)| 

ig'i'r

______ րչ г_____
г- 2prcos(6 -?) + р-

d© +

-I ՜ Г + Г" р՚ Լ Լ ;1 p°g;'Q(O| Г2 — ?prcos(0 — ?)Н-р2 d՜’՜՜

со
е;С,.Н »■ |0§Г <<#. ?>•

«v I г
1-1

Вследствие этого
ruin ('.(г. յ>)

max |Q(zl|s<e* " ՚

1«։<р
неполнота системы полиномов в области Dp доказана.
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Ծ. *1». IFhpqJ.Ijiiifi, Ս.- Պ- է(Իս։ւքui>jv.։։3

ՈՑ ԺՈՐԴԱՆՅԱՆ ՏհՐՈՏՅԹՆԽՐհ ՄեԿ ԴԱՍՈՒՄ LPH(№3lTb ՄԱՍՒՆ

1Լ Մ Փ Ո Փ Ո I’ Մ

Р'иц Р-7/ I/III Ui 111 ftJ4>l A n\ խիտ կհտերի ր in qi)‘ ո t խ յ ll ւ.ն ft 7. ՝ = 1
որխսնագհի էխ՚ա: Lp ՝•>>[ 'հշււՀետկեն^ հհտևյտլ հա inվտծների րււպմւււ- 
խյւււնը՝

argz — argft. I—h<|z|-cl, (0<!i<1),
fin լոր հնա fittttf 4Լէ է£ P հ III if tn fit
Dp նշանակհնվ» Lp րտղւք и ւխ յան լրաւյումր Z | <Հ 1 ք/'У"'^'/’ ^։^աԱ,~ 

tl ա li ր ։
Հեղինակներն Iiiiiriutj П! ijni if են հետե յալ խ I. ո րե if ան :
I'աղմ տնդւսմնե ր ի II իստեմ ր լրիվ Է Dp in ի ր ո t. յ խ m if, ե խ I, հնարավոր 

է նշել? րազմությտն վրա ամենուրեք; խիտ այնպիսի |\\ հաշվելի րաղմու- 
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թյուն, որ ույդ րսւդմ ււլի/յան ցանկացած կետի համար ցոյսլթյա“1> ունենա 
"tjif կետր ծածկոց ցանկացած ւիսրր երկարության ճ ինտերվալ, որ

mes (ձ. CP)<cxpJ exp I > (A)
I mesA I

որտեղ СР*3» Р-Д ւրացւոմն I; I/ I = [ • րհ tit'll ադծ ի նկատմամրւ 
Թեորեմայում նշված չափական հատկան իշր Լաւդես շի կարե/ի լավւււց-

1»'./. այսին Հհ' եթե (A) անհ in վ ա ч ա ր lit թ յ ա՛հ աք ifiiiuni if

। 311> ।exp exp-----
1 mesA I

'ի ուն կւ/ իա 'll էի и ի է ա ր ի ՚հ ե նյւ

I $’• *1 Iexp - exp ---------------k I 1 (mesi)՛- J

փէէէնկց իայուք, էւրւոեղ ■- ■;) ա՛հ կ ա ղ ա ծ էիււրր ի1իւք I. ւ ասրս ի!հււրեման դադա
րում կ ճիշտ ւ ին եք и t.g ւ

Известии Vil. № 2—2
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