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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Р. Л. .Манукян

Расчет высоких балок под действием сосредоточенных 
сил, приложенных в точках верхней грани

В настоящей работе сделана попытка найти решение задач о 
равновесии свободно опертых и заделанных высоких балок, нагружен
ных сосредоточенными силами, приложенными в точках их верхней 
грани. В имеющихся решениях для прямоугольных пластинок при дей
ствии сосредоточенных сил, разрывная часть решения не отделена, 
вследствие чего вблизи точек приложения нагрузки черезвычайно 
трудно или невозможно найти численные значения напряжении. Кроме 
того в них нс достаточно точно удовлетворяются граничные условия.

В нашей работе мы стремились отделить разрывную часть, в то 
же время достаточно точно удовлетворить граничным условиям. Ра
бота состоит из двух глав. В первой главе рассматривается равнове
сие упругой полуплоскости при действии периодической разрывной 
нагрузки. Полученные в первой главе результаты используются во 
второй главе для решения задач о равновесии свободно опертых и 
заделанных высоких балок.

Результаты, полученные нами в первой главе, аналогичны резуль
татам. полученным С. С. Голушксвичсм для расчета свободно опер
тых тонких плит [1]. В работе С. С. Голушкевнча составлены табли
цы для некоторых из функций, через которые мы выражаем конечные 
части наших решений.

Глава I. Равновесие упругой полуплоскости при действии 
некоторых частных видов нагрузок

,\V /. Решения. выраженные в конечном виос>

1. В этой главе рассматривается напряженное состояние упругой 
полуплоскости при действии на ее границе исключительно нормальных 
нагрузок.

Как известно, компоненты напряженного состояния при плоском 
Напряженном состоянии выражаются формулами Колосова [2]

Х, + У>- 2[Ф(г) + Ф(Д), |
У, Х։ + 2iX,. = 2(гФ(г) + 4T(z)|, | (|1)

где Ф(я) и ’I'(z)—некоторые функции комплексного переменного а
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Փ(շ.).—функция, сопряженная с Ф(г). В случае упругой полуплоскости 
функции Ф(г) и *F(z) определяются формулами:

Ф(г)

ос.
±*Ն

Z
оо

<х֊

W)= ik՜ f т֊rdt -ф(ч-гф'и).

—се

где N интенсивность нормальной нагрузки на границе полуплоско
сти, а Т интенсивность касательной нагрузки на той же границе. Ес
ли касательная нагрузка на границе отсутствует, то из (1.2) получим:

Ф(г) - .՛■(,—11։- 
27Հ1 J t Z

4f(z) =—гФ'(г).

Подставляя значение Ф*(г) из (1.2') в (1.1). получим:

X, 4- Уу = 2|Ф(г)4-Ф(Г)], I

ձ у — Хх 4֊ 2iXy — 41уФ'(х). | (1.Ո

Решая эту систему, для компонентов напряженного состояния
получим следующие выражения:

Хх = (Փ(շ)4- Փ(շ)1 — у[Ф'(г)—Ф'(г)],

Уу |Ф(г)4-Ф(Л)| | у[Ф'(2) Ф'(г)].

Ху֊ — у[Ф'(х) 4-Ф^л)].

Таким образом, все компоненты напряженного состояния опреде
ляются через одну функцию Փ(շ) комплексного переменного z и ее 
первой производной по z. Обозначая удвоенную действительную часть 
Ф(г) через Ф(х. у), формулы (1.3) ложно переписать в виде

(1.4)

(1.2')

В случае действия на границе полуплоскости нормальной сосре
доточенной силы Р, приложенной в начале координат, напряжения 
в ы ра ж а юте я фо р м у ламп:
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.. Р 2хау
Ах՜ к (х34֊уТ

Р 2х/ 
г. (хЧу’Н՜

(1.5)

Непосредственным сравнением (1.4) и (1.5) легко заметить, что 
функция ծ в этом случае равна:

. р У •
?*=֊ т тгцз ■ (Լ6>

Если сила действует не в начале координат, в точке (а. 0). то 
функция Ф։ примет вид:

, у
к (х — (i)4-ys (1-6Z)

2. Предположим, что по всей границе полуплоскости действуют 
сжимающие сосредоточенные силы Р на растояиии а друг от друга 

р
и равномерно распределенная нагрузка интенсивности р ==— (фиг. I). 

3
Функцию ձ для совместною действия этих двух нагрузок можно на
писать в виде:

, Р V 1 , Р Г vd*Y2 лУ ^(x-֊na)֊'4-y֊ + naJ (X-l)24-ys ՜ 1 J
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Следовательно.

, 2ку sh—
а

: 2хх
cos

(1

к
а 2ху 

sh—- 
а

V------- . —— — Jm ctg
—1{х֊п<։г4-у։ а

Второй член н (7) равен

В f yd: Р f у— • - . . յ
яв .) (X Շ ■ у’ ах I а2 - у3 "ох вГ $ у I а ГуТ

** W •» * а» •

Подставляя полученные значения в (1.7) получим:

Р 
а

ч_____ —и— У
. 2ху 2хх а Г у
ch ——cos------

а а

(1.8)

Для ннжнен полуплоскости |у|=у 
<11ед(жател ьно.

(1 8')

Для верхней полуплоскости |yf -у. 
Поэтому для нее

. 2ху 2z>
ch —------ cos------
а а

(1.8")

Из решения (1.8) сдвигом сил можно получить решение для на
грузки. показанной на фиг. 2. А именно, в этом случае функция Ф на
пишется в виде:

Г У 
Фнг. 2.
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. 2nv 
sh -- 

______ а  
. 2ку______2я(х֊Ь$)

а а

. 2яу - х — §) 
ch—- —cos—------- ~

а а

(1.9)

3. Рассмотрим теперь напряженное состояние упругой полупло
скости при действии нагрузки, показанной на фиг. 3. Присоединим к

а . 2ку 2~ х 4- с) 
ch- - -cos— —

а а

(1.Ю)

При с = -- получим: 
•т

4Р 
а

. 2яу 
sh 

(I
sin - а

. 4wv , -1“х
ch ’--֊cos-----
а а

П.Ю')

дК 2. Разложение полученных решений г> ряды.

В дальнейшем. наряду с полученными нами конечными решени
ями. понадобятся и решения в тригонометрических рядах. Непосред
ственное разложение полученных решений в ряды требует громозд
ких выкладок, а между тем все эти разложения легко получаются 

. кг . .
при использовании нижеприведенного разложения ctg — • где z х-Ну

комплексное переменное.
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Применяя известное тождество

(1.П)

и разложение

(I 12»

можем написан.

2k=lx

։

-ClgKZ 
а (1.13)

I

Учитивая (1.13), 
но написать и виде

разложение функции Հ из формулы (1.8). мож- 

2 key
•2РЛ ՜

. Լ
2 k хх
cos-----

a (1.11)

Так же легко находятся разложения решений (1.9) а (1.10). Пер
вое из них имеет вид

2 к-у

4PVc “ 2 кг.; 2кях ,| ։=»
•Հ =-------_ COS-------- —COS---------- ’ (1.10)

а — а а
1

второе —

2кху
4Руе ° ■ -М 2кях (| |б)

0«=------- ' Տ1Ո------ -Տ1Ո---------а а а
1

2кеу_ 
(•

Вследствие наличия под знаком суммы множители с рнды(1 14). 
(1.15) и (1.16) сходятся очень быстро со своими производными до 
п-ого порядка, где п конечное число, даже при сравнительно ма
лых у.
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Глава II. Расчет высоких балок

А՝' /. Балка свободно опертая по концам под действием поперечной 
силы., сосредоточенной в некоторой точке верхней грани.

I. Предположим, что в некоторой точке верхней грани балки, на 
[расстоянии с от левого конца, действует сосредоточенная поперечная 

сила Р, направленная по положительной оси ОУ (фиг. 4). Пусть по 
концам балки условия закрепления таковы, что

Хх<О.у> О, X» (/, у)=0 
հ

Ri |Ху(0, у id у, 
о

I $՛

R2 = | Xy (/,y)dy,
0

где

R,-^, Rl. = 5P.

Для решения si ой задачи обратимся к функции из формулы 
(I.10). Напряженное состояние, выражаемое этой функцией, опреде
ляется напряжениями:

Ր 
'll

sh -

dlT
-(x Փ 5) 

cos ch—cos Ջ՜+
/

ch • —cos — J

, , яу -(X
I -ch -j- cos

xv я(х -I—ch I

ch -4 cos

у;=
P 
ii

. i»V sh -j-
. 7CV Z(X-; 

ch -j —cos —!

"7 __ 

. тсу я(х — ;) 
Cll ֊լ - - COS ------ լ----

(2.2)

՜.

՜ I

I - ch -y'-cos ch -֊• cos

теУ *(* *
I -cos I ch ՜ —cos'

(x֊;l
/

. — =i\a
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7CV . 7t(X֊t-Й . “V . К*Х —
sh у-sin [ sh-y-sni у—

. , Г.у ’|X-֊-?iV . ,~v W(x—Ց\*I ch -j- -cos I ( ch -j -cos - - • j

I la линиях x=0 и х=/ отсутствуют нормальные напряжения X։>
а касательные напряжения равны:

(2.3)

Таким образом, для получения решения, удовлетворяющего гра
ничным условиям (2.1 և нужно компенсировать напряжения, действую
щие на грани у —հ.

Разложение функции |4. согласно формуле (1.16), имеет вид
_ kr.y

. 21’ V ' „• • к~х (1.16'»
?« = յ 2յէ Sin—y-Sin-y--. ՝ 7

Подставляя это выражение 
лучим следующие разложения:

и (1.4) для напряжений У у и Ху по-

k~h
... ., 1 • кя£ • ккх/ fc-p\

I

,\ y(x,h) ® --fV sw z • sin—у— Н֊р-- Ի
\ Z /

Ху (х,1й —
?.pV^e

Z - Z 
I

k~c клх տւո-շ- cos—ւ֊

(2.4)

Для компенсации напряжений Уу(х. հ) и Xy(x,h) используем ре
шение Файлона в тригонометрических рядах.

2. Напишем функцию напряжений Эрн в виде

со
V „ , кпх 

Ф — ?, Fk (yjsin -֊ .
I

(2.5)

где . . . к-у . кку
Н. (у) ЛК ch — у - В* sh — ■ |
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. Հ. kxv . kny , |ч клу кпу 
4-Ск Հ ch--- 4֊Dk ■ sh ՛ (2.6)

Напряжения при этом напишутся в виде:

СО

Х,= Ճ кт:х 
T՜’

X.

. кхх
Fk (y)$in • (2.7)

v»kx . клх 
V ( F x (y)cos — •

Граничные условия напишутся в виде

— ճ I ՜ք ) Fk (O)sin ^- = 0, 

J

I — 7“ V Fk(0)cos =0,

I 

kr.h 
ил/ккХ5 . ктех 2Py> 1 . кл£ . кхх Z, , kwh
Цт) Ւ1<(հ)տւո / 7՜ 1ւ Տ1Ո րտ,ո / I1՜1՜ T

k-h 

СО ОС —~~~__

к7:х 2PvkzhA 1 . кя? кях
— լ֊յ֊ F..(h)cos /-=յձ.՜/՜ Շ sin-у—cos• 

I I

Из первого уравнения этой системы найдем: 

Ак - 0.

Решая систему следующих трех уравнений, получим:

2Р , кх! 
= TslnT

(2.9)

Ск —Вк,
2Ph’sin

4‘
„kxh / kxh V ՜
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Таким образом, для компенсирующих напряжений мы получим 
следующие выражения:

(2.Ю)

где В-х и Dr определяются по формулам (2.9).
Напряжение в балке при изгибе сосредоточенной силой Р, ког

да граничные условия имеют вид (2.1). определяется как результат 
вычитания напряжений (2.10) из напряжений (2.2). Для упрощения за
писи п вычислений, в формулах (2.2) сделаем следующие обозначе
ния:

sh.-y

. теу тех 
ch ֊'— cos ։

теу
1 —ch ":՝ cos ֊.X

. теу . тех
SH ■ Sill y- 

I 4

(211)

. теу тех 
ch -- cos —

Имея в виду эти обозначения, выражение для окончательных 
напряжений можно написать в виде:
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(2.12>

Для функций «։, у2 п ^составлены таблицы, которые приведены 
в конце работы. Пользуясь этими таблицам։։ легко можно вычислить 
конечные части напряжений (2.12). Что касается вычисления рядов, 
входящих в формулы (2.12), то благодаря их очень быс трой сходимо
сти достаточно взять два-три. а для достаточно высоких балок, лишь 
один член этих рядов.

Пример. Балка с пролетом / свободно оперта покойцам. В точ
ке верхней грани балки в середине ее пролета действует сосредото
ченная поперечная сила Р. Отношение высоты балки к ее пролету

равно֊; ■ Построить графики изменения напряжений по высоте балки

I 
в сечениях х=-„ и х=0.

Подставляя в формулы (2.! 2) х =-~ ՛ ; = ~ • получим:
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Xх ” 21 ?ւ (Лу) - ri (О.У) + ?1’(ЛУ) ՜ Ь

(2.12')

а Вн и Dk определяются по формулам (2.9). Вычислим коэффициенты 
Bi и Dr:

B2k=Dk 0.

в; ֊ 3.19353. D! = 1.74462.

в.; -0.017833. Da — ֊ 0.013793,

ВЛ 0,000084441, d;= 0,74369.1 О՜՜4.

в; = - 0.83898-10 ~16. d7-= - 0.76614.10՜ 'Հ

Имея значение коэффициентов Вк и Dk и пользуясь таблицами 
функций с,, ъ., и ®:|т без особого труда можно найти значения напря
жений н любой точке балки.

11а фиг. 5 но вычисленным значениям напряжений Х?. и Уу н сече- 

НИИ х балки построены графики изменения этих напряжений по вы- 

соте балки. При вычислении взяты лишь три члена рядов.
Вычислим теперь напряжения в опорном сечении. При х = 0 из 

формул (2.12) имеем:

X, У у = о,
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Результаты вычислений но этой формуле графически изображе
ны на фиг. 6.

Таким образом, из решения этого примера видно, что распреде
ление касательных напряжений в опорном сечении мало отличается 
от параболического закона. Из графика изменения нормальных на
пряжений Хх в сечении пол сосредоточенной силой видно, что нор
мальное напряжение в этом сечении нс следует линейному закону 
и в крайних волокнах балки напряжения меньше, чем следовало бы 
ожидать на основании элементарной теории изгиба балок. Более того, 
с первого взгляда может показаться, что н этом сечении нарушаются 
условия равновесия, а именно, момент нормальных напряжений X. 
относительно центра сечения меньше момента опорной реакции от
носительно середины пролета, и алгебраическая сумма площадей 
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эпюры Хх не равна нулю. Если рассматривать левую часть балки, 
то главный вектор напряжений Хх равен — 0.32 Р и направлен по поло

жительной оси оХ. По дело в том. что в этом 
сечении находи! с я особая точка напряженного со
стояния точка приложения сосредоточенной си
лы. Напряжения, действующие в особой точке 
на левую часть, эквиваленты вертикальной силе 
р
9 и горизонтальной силе — 0.32 Р (см. фиг. 7). 

направленной по отрицательной оси оХ. Наличие 
горизонтальной сосредоточенной силы, действую
щей в точке верхней грани балки, обеспечивая 
равновесие, увеличивает плечо внутренней нары 
и тем самым уменьшает максимальные напряже
ния в сечении.

Полученные в

Фиг. 7

этом примере результаты хорошо согласуются с 
результатами. получ иными Зсевальдом.

Д 2. Балка с заааланными концами.

1. Комбинируя решения (1.8), (1.9) и (1.10) можно найти решение 
для нагрузки, показанной на фуг. 8. Функция б для такой нагрузки 
имеет вид:

Фнг. ».
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ՏԽ

p sh7 4P? Sh T cos 7

.<■ I , XV R ՛.
ch - — cos —

I I
ch —- — cosy'x

(2.13)

Подставляя это выражение в формулы (! 4), для напряжений получим 
следующие выражения:

(/
Р
Р

. . XV -X ZV КХ
~с 1 fcos / +<֊■ Il у cos у

I ch — — cos j ( ch -֊cos — I
' I I ' \ I I )

(2.14)

. “У ** ch -i- cos

Известия VII. № 1—1
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, . ку кх , , -V “X
1 ch j cos у 1-t-cli ՚ cos յ

1 I ьЯУ ՜Հ '՜ ? 7 . 7--V ՚ KXV
| ch j —cos j J ch ~ -Leos — | 

sh֊^ sin - shy sin—

I с|^_да^Г՝У _cos* * W
I i i ) \ i i )

Найдем разложения этих напряжений. I la основании результатов; 
второго параграфа первой главы имеем:

При x = Z, Х.=0, а

Таким образом, срезая полуплоскость по линиям №0, х = / и 
y=h, снимая при этом возникающие на линии y=h напряжения, мы 
получим решение задачи изгиба балки сосрсдочениой силой. Способ 
закрепления концов в рассматриваемой задаче показан на фиг. 9. Как- 
видно из фигуры, в точках (0,0) и (Ь. 0) предотвращены как верти-
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кальные, так и горизонтальные перемещения*. В остальных точках 
•опорных сечений отсутствуют горизонтальные, но возможны верти
кальные перемещения.

Для компенсации этих напряжений используем решение Рпбьсра 
в тригонометрических рядах.

2. Напишем функцию напряжений в виде

և TTY 
_F|։(y)COS Հ. (2.18)

1
где Fk(y) имеет вид (22). Напряжения при этом будут выражаться 
формулами:

(2.19)

' Вместо ’Тих т i'b-к кэсижч.» мхреплчгь дкИЗьь- другие точки опорных геч •- 
itUH.no тогда, конечно, вс’.'сго системы си i, показанны х на фиг. 8, нужно брать другую; 
систему.



52 Р. А Манукян

Граничные условия напишутся в виде:

Fk(0) sin^ = O,

Sfv') Fk(h) cos ^

\ / •I ' '
(2.20)

k- . knx
-Fk(h)sin —

Из первого уравнения этой системы находим: 

Лк = 0.

Решая систему остальных трех уравнений, имеем:

(2.21)

Компенсирующие напряжения будут выражаться формулами:

г,« / . кку , кку ,k~y\ Л . кг.у к-у , кку И кжх
ВЦ ’ 7 ՜+ I II 2 7" Т Т' cos Т'
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(. knv krcy , krcy\ , , kj:v . kwyl ккх
(h 7 T ' 77 D«Tsh T cos 7՜

l

v v Г». kzy . kr-v r>./ . кг.у . кяу . krcy\ . ктсх 
X=— ՝ B* - s i — — D‘( sb — 4 ձ<րհ- sin ,>• — k / / «Լ i ; i ) l

где ^“(тУ0*֊

Применяя обозначения (2.11). выражения для окончательных напряже
ний можно написать в виде:

p
= 1 x ՜Ւ՜ ’' -) ՜’՜ *■x У)+?>(Х— :>y)J 4֊

1п</֊х.у)

. kxy kxv . 
sh ֊ + / Ch

2ch^ +

±l
2/

. k~v . knv \'+ TS"7 j cos

(X ?ЛХ Г7У)— ?2(x (2-22)

+~՚Հ1 y)֊r,(X.y)j Н(?,а-Х,У)-?:(/

, krcv k-y , kxv \ . r.. krcv , krcv 
sh—i -cli— D.—^sh—-

I ! I ! " I I

x.y)jH

кях
cos — 

/
p

'2l

/ kzy k-y . k~v\ . krcx 
sh —ձ —^ch —~ sin \ I I I ) I

При пользовании гйблпцамн функций ^։, и ?3 напряжения (2.22) 
вычисляются так же легко, как и напряжения (2.12).
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Таблица функций 7., э» и

֊Խ°
■

՜ւ <Р1 * Ф»

0 0О — 00 0

0,Q5 12,76133 —12,70874 0

0,10 6,41930 ֊ 6,31477 0

0.15 4,32217 — 4,16621 0

0,20 3,28715 -3,08045 0

0,25 2,67604 -2,41952 0

0,30 2,27686 -1,97172 0

0,35 1,99646 1,64622 0

0,40 1,79571 1,39766 0

0,45 1,61281 —1,20088 0

0,50 1,52487 -1,04083 0

0.55 1,43'214 -0.90789 0

0,60 1,35801 ֊0,79569 0

0,65 1,29822 0,69980 0

0.70 1,24945 0,61704 0

0,75 1,20941 0.54507 0

0,80 1,17628 -0,48210 0
0,85 1,14876 -0,42677 0
0,90 1,12577 —0,37797 о
0,95 1,10652 0,33482 0
1,0 1,09033 ֊0,29660 0

X 
т =0,2

у
1 'fl 'Л

0 0 i 
•

0 0

0,05 0,775(56 0,68753 0,35218

0,10 1,32658 0,81711 1 ,01757

0,15 1,60763 Ն50693 1,46431

X 
т==0,1

У,
1 '֊fl ф.т? Ъ

0 0 0 0

0,05 2,57308 1.55420 2,03744

0,10 3,23599 0,05225 3,18321

0,15 2,01635 -1,05212 2,71098

0,20 2,65106 -1,42492 2,03536

0,25 2,32545 1,46217 1,51091

0,30 2,03071 -1,33390 1,10586

0.35 1,86215 ֊1,2'447 0,88264

0,40 0,70301 — 1,12714 0,69757

0,45 1,57724 1,00674 0,56194

0,50 1,47697 -0,89702 0,46013

0,55 1,39624 -0,79852 0,38190

0,60 1,33055 -0,71065 0,32(64

0,65 1,27681 -0,63242 0,27156

0,70 1,23253 -0,5627'. 0,23182

0,75 1,19387 -0,50033 0,19918

0,80 1,16534 -0,44558 0,17200

0,85 1,13984 -0,39633 0,14916

0,90 1,11846 -0,35237 0,17976

0,95 1,10047 0.3131' 0,11329

1,0 1,08532 -0,20488 0.07294

X
Т =0f3

у
/

1
?i 1

1
?3 Փ։

0 0 0 0

0,05 0,37150 0,35287 0.11119

0,10 0,69130 0,56380 0,35030

0,15 0,93062 0,59038 0,67536
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У 0,2 ֊=0,3

у Ут ?i քո Ь 1 Г1 1 *
0,20 1,69759 0,10465 1,58742 0.20 1,08811 0,48375 0,89762

0,25 1,68478 -0,21159 1,50852 0,25 1,17893 0,32031 1 .01661

0,30 1,62681 ֊ V,41216 1,31717 0,30 1,19484 0,14911 1,00020

0,35 1,55418 ֊ 0.52072 1,16947 0,35 1,21314 0,01782 0,98147

оно 1,48109 -0.56724 1.ՕՕ35Տ 0.40 1.23122 0,08495 0,95454

0,45 1,413-19 -0.57499 0,85845 0,45 1,21675 -0,15654 0.87554

0,50 1,35357 —0,5.5970 0,73507 0,50 1,19772 -0,20204 0,79218

0,55 1,30152 -0,53137 0,63121 0.55 1,17767 —0,22802 0,71175

0,60 1,25672 ֊ 0.49632 0.54391 0,60 1,15675 ֊0,23887 0,63126

0,65 1,21847 - 0,45838 0,47041 0,65 1,13753 ֊0,23990 0,56129

0,70 1,18559 -0,41968 0,40801 0,70 1,11992 ֊0,23404 0,50108

0,75 1,15824 —0,38235 11,35538 0,75 1,10412 0.22371 0,44452

0,80 1,13470 -0.34651 0,31018 0,80 1,09008 -0,21062 0,39401

0,85 1,11473 -0,31291 0,27143 0,85 1,07776 -0,19605 0.349U

0,90 1,09775 - 0,28157 0,23781 0.90 1,06698 -0,18085 0,30922

0,95 1,08330 0,25275 0,2087.4 0,95 1,05760 ֊0,16564 0,27382

1,00 1,07102 - 0,22637 0,18341 1,00 1,04949 0.15083 0.21210

Т = °'4
X _
/ °֊0

У_ 
7 «8

У
1 ք-յ ТЯ

0 0 0 0 0,0 0 0 0

0,05 0,224. Պ21820 0,01763 0,05 0,15580 0,15327 0,02417

0,10 0,43114 0,38683 0,17389 0,10 0,30422 0,28509 0,09105

0,15 0,60798 0,47814 0.33886 0,15 0,43920 0.38033 0,18675

0,20 0,74917 0,49262 0,50022 0,20 0,55689 0,43346 С, 29068

0,25 0,85533 0,44978 0,62907 0,25 0,65580 0.44763 0,38884

0,30 0,93101 0,37469 0,71385 0,30 0,73636 0,43144 0,46956

0,35 0,98234 0,28854 0,75593 0,35 0/0034 0,39524 0,52762
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Т=0.4 ք=0.5

у

/ ?1 ?՛.՛ ?а
J1
1 1 ъ • 0 1 .

о.ю 1,01536 0,20534 0,76314 0.40 0.85013 1 0.34828 0,56281

0,45 1.03510 0,13253 0,71499 0.45 0,88828 0.29823 0.57677

0,50 1,01596 0,07290 0.71021 0.50 0,91715 0,24919 0,57116

01 i >5 1.05067 0,02612 0.(56551 0,55 0,93381 0,20501 0,55878
о,«о 1,05137 —0,00826 0.61591 0,60 0,95493 0,16608 0,5.3431
0,65 1.0-1966 —0,03301 0,56485 0,65 0,96688 0,13302 0,50392
0,70 1,04655 -0,04981 0.51443 0,70 0,97570 0.10557 0,17011
0.75 1,01273 -0,06062 0,46604 0,75 0,98220 0,08317 0.43479

0,80 1,03861 —0,06633 0.42017 0,80 0.9S696 0.065 И 0,39923
0,85 1,03451 -0,06873 0,37817 0,85 0,99045 4,05070 О..З(>146
0,90 1,0305$ -0.06862 0.33913 0.90 0.99302 0,03931 0,33108
0,95 1,02691 —0,06686 0,303-17 0,95 0,99490 0.03037 0,29951
1,00 1.02356 0,06372 0.27105 1,00 0,99628 0,02338 0,27001

X
/

= 0.6 X
Z

=0.7

У_
1 ?1

L
1 *?а

0,0 0 0 0 0,0 0 0 0
0,05 0, И 9.37 0.11811 п.01350 0,05 0.09857 0.09785 0,00783
0,10 0,23503 0.22536 0.05168 0,10 0.19503 0.18945 0,03027

0,15 0,31377 0,31316 0,10831 0.15 0,287 43 0,26979 0,06442
0,20 0.11315 0,37660 0,17502 0,20 0,37 120 0.33123 0,10616
0,25 0,53:7.5 0.41176 0.24313 0.25 п.45123 0,38195 0,15092
0,30 0,60903 0.42992 0^0517 0.30 0.52163 0,10458 0.190»>3

0.35 ! 0,67525 0,42635 0,35718 0,35 0,58651 0,42038 0.22942
0,40 0.7.3118 0,40898 0,39571 о.ю 0,64922 0,43000 0,26510
0,45 0.77787 0.38257 0.42065 0,45 0.69945 0.12135 0.28932
0,50 0.81659 0,35113 0.13287 0.50 0,74308 0,40533 п,30193
0,55 0.81852 0,31769 0.43408 0.55 0,78097 0.38393 0.31281
0,60 0,87471 0.28110 0.12638 0.60 0,81308 0,3.5882 0,31337
0,65 0,89619 0.25261 0,11173 0,65 0,81075 0,33221 0.30826
0,70 0,91362 0,22322 0,39220 0.70 0,86137 0.30513 0,29350
O.75 0,92830 0,19662 0.36937 0,75 0,88 152 0.27S46 0,28527
0.80 0,94019 0.17252 0,31156 0,80 0,90166 0,25278 0,26957
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-=0.6 
I

— =0,7 
/

У
/ Г1 ъ У. 

/ ?1 "Հ 2 ?Л

0,85 0,95001 0.15125 0,31888 0,85 0.91625 0,22847 0,25232

0,90 0,96811 0.13251 0,29312 0,90 0,92866 0,20577 0.234'25
0,95 0,96183 0.11601 0.26789 0,95 0,93922 0,18476 0,21595
1,00 0,97040 0.10163 0,24362 1,00 0.94819 0,16547 0.19786

X
7- = 0.8

X
7 =0,9

У.
1 ?՛.•

У.
1 ?։ ?з

0,0 0, 0 0 0,0 0 0 0

0,05 0,08660 0.08613 0.00439 0,05 0,08033. 0,07998 0,00199
0,10 0,17181 0,16815 0.01707 0,10 0,15962 0,31353 0,01548

0,15 0,25434 0,24241 0,03665 0,15 0/23684 0,22768 0,01671
0,20 0.33Ж 0.30609 0,06111 0,20 0,31112 0,29020 0.02803
0,25 0,40713 0,35712 0.08809 0,25 0,38172 0,34272 0,04071

0,30 0.47588 0.39565 0,11527 0,30 0.44640 0,3814 1 0,05.333

0,35 0,53894 0.42105 0.11062 0,35 0.-0971 0,41161 0.06613

0,10 0,59618 0,43461 0,16261 0,40 0,56617 0,43108 0.07718

0,45 0,64763 0,13777 0.18021 9.15 0,61823 0,44359 0,086.31

0,50 0.69351 0.13228 0.19299 0.50 0.66507 0,11126 0.09330
0,55 0,73423 0,41989 0.20089 0,55 0,70717 0,43749 0,09797

0,60 0,77003 0,40232 0,20421 0.60 0.71471 0,12461 0,10041

0,65 0.80140 О.ЗЯКХ» 0,20349 0.65 0,7780$ 0.10709 0,10083

0.70 0.82878 0.35757 0.19946 0,70 0,80743 0,38614 0,09949

0.75 0,85260 0,33252 0.19257 0,75 0.83330 0.36290 0,09671

0,80 0,87325 0,30716 0,18371 0.80 0,85’91 0,33832 0,09279

0.85 0,89112 0,28201 0,17311 0,85 0,87570 0,31319 0,0880-1

0,90 0,90651 0,25755 0,16218 0,90 0.89289 0,28815 0,08272

0,95 0,91981 0,2-3415 0,15019 0.95 0,Г-0781 0,26366 0,07706

1.00 0.93128 0,21242 0.13868 1.00 0.92073 0.24012 0.07127
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у
1 ՚*յ ?3

у 
i

0,0 0 0 0 0,55 0,69830 0.14210 0
0.05 0.07838 0.07806 օ 0.60 0,73636 0,43144 0
0.10 0,15580 0.15327 0 0,65 Օ.7702Տ 0.41521 0

0,15 0,23136 0.22301 0 0.70 0,80033 0.39524 0

0,20 0.30122 0.28509 0 0.75 0.82685 0,37206 0
0,25 0,37368 0,33786 0 0,80 0,85013 0,34843 0
0.30 0,43920 0.38047 0 0.85 0.87051 0,32340 0
0,35 0.50036 0.11211 0 OAN> 0.Տ882Տ 0,29823 0
0,10 0,55690 0,13316 0 0.95 0.90374 0.27346 0

0,45 0,60870 0,14495 0 1.00 0.91715 0,24949 0
0,50 0,65^79 0 11763 0

Лени и г радскя и полнтсхнмческнй 
институт нм.. М. И. Калинина Поступило 31 VIII 1953
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1. / олушксепч С. С. О равновесии тонких плит Труды Высшего инженерно-строи
тельного училища В. М. <}՛.. ими. 11, .1.. 1912-

2- Мусхслитвил:։ /I. И- Некоторые основные задачи математической теории упру- 
гости. М —Л-, 1949.

ft*. Լ. U*uiGnul|jiiiG

ԹԱՐՋՐ ZbtfUVbbPb ZMUUPkC՝ ՆՐԱՆՑ <ЬРЬЪ ՆՒՍՏՒ ԿեՏհՐՈհԱ 
ԿԻՐԱՌՎԱԾ ԿԵՆՏՐՈՆԱՑԱԾ ՈհժԵՐՒ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՏԱԿ

Ս. Ս* Փ Ո «I» II Ի Ս'

Հոդվածում րհրվում Լ ազատ հենված ե ծ այր երն ամրացված բարձր 
հեծանների (հեծաններ ֊սլտ/ոեր] հ ա վ ա ս ա րա կ~ н п ք թ յ ան խնդրի լուծ Ոէմր 
նրանց վերին նիստի կետերու մ կիրաոված կ են ա ր ոն ա ։/ ա ծ ամերի ուղդ ման 
դե Ալրում ; ('ոլոր / и ւ ծ nt. Աե ե րն ա ր ւ/։ ա հ ա յ ա վ ա ծ ե՜ն երկու դոt մտրելիների 
դամարի աեսրււվ, որոնցից աոաջինն արտահայտված !, վերջավոր ւոեսրով 
և պարունակում I՜ րսրվածային վիճակի բոլոր առանձնահատկությունները; 
երկրորդ գումարելին արտահայտված I; Ֆուրյեի' շատ արադ դա դամ իտալ 
շարբաթ ա շ վ ո t.ifh ե ր ի դ յա բոէ թ յան համար կազմված են որոշ քիունկցիսյ֊ 
ների ադյուսակներ, որոնց օդնա թյումբ աոանց մեծ դմվարոլթյան կարե/ի 
Լ- հաշվեք աոացված լուծ II Liflt ե ր ի վերջավոր մ ասե րր: Սաուցված լածումեե- 
րի կիրառման իլյուստրացիայի համար բերված Լ կոնկրետ թվական 
օրին ակ։
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