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Обобщение ряда Тейлора и некоторые вопросы 
теории аналитических и квази-аналитических функций

С О Д Е Р Ж Л 11 И Е

Предисловие-
Глава III. Некоторые приложения общей теории.

§ 1. Применение к суммированию асимптотических рядов.
§ 2. Факториальные ряды, как аппарат суммирования расходящихся рядов.
§ 3. Аналитическое и кв; щ-.-пи дитичо-хОг продолжения функций.

ПРЕД-НСДО ВНЕ

Настоящая работа является продолжением нашел статьи, помещен
ной в Известиях АН Армянской ССР (серия ФМЕТ наук, т. VI, №5 6. 
1953 г.) и посвящена применению изложенных там результатов к двум 
группам вопросов, которые касаются суммирования расходящихся ря
дов. а также аналитического и квази-аналитического продолжения 
функции.

В § 1 доказывается, что для тою. чтобы асимптотический ряд

Ус„ г ՛՛. определяющей функцию i(z>. суммировался методом факчо- 
Л-0
рнального ряда по последовательности чисел | yJ при Re(z)>a։ >■’), 
необходимо и достаючно. чтобы существовала функция
ф(х) А (՝,<,. Да. с-.), а. О, i;i'ah. • ю ф '՚ (а) = , k — О, 1,J, •• .

It--)

причем порядок равномерной сходимости соответствующего ժ-обоб- 
щенного ряда Тейлора равен а, .

Далее получается признак суммируемости асимптотических рядов 
методом факториального ряда.

В § 2 доказывается, что изложенный в работе метод суммирова
ния рядов регулярен и суммирует ряды, которые не поддавались сум
мированию другими методами.

В § 3 вводятся определения:
Условимся говорить, что:
I. Бесконечно дифференцируемая функция ф(х) задана своим эле

ментом в окрестности точки «. если задана совокупность ее после
довательных производных в точке а
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2. Функция ф(х) аналитична в е-области D(a. {yv|), определяе
мой последовательностью {Т„] и а>0, если она разлагается в сходя
щийся при х£[я, со) ряд

Ф(х)=Х^Г " -•
п-0 I П(ь+ту)

U v-o
с

Доказывается теорема:
Лля того, чтобы бесконечно дифференцируемая функция ф(х). 

запанная своим элементом в окрестности точки а (-(0, ос), ф"’(а>= 
—■ сп..| , п = 0, 1, 2, , продолжалась аналитически или квази-
аналитически по е-области D(a, • т.,|), необходимо и достаточно, 
чтобы ряд 

к п+1 ._
V . ո Պ' , где ап = VCksM>k, tm“k

п о Ո(շ-?*Լ) k”a ՝”° k-°
М-0

сходился при R'. (z)>c. , а,.>0—некоторое число; откуда получается 
один признак аналитического или квази-ана.ип ического продолжения 
функций.

Наконец, доказывается теорема об аналитическом продолжении 
од..ого класса функций, заданных своими рядами Дирихле.

Последняя теорема даст возможность судить о расположении 
особенностей всякого факториального ряда на границе его сходимости.

Глава III. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ

В настоящей главе обобщенные факториальный ряди ряд Тейлора 
применяются к суммированию асимптотических рядов, а также к воп
росу аналитического и квази-аналитического продолжения функций.

§ 1. Применение к суммированию асимптотических рядов

Определение 1 (е). В отличие обозначений в определении 1 на
зовем функции
ф,(х)=ф’(х). ф2(х)-[е:Л Ф։(х)|'........... Фи+,(х) = Ie1֊՞՜՛"՛֊ ։ Чт(х)|՛ , . . .

ш = 1, 2, .... обобщенными последовательными е-пронзводнымн 
функции ф(х) по последовательности {Т,|.

Там где нет указания о форме обобщенных производных, сле
дует их понимать в смысле определения 1: а в случае ^-производ
ных всегда будет соответствующее указание.

Теорема (3.1). Всякая функция ф(х), имеющая на некотором 
|« со) , (н \-\'-ую интегрируемую производную, может быть пред
ставлена в виде
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в
Ф(х)=У-^

v-0

е1«-к
-- ---------- d;+rn(a, х), (3.1) 

ПК+ն) 
к-О

где х < [а, оо), простой [контур С.—охватывает окрестности то

чек (— тк|, к=0, Ь ?........... у, (Го = О), ак ֊ е'Ь ф|:(«), где Фк(х)—
к-ля е обобщенная производная функция ф(х) по последователь
ности |yj, а

'A *) = ?е •1X1dx1(,’c"('J"‘1'5t’dx. 

а а

... с-т" Tn J 1в dx„ (фп+|(Хп iJdXn,։’ (3՜2'
а а

Эта теорема может быть доказана самостоятельно повторением 
метода теоремы (1.1). ио и может быть получена из нее заменой пе
ременных.

Применим второ!։ способ.
Пусть ф(х) ?(е ՝) = ?(։).
Очевидно функция ?(t) определена на (0. и], где и е՜՜ и там 

дифференцируема (п փ 1) раз.
Для функция ?(t) имеем представление:

X ■
( [“ճ——+Rn(u. 0,

-“՜ J ПК+Tj 

» —I» * О

где 0<Հէ <u. х = z(?) >0—некоторое число.
J Jn - }п

R.(u, t)=j tr'dt.J й' <11, Tn ■•1dt„j<p„+l(t1,+1)dt.+1. 
и u u '.I

Значит для функции փ(է) получим:

՜»
Д а J*—*ф(х) - ф(е Х)=У-<Н“ | —-----------ds-г Rule х); (3.3)
—4 I г-т

I Пк+ъ)
х *4

здесь х |х. эо).
Для определения коэффициентов а. и Ra(e . х) в терминах 

функции ф(х) нам придется c?in(t) выразить через обобщенные е-про- 
изнодные функции ф(х).
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Для этого заметим, что в лем.ме 3 теоремы (1.8) доказано, что

Ф,п ։(1)=|ф(и+1)(х) -h SiV>(x)+ .. . 4֊S?V (х)! •" • (3.4)

где числа Տ-”\ v = 0. 1. 2........... п определяются из тождества

m m
Ո(<-Ւր,)==^տրր '•
*я 1 k-0

Нам теперь остается выразить (tn — I )-ую обобщенную е-нро- 
изводную функции р(.х» через ее обыкновенные производные и срав
нить полученное выражение с ?„։.:(х)

Имеем

Ф?(*‘ = |Ф|(х)е71ХУ •= 1ՓՆ՜)տ՛'*)' = ’Ф"(хЫ- rp|'(x)]e‘ ՝.
Далее имеем

•у/х) = [*г!х)е >■ *'*]' = фГ (xi т։О'(х)|е!' = 
=[Ф"'(х) -1Հ. — rj-ffx) I г։т,'/(х)|е>-՝.

Продолжая этот процесс щ — I раз. получим 

•?«i։a)-H<nl4>’U)+ sf՞'+ . .+si,n"y(x)|f"''. (3.5)

Сравнивая (3.4) и (3.5), получаем

^|^ = Фт-.(*)*х- (З.г>)

Используя последнюю формулу, покажем как преобразуется

։ Л” ՜1 1,1
R„(u, t)=Jtr 'dl, ... j l’„" ,n ' 'dt„ I Mt-. I 

II՛ u u
после замены t с ’.

Нетрудно заметить, что

Rn(u, t) =ги(я, x)^je 7։X|dxjje °' ;,)х‘ tlx» ...

*п I ՝n
. .. ie”" :,։ '“"dx,, >(x...,)dx„,..

9' V

, 1 где xk — In , 
‘k

7. == hi причем берем арифметические значения

логарифмов.
Для завершения доказательства теоремы нам остается выразить 

а, через производные функции ф(х>.
Заметим, что согласно теоремам (1.1). (1.3) 1 1 ®v.u) 

у «= 2, 3, ... . и = е՜’, значит
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а. = -е ՛>՝ <“> • (3.7)

Этим теорема полностью доказана.
Определение 3 (<?), Формулу 

р 
" а е(х’а,с 

ф(х) = \.~. I —- <1ч + ги(а, х). (3.1)
*-°՜՞։ 1 ГКч-Нх)

cY “-°

гдех£[а, оо)5 а О, простои контур С> охватывает окрестности 

нулей функции П(’ + Y-j, а
к-0

X X,
гп(а, х)=\е ■•’Х1(1хДеЧТ։“1,>х’ dx. J’PD+i(xn4-i)dxn+i

будем называть обобщенной ^-формулой Тейлора, а ряд

(З.Г)

который получается из (3.1). после перехода к пределу, когда 
п -> со (при соблюдении условия сходимости), будем называть обоб
щенным е-рядом Тейлора.

Определение 4 (е). Число х называется порядком равномерной 
сходимости ряда если оно является порядком равномерной схо
димости ряда 

оо

?(») - У 4
•*-0

ժ;. 
ПК+Yk) 

к-0

где I —е \ и = е՜0 на сегменте [0, п].
Введем классификацию функций ф(х) = ®(е՜*) т(0, где է £(0,1).
Определение 8 (е). Функция ф(х) на (0. со) принадлежит к классу 

функций С. п 1./С.-П .(0, оо)\, если функция
Пг, ( Пт. )

( I J ՝ I । J ՛

?<1) ?(е-х)£СГп ДОЛ).
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Определение 8'{е). Функция ф(х) на [а. о.-.). где а>0, принадлежит 
к классу функций С, п >- /С. п [%. оо)\, если функция

М է М )
<Р(0 = Ф(е х) С/п ,(0, и|. где ц = с“".!'"■!

11з определений 8 и 8' (<?) следует.
Теорема (3.2). Пусть Функция: С „ .(), оо). тогда для

Пг!
I ։ J 

всякой точки а£(0, со) существует последовательность чисел oyJ. 
где 3 = 5(а, [у,]). тикая, что при х - :ճ<Հօօ сходится ряд

Հ»
х а I<-М = У֊_^֊ I ֊г----------- d<- <3.8)

Ժ ,-р*—I w

где х> 0 - некоторое число. ait = е " ’й/х), а փո(ճ) ո-ая обоб
щенная е-произвооная функции.

Замечание 5. Не нарушая общности, впредь вместо 5yv всегда 
будем писать у,.

Для доказательства теоремы достаточно заметить, что сущест
вует число 7-^>0 такое, что при ։ (0. и], где и — с ։. сходится ряд 

«-ri*
Г UT

•(1) ճ՜շ^ր | 7------------ ւև’
«-о ։! П(*-н.)

»-0 
где ?(է) = ®(е *) ։Хх).

Последняя теорема может быть применена к суммированию асимп
тотических рядов, а именно справедливо:

Теорема (3.3). Асимптотический ряд

С.,+ -г4+ ... Ւ>-ր ■■■■ <3.9)

определяющий функцию i(z). всегда суммируем при помощи 
факториального ряда по последовательности чисел )у [. ког
да Re(z)>ac, где >. 0 некоторое, число, если существует 
ф(х) С п рО. о՜) такая, что в некоторой точке х (0, оо), ՝ м

ф(։"(х) — сп । . п — 0. 1,2............a. z = сгс .
Из условия 'ХхУ^С. п Հ0, оо) следует, что

Ж
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’Ях)
е-(‘֊хК

ПК+г.)

V-0

где ճՀճՀօչ, х։>0 некоторое число, превосходящее порядок рав
номерной сходимости последнего ряда х

Составим интеграл 
00

P(z) (3.10)
а 

который существует для всех z при Re(z)>-z. 
Обозначим х — % = х', тогда (ЗЛО) запишется в виде 

00
H(z)—c։J=(e /x'Xa4֊X)dx. (ЗЛО')

о
Интегрируя (ЗЛО') по частям, что законно в силу леммы 2 тео

ремы (1.81. получим
ՒՆ) - С.+ + -ф- + • ■ • + + Rn (z), 

<х>
где R«(z> = -^Tr ( е-"ф‘" ’։)(х T֊«)dx.

и
Но условию теоремы <’"'(«) Գ-։ , k= О, I, 2. ... , значит

1-Ն) = €«+-֊-+ •••

Оценим теперь сверху Rn(z)|. когда Re(x)>x>0. Для этого 
заметим, что в лемме 3 теоремы (1.8) доказано, что

1У"’(х) <С(х։) П'х1-гГ.) (е-е)“е',(х ”.
к-1 

где %?^>7.^-стс произвольное число, а<2>0 абсцисса сходимости ряда

S ” I \ I
У вп СХр I — ZY v . 0<г< 9 .

п-1 \ ։ •*/

Последнее неравенство показывает, что

1 '> ”(х+а) |<С (•/.,) п К*. + Г*Же ։)V<
k-1

Согласно полученному неравенству имеем
։։|R»(4K^ri(*i+Yk)(e z)"(e “'“'Mx.

1 ’ k-l i

или, при Rc(z)>> z։>-x.
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(е-е)пП(*-гТк)

,R„(z)|< С,(х) , ֊֊֊

Ո 1
X.S---г. Ն

ПИе £)rJe

2 .ti-j-l

Из последнего неравенства следует, что 

определяет функцию F(z) единственным образом, следовательно 
F(z| — f(z) и

сс • с»
i(z) — сг = е ‘Ч(х 4- a|dx = j e-i՝”’4(x)dx.

(I «

Функция ?(t) = ф(е~х) на |0. и], где и—e՜’ разлагается в обоб
щенный ряд Тейлора

?(օ՜տ > i 4r֊;d;՝ 
n-o J -»-.o

Значит

где x։ > %,
Нетрудно заметить, что при Re(z)2>x будем иметь

где С„ —окружность -| yn |*=Yn о, причем 0 < о< х.
Совершая почленную интеграцию с перестановкой интегралов 

(что законно), получаем
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со

К?) - գ=£
п-0

«п_
2r.i

dz

Так как Re(z)>x, значит z находится во внешней к контуру 
Сп области, а так как подинтегральное выражение вне контура Спкроме 
полюса ' = z других особенностей не имеет, заключаем, что 

dz
2«i

Գ
Следовательно, ряд

Ո 

(*-Հ)Ո«+ն) 
v-0

__  I

П(2+тД

i(z) = cft4 У 

n—О

Я|>

П(*+Г.)

сходится при всяком z. Re(z)>x = Gc,
Этим теорема доказана.
Докажем предложение, являющееся обращением теоремы 1.3.3).

Теорема (3.4). Если асимптотический ряд f(z) ~ с0 ֊R
р

• • • ֊■+••• ори Rc(z)ас լ>0 суммируется методом фак то-
z

риального ряда по последовательности чисел | Tj. * 0. 1,2. •••.
Հօ = Օ. тогда существует единственная функция 6(х), принадлежа
щая к классу

С . и Да. ОО), {?rj

такая, что ։/к>(а) = ck+։ . к=1, 2. •••, причем порядок равномер
ной сходимости у. обобщенного е-ряда >(х) равняется ас.

Действительно, составим ряд

вд֊с.=]М— 
"֊° Ո(շ+ւ> ,-0

который согласно условию теоремы сходится при Re(z). где 
п+1

ап -г V ск8п'м‘ к. а числа Sk։> определяются из тождества

к-2 
п я
П(х+гД = £зГхп-к.
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Составим теперь функцию

где

или

Zj >ас , uf (О, I). t£(0. и].
Очевидно, что в силу теорем (1.7) и (1.8)

։։-г։~ Л

-И* + *’ՀՏ тг^֊ «• 
п-о J П (£*Ьт.)

х,—I» ■--О
Легко заметить, что

Ф՛”’{։) = £„,, , п =0, 1.2,

или

Действительно, согласно формуле (3.5) имеем
Ф„+,(г) ЗГ'Ф'Чг) +■■•-֊-З^Ф'иЛс’”'

Фт+1(0) Ф1”+1’(0) i Տր’Փ1°”(0)+--- րՏ£”Փ'(0).

Полагая ф(х 4-а)—Ф(х), т-Ь1=п. получаем

а„ = 4֊ S'," ” ф’”-։)(а) + ■ ■ • I- Տ^1|Փ4«)

Задавая гл значения ш=1. 2,-•֊, получаем треугольную систему 
линейных уравнений относительно 'У';}(я), к = 1, 2, ••• . (тф1).

Решая имеющуюся систему уравнений и зная, что
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ո+ւ
а|։ = У СкՏ}'Հ։'\. получаем 'Уп,(а) = с։։ : . п = I, 2,--- :

к-2
нетрудно заметить, что и с, = }(*)• Значит /П|(а) •=.cn* । при 
ո«0, 1, 2, •••

С другой стороны, на основании формулы (1.19) леммы 2 тео
ремы (1.8), а также теоремы (1.7) получаем, что порядок равномерной 
сходимости обобщенного е-ряда функции 'р(х) равен գ .

Этим георема доказана.
Объединяя теоремы (3.3/ и (3.41. получаем:
Теорема (3.5). Для. того, чтобы асимптотический ряд

, С- ф+"+>+ ■■

определяющий функцию i(z), суммировался методом факториаль
ного ряда по последовательности чисел | yj при Re(z)><?c>G. 
необходимо и достаточно, чтобы существовала функция

•р(х)£ Ср1 [«, оо)I N
такая, что й,к|<а/= ск+։ . к « U, 1. 2. -••. причем порядок равно
мерной сходимости v. соответствующего е-обобщеиного ряоа Гей
лора равен сс.

Отметим также предложение.
Теорема (3.6). Если асимптотический ряд

с/ \ I Գ . , Сц։(z)~c»+ z -I---------Ւ֊^ր

методом, факториального ряда суммируем ко послеооаательности 
17Հ при Re(z)>a<->0, тогда этот же асимптотический ряд сум
мируем по тому же методу ко любой последовательности [У, |.

00 1, , , V со, для всякого г, прикогда начиная с у = I. у, > у. и Լ../ . < <> , {

v-l
Re(z)>a‘. где

Действительно, пусть ряд

= (3.11)
п ° 11 (х~гу,)

V-0
сходится при Re(z)> ст .’

Тогда в силу теоремы (1.5) функция j(z) — cft разлагается также 
в факториальный ряд по последовательности |’Հ), где начиная с ?-=!.

« |
հ у и V Լ_ = со, причем каждая точка сходимости с > аг , 
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յաօ = 0 ряда <З.П) является точкой сходимости также для ряда

-------  (3.1 Г)
՞ ’Пе+тЭ

...о

Этим очевидно устанавливается, что абсцисса сходимости ряда 
(3.1 Г) не больше ас.

Так как числа Щ:п>. k=0. 1, 2,-՜1. ”. получаемые из тождества
Ո п
П (*+»)=£ eJV*

к-и

называются числами Стирлинга, будет естественно числа ] St”'!, по
лучаемые из тождества 

И И
n(z-rr.)=VS[“’i!՛ к,

называть обобщенными числами Стирлинга.
Впредь под символами S?՛. k=U, I. 2. ---.п будем понимать 

обобщенные числа Стирлинга.
Следующие две теоремы могут служить в качестве признаков 

суммируемости асимптотических рядов методом факториальною ряда.
7еорема (3.7). Пусть функция f(z) задана своим асимптоти

ка
Сп 

ческим рядом i(z)~֊ ' и рядLt 
n —1

п

ГГ

имеет конечную абсциссу сходимости а,. ^>0, тогда

—
П1г+т.) 
.«О

причем абсцисса сходимости последнего ряда также равняется . 
Для доказательства теоремы заметим, что ряд

V֊ д»
—J г.
п-0 П(2+Г,)

ч-О 
сходится для всякого z, удовлетворяющего неравенству Re(z)>ac.
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Составим далее функции

• + ւ- 
р

« / 1 с»
<Лх) V^;o։(x)=V I -------
П-0 п—*0 ։ I П(£4~Т.)

v О
и

- 1
f,(z)= |c '4(x)dx- jt։ 

о о

где

■■»

**>-v Ջ I »■՛■՛ ■*՛'•• 

П ° , ' П(£“ Tv)
v о

Очевидно, что функция f,(z) определяется единственным образом 
в силу единственности функции ?(t); учитывая то обстоятельство, 
что ряд

л

П<?+г.։

при Re(z)><7c на [0. 1| можно интегрировать почленно, получим

W = v^֊
->-0 I I(z + rv)

>-0

С . ругой стороны, интегрируя ко частям

!,(z)= )е “TlxldK,

получим
ои

Мг)> ֆ+ֆ + ■••+ |:-+ .Me -Vn'<x)dx,
О

НЛИ

т-
Сп
Z|։
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Учитывая единственность функции f(z), замечаем, что

Цг) - f(z).

Значит при Re(z)>or

iUl- — 
՛-« rhz -ւն) 

,-(I

Последняя теорема существенно упрощается, когда последова
тельность чисел [yj удовлетворяет условию ■' Հ а>՝/, где v=L 2.---. 
а ш > 0—некоторое число.

Теорема (3.7՛Հ Пусть функция f(z) зааана своим асимптоти
ческим рядом

и
а |«п <С-П (х I Y»)‘ г^е v = 1. 2, • •*>>«>0, х>0—не- 

у -I
о— ։

которые числа, и„=\с\ EiTi'k.
ս~շ

=х
Тогда ряд сп z-n iсуммируется методом факториального ря- 

л I
да по последовательности (у при всех z, для которых имеет 
место неравенство Reiz) >%.փՅ, где o>w.

Для доказательства этой теоремы нам достаточно заметить, что 
из условия

Ո

Ип '-֊ спей*?*)

следует, что при достаточно больших п

ո 1
—(» + տ)ճՆ ո I

i с lin __________ ք» 1 ՚ո ո C
ПСл-гГЛ®) Пт-

I I i I

-(^4)L։ _5֊4֊L --1'՛՜-՛
■ IV ГН 'r W

^Ce 1 = Cuti

Iде £։>s>0 сколь угодно малые числа. С. C2(&i>.
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ос 8-;|
Так как 5>w, то ряд сходится, следовательно, схо-

II — I
ОО

дятся также ряд У -—2----- , когда Reiz) х - 5.
п-u I ]iz+yJ 

v-l>
Дальше доказательство теоремы г;-одолжается так, как и гео- 

реме (3.7).

§ 2. Факториальные ряды, как аппарат суммирования 
расходящихся рядов

зг
вз

Доказанные и предыдущем параграфе еоремы показывают, что 
факториальные ряды могут быть рассмотрены как аппарат суммиро
вания рядов.

Для обоснования этого следует показать, что этот процесс удов
летворяет условиям:

I. Метод суммирования регулярен, т. е. всякий сходящийся ряд 
преобразуется также в сходящийся ряд.

2. Если данный ряд суммируется методом факториальных рядов 
« по двум последовательностям 1-։ ՛ и :Հ՝. то суммируется к единст- 
է ՜венной сумме, независимо от взятых последовательностей.

Речь идет о суммировании рядов вида

Գ) 4- С| + с֊» -f- — (3.13)

Не нарушая общности, мы можем рассматривать ряды вида

Ряд (3.13) получается из (3.13') при z- 1.
Покажем» что процесс суммирования методом факториальных 

рядов регулярен; для этого заметим, что если в теореме (1.5) гл. I 
настоящей работы положить у - и, v и, I. 2,••• (ла что мы имеем 
право, так как в геореме нигде не использовано отличие от нуля 
чисел '(Կ. v 1, 2.---), тогда получим предложение.

Теорема. Если функция f(z) при |z >$.>’) представляется 
сходящимся рядом

ВД-с,+ ^֊ + ֊3-+ . (3.13")

то функция j(z) разлагается в факториальный ряд по любой по

следовательности } у’}. если только 0 

Известия VII, № 1—2

се
« Ճ 

»->
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причем каждая точка <з, где Jm(a) = О, сходимости ряда (3.13") 
является точкой сходимости, полученного факториального ряда

П(г-г 

v-0

Этим регулярность процесса суммирования ло методу факто
риального ряда можем считать доказанной.

В частности, получаем, что если ряд с0-г -----F • • ■ ՜ր _ + •••- ' о cr
сходится, то сходится также ряд

Գ + Ճ ֊֊------- W = £ ck S’n7\ •

ո“0ք1(օ+Ն) k"J
I 

притом к той же сумме.
Теперь покажем, что если данный ряд суммируется по методу 

факториальных рядов по двум последовательностям |yj и iv’j. то 
суммируется к одной единственном сумме.

Теорема (3.8). Пусть ряды

вд-Ьн1—
п-<՝П(3+т')

П4-1
V с'О’-н Оп— Հ , Си k .
k-2

Ո՜’
I Ո։?+ր;> 

Տս"-’’=֊4։

п П<а : Г?
♦-о

П 4-1 .
где о„ = У ckSj"

к-2 

_ " ՜ ' 
( ГШ+тЛ 

տլո-յ> -—Լ- I jlJ—-—(j£. 
21Հ1 I Հ” л 

*յ с с

при данном a, Jma 0 сходятся, тогда f։(z) L(z).
Составим ассоциированные с функциями f։(z) и fa(z) по Лапласу 

функции tpj(t) и փ2(է).
Нетрудно показать, что

փ>(0=Ջ^ր֊

ո-° J Ո^+ր։)
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г'и;

■.-Cl

:где контуры С, п С, -охватывают окрестности полюсов подинтеграль- 
ных функций. Эти ряды сходятся на (0, 1]. причем порядок равно
мерной сходимости каждого из них нс больше о.

Сделав замену переменного 1 = е~х, получим:

[ ?,(е ») = ф1(Х) = У]_^_ I ___£-------- di.

-« J ПК+г.)
С, V -О

Հ\
■ I (к

<р,(е-Ч-Ф.<х) = 2 -^֊ I ֊„—------ ас.
' J П«+Т.) 

c' *-o
l Ыеем M <»

f.(z) = [e"4(x)dx, f։(x) = (e-’Wz)dx.

<> 0
где Re(2) > a.

Проинтегрировав последние интегралы по частям, соответственно 
получим:

•V'
сг‘ +{? + ••• + > + ^fe-”'>i',’(x)dx, 

О
և(*) = ֆ+ ֊!+■■■+֊” ■ -гfe-^i«>(x)dx. 

о
Обозначим 

«0 «X
-1 f e-^l"’(x)dx = r,n(z). 2V f e-”W)dx = r2a(x). 

о 0
где Re(z) > a.

В силу неравенства (1.19') имеем 
п 

|i',n։(x)|<c(z) П(х+т>)(е-։)"е“, (1.19-)
>• 1

тле х£ [0. оо).
Имеем также

1'ԽՈ (x)|<c(z) Ц(х4-г;>(е—sjnc'\
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где Мп 5..ЛН-, п = 1, 2.
ТПп-1

Ն °

Эго значит, что JO. оо). ։к.(х) 1՜ Ci JO.
I Bln I 1 Hln I

вательно,
I / M k:imn I , к. - k "n»n
lr^>|<-|7p- Kt*)|< ,z..

Re{z)J>x = Գ- >0.

co), следо-

ИспользуЯ решение проблемы Ватсона, убедимся, что Աճ) -֊ L(z): 
следовательно Աօ) =i2(a).

Этим теорема доказана.
Теперь естественно поставить вопрос возможностей предложен

ного метода суммирования рядов.
Различим два понятия:
I. Процесс суммирования условимся называть сильным методом, 

если он данный ряд преобразует в сравнительно быстро сходящийся ряд.
2. Процесс суммирования будем называть мощным методом, если 

по данному методу суммируются ряды более широкого класса.
Заметим, что сильный процесс суммирования может оказаться 

маломощным методом (процессом) или. наоборот, более мощный ме
тод суммирования в применении к отдельным рядам может оказаться 
слабосильным.

Докажем, что метод факториального ряда суммирования рядов, 
является наиболее мощным методом суммирования.

Действительно, пусть имеем ряд

СсЧ-сН-См + ••• 
или ряд

Если этот ряд определяет единственную функцию, то последняя 
должна быть представлена в виде

fU) = c,-|--^ + ... + А. 4 го (г),

где r„ (z)' гпн k'! zдля всех г. удовлетворяющих неравенству 
Re(z)>o (о?> 0—некоторое число).

Это значит, что существуем функция 'P(x), ассоциированная с 
f(z) по Лапласу:

i(z) = \e՝z4(x)dx 
о

и такая, что о(х) Հ С/тц j[0, се), О1Г1>(0) = Cn+i. п—0. I, 2, ••• и 

' ’Хб(х)] = V-
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Функция Ф(х), а с ней и f(z), определяются единственным образом 
только тогда, когда класс Cj п1) |խ.օօյ (в смысле Карлемана) является 
классом аналитических или квази-аналитических функций.

сс

С другой стороны, известно, что ряд V G,՜' суммируем по мето- 
•«

п-0
ду факториального ряда, если существует функция й(х)>'С.п ДО.оо),

М

где т\==3, v-l, 2, ■•՛. ()<о< оо такая, что ։У " (0) сп., 
ПК - |

П = О, 1. 2. .
Из последних рассуждений заключаем, что асимптотический ряд 

. СI«О + ~ +
определяет единственную функцию f(z). если ассоциированная с f<z) 
функция ’р(х) = ?(е х) = cp(t.r С/П1 յ{0. 1|, причем существует такое

конечное число т. что limfo(t) —0. Но ряд с,)—— ՜՜ н- - • •
t-.o ‘ ? 2

суммируется методом факториального ряда, если '^(t) -С. ։։ ЛО. 1] 
՜ ՛

{в смысле определения 8), где у,———о. v = l. 2. - • 0<"3<Հ со.

■Заметим, что
С(” )«>■ Ч=С| пи Ч.

(П..(
причем неизвестно

cfn |(О. 1)сС։тп)(0. 1] или С;й ЛО. !]= С,тп}(0. 11.
Ir'l . lH,՝j

В последнем случае получили бы. что определяемость асимптоти
ческого ряда и его суммируемость методом факториального ряда 
ос у ществ.՛ । я н >i с я од повременно.

Но и без этого, тот факт, что С< ЛО. ljaCfn .(О, 1]. гово- 
1 mn i 11 II՛, ''•/

рнт о том. что метод факториального ряда является самым мощным 
из всех известных методов суммирования расходящихся рядов, потому 
что все известные методы суммирования, возможность суммирования 

оо 
уч Сц

ряда х связывают с фактом аналитичности функции
п-0

С» + С,г - г5-• • • 4- ֊;՛֊2՞ + ■ • •
в той или другой области.
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§ 3. Аналитическое и квази-аналитическое продолжение функций

Определение 9. Условимся говорить, что бесконечно дифферен
цируемая функция 'р(х) задана своим элементом в окрестности точки 
а, если задана последовательность чисел J е„} п=1.2. ••• такая, 
что փ* "*(՝«) = еп->. п ■==• 0, 1, 2,--

В случае аналитичности функции Ф(х) такое задание функции 
равносильно заданию тейлоровского разложения функции 0(х) в ок
рестности точки а.

В случае квазн-аналнт ичности функции փ(.\) элемент функции 
также определяет ее н некотором интервале, содержащем точку а.

Очевидно, что другие классы бесконечно дифференцируемых 
функций своими элементами однозначно не определяются.

Так как аналитические и квази-аналитические функции своими 
элементами вполне (притом однозначно) определяются, то для них 
ставится проблема аналитического или квази-аналитического продол
жения, когда задан элемент данной функции.

В настоящем параграфе рассматривается несколько георем такою 
характера.

Для этого достаточно обратить теоремы (3.5), (3.7). (3.7') пер
вого параграфа настоящей работы, выражая их в терминах функции 
б(х). являющейся ассоциированной с f(z) по Лапласу функцией

Определение 10. Мы говорим, что функция аналитична в ^-об
ласти D(x. [Yv})j определяемой последовательностью j у.։ | и а > 0, 
если она разлагается в обобщенный ճ-ряд Тейлора по последова
тельности |YV1*, сходящийся при х , [а, оо).

Замечание 6. Заметим, что если функция Ф(х) аналитична в 
^-области D\«. |yJ), то'Хх)<С1а .[«. оо)СС| 1Ոյ. (a. օձ). где 

l?rT " ■ 
и

mn = Пт,н. следовательно, или аналитична в некоторой области, содер- 
1

жащей |а, ас-), или квази-аналитична на [а. х>) с точным указанием класса.
Полученные теоремы соответственно будут занумерованы (3.5*). 

(3.7‘) и (3.7м).
Георема (3.5*). Для того, чтобы бесконечно дифференцируе

мая функция заданная своим элементом в окрестности точ
ки аб(0. ->՝). -/"'(я) = с„tь п=(), I. 2, ••• продолжалась аналити
чески или квази-аналитически по е-области D(a, | yj), определяе
мой последовательностью и %, необходимо и достаточно,, 
чтобы, ряд

ПО П + 1

У п (1п — . ?ժժռո=]լ CkSSn-k

«-<՛ ritz-TY.) k՜2
v-U

сходился при Re,z)2>oc. a. >0—некоторое число.
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Легко заметить, что доказательство этой теоремы отличается от 
доказательства теоремы (3.5) лишь тем, что в этом случае необходи
мое и достаточное условия переставлены местами, поэтому мы здесь 
ее доказывать не будем.

Теперь выразим в терминах функции >(х) теоремы (3.7) и (3.7').
Эти теоремы очевидно будут одновременно являться признаками 

аналитического пли квази-аиали՛! ического продолжения функции.
Теорема (3.7*). Пусть бесконечно дифференцируемая функ

ция *(х) задана своим элементом в окрестности точки я (ДО. с- ) 
= сп+։ и пусть ряд

n 1-zS—
« 1G п + 1
V» «п е \д . cm- >՝> п . toe <ju = У CkSn-i и 
•в ։ յ՜լ՚ք*

1

сходится npu ^t{7.) <J, , тогда функция 0(х| продолжается анали
тически или квази-аналитически по е-области, определяемой пос 
ледовательностью [ ■' ; и х.

Эта теорема также не нуждается в доказательстве,.
Между прочим, теорема (3.7*) позволяет установить также в ка

ком классе Cf n Да, ) продолжается функция у(х).

Действительно, в силу теоремы (1.6) нетрудно заметить, что если 
функция б1х) продолжается по ժ-областп D(a. |), то она продол
жается также ио f-областн D(a. если только, начиная с у=1, 
1>Т.

И \ — ОО.
I

Однако обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Заме
чание 5 в силу теоремы (2.9) показывает, что функция 0(х) может 
аналитически или квази-аналитически продолжаться ио ^-области 
P(a. iVj) тогда, когда она нс продолжается по ^-области

D (a, |Yj).

Таким образом, теоремы (3.5®' и (3.7*) нс только вообще отве
чают на вопрос возможности аналитического или квази-аналитиче
ского продолжения. во и указывают класс функций С, я |[а. *»).

ւՓ' I 

которому принадлежит функция 0(х).
Теорема (3.7'*). Пусть бесконечно дифференцируемая функ

ция •■р(х) задана своим элементом в окрестности точки а (О,ос)
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| <*П , —

п + 1
V с<" ։»Ск о,, (։ •<
Jt-Չ »— ։

где х><Л и начиная с некоторого номера р, yp._:<ov. (v=p, р4-1.---), 
тогда функция -р(х) аналитична в области

I е-՞1-”'֊ 1 <1.

Для доказательства этой теоремы заметим, что ряд 
ОС

f(zj = V —----------- сходится при Re(z) > х — 5. где о > w > 0.
п-о n(Z-f-Yj

*—О
Согласно теореме (Ь5) функция f(z) при Re(z)>x — о разлагается 

также в ряд

-О 1 hz-յ֊Հ)

где у у,. когда ՝/< р и Հ — «v. когда v> р. 
Составим теперь функцию

*,+։*

?pO) = (-l)pV

n-p

Известно, что полученный ряд при է-ՀՂ 1| можно дифферен
цировать любое число раз.

После р -кратного обобщенного дифференцирования ио после 
довательности получим:

«I+։»

I Гр- I 1
Hi-----------
Ո(Տ+Հ)
*“Р

3 силу формул (4) и (5) главы И работы [1] получаем:

ос

?|<(1) = (~1)|,^’(- I)1՜" Ч՛,^՛ ։>-։Ա’ Հ’ Հ.+ 1- ”• Հ,)լփ՜փ՜' ' =
Ո-|>

п-р * 1
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или
ОС

։’р-1?р. ,(։) = ։"”’" “У ( ւ)"*"Լքլ=ր֊- 

п-0

причем ряд в правой части последнего соотношения сходится на 
(0. 1]; следовательно он сходится в է՛’ — 1.<Հ1. Это значит, что функ
ция ?(է) регулярна в |Г—1 <1.

Составим теперь функцию
<1 +1 «■

Ш =֊- £֊&
—— Ճ.

П-0
flG+Ն)

• 1«в ».-0
Очевидно, что функция ф#(х) получается из ?(։) после замены 

переменной է = е ։. Это значит, что функция ?,(х) регулярна в об
ласти | e~wX— I j < 1.

С другой стороны, замечаем, что

Հո)(Օ) = Օո+ւ. п = 0, 1. 2.

Это значит, что

^(z) = ’y(z + «) ='ИИ» 

следовательно, функция -՛ՀՀ) регулярна в области

|е 1 ;< 1.

Этим теорема доказана.
Покажем, что теорема (1.5) может быть использована также для 

аналитического продолжения некоторых рядов Дирихле. Ньютона и 
Р. Лагранжа.

Рассмотрим две последовательности чисел av = ir'j. ( 3, = vy . 
v=l. 2, ••• , а и и V—произвольные, отличные от нуля комплекс
ные числа.

Пусть последовательность чисел j ՜հ удовлетворяет еще условию 
ո 1

<-г ՛ • где а 0—некоторое число, а 

c/e)_«Re(± + -L).

Все эти условия в совокупности будут называться условиями 
совпадения.

Докажем .еперь предложение о совпадении особенностей на об
щей прямой сходимости некоторого ряда Р. Лагранжа и ассоцииро
ванного с ним ряда Дирихле.
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Теорема (3.9). При выполнении условий совпадения на общей 
границе (прямой) сходимости особенности рядов

g(z) = V (Jn ехр 7'ճ( а 
п-1 >- I '

и

Д ո 1 а~
«ճ) = լ«ո ц------ ֊՛

1 '֊» । +4֊ 

совпадают.
Для доказательства теоремы рассмотрим функцию

(3.14)

(3.15)

” 1 < 
M(z) = П------- .. *

>-ւ I 4-А 
F,

(в силу условий теоремы функция M(z) существует) и составим раз
ность

После вынесения общего множителя за скобку, получаем

gp(z) -
М(2)

(3.16)
Докажем, 

можно указать
что для произвольного заранее заданного числа г>0 
целое число по>0 такое, что для всех р > п0 будем

иметь ('■} ֊ f|։(z) I 
m(z) ; <€ равномерно для всех удовлетворяющих

неравенству Re(z)>ac а, где ас — общая абсцисса сходимости рядов 
(3.14) и (3.15).

Примем обозначения:

Ап— Цпехр
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и применим преобразование Лбе.: я

Известно, что при ո • для конечных ճ справедливо:

Для краткости обозначим

С одной стороны, имеем

а, с другой стороны.

v, («) v(z) v?(s)е -' = -ТГ ՜^ւ |<|v.W M|>|v,(z)|.

Из (3.17) для достаточно больших •/ получаем:

(3.17)

, , . . Z5 7.' , , [ ZJ , 2Э|v,(z)| ֊..г -з£--Ь --г Haf т ---------
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ГО"
(3.179

* : Z

а

С

где с постоянная, зависящая от |zi и и, v. 
Таким образом.

Следовательно в

где с։ зависит, как и 
Оценим теперь

, vjz) 
|С

С

■(
(3.18)

силу соотношений (3.17z) и (3.;8) получаем 

|В„֊вп+н<-£-.
• й I 1

С. от ;zl. u, V.

<ю
У |v։(z}[-exp| У |v,։iz) ).

С I
Зная, что |\\(zi <Հ ՜^- и учитывая сходимость ряда V ֊ , бу-

СЛ

дем иметь

где с, = с2( | z I. v, и).
Перейдя теперь в формуле Абеля к модулям, получим

; ч
VA„B„

!՜ и--Р

It

AJ+ вч у.\,։, 
П1 {I

а после замены I Вп Bn Н и Bql своими мажорантами будем иметь

ч-’ II

У л։п
п-Р • п- I ||П -Р

|Bql = l I —exp
՛<։•*■

q * 1

И» — |)

Q

п р п

Для завершения доказательства теоремы оценим сверху также

Лк|

1м сем , Аю

1>

II

У, «и ехр
т-р

х.

tn

обозначим Ац| Ош ехр
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Тогда, имея и виду, что у нас введено обозначение Re^

-t- ֊ j = о(а). для I в,„ I и I в’П1 — bi:i- iV соответственно будем кисть 

оценки

Подстйнлня мажоранты I В':: > и В|Я —Вю+1: в неравенство

получим

max
I՛ ш<«

и-։
Sib^-bl.i -֊|в;,|
т-р

где с, = с4 а. и. v).
00

Заметим теперь, что ряд VA^ при Re(z) — հհ — е„, 0<£Ա<Հշ, 

k- t 
с ход in с я рав. о мерно.

Зададимся теперь сколь угодно малым числом е։>0 и возьмем 
р настолько большим, чтобы

max 
р < ni Н

,к֊р



(3.19). получим:

В силу условии совпадения получаем

где

Вспомним теперь, что]
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Значит ряд (3.16') функции

И(*)֊
fiZ)

M(z)

сходится равномерно также и любой конечной области плоскости z. 
если только Re(z) > ас — где 0<Чв«£а.

Этим доказано совпадение особенностей рядов (3.14) и (3.15) не 
только на их общей прямой сходимости, но и в полосе

тс г0 <Հ Re(z) г=_-а,- . О < efts^ а.
Так как от чисел и и v кроме требования, чтобы они нс обра

щались в нуль (в теореме (3.9)) ничего больше не требовалось, зна
чит мы можем по желанию устремить и пли v к бесконечности, 
тогда соответственно получим теоремы:

Теорема (3.9'). На общей прямой сходимости, при выполнении 
условий совпадения, особенности факториального ряда

и ассоциированного с ним ряда Дирихле

g(z) «У Ли exp 
п-1 

совпадают.
Теорема (3.9"). На общей прямой сходимости, при выполне 

нии условий совпадения, особенности ряда Ньютона
՝г>

f(z) = V<jn
л I

и ассоциированного с ним. ряда Дирихле 

g(z) -֊ У ап ехр

совпадают.
Причем мы можем в последних теоремах соответственно пола 

гать u = 1, v = I.
Заметим теперь, что соединение теорем (1.5) и (3.9') позволяет 

сформулировать теорему аналитического продолжения для рядов Ди
рихле (при выполнении условий совпадения).

Теорема (3.10). Ряд Дирихле
со и |

g(z) = У а«ехр — zy —
11 1 I

л конечной абсциссой сходимости сс при выполнении условий сов-
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падения аналитически продолжается в область Rc(z)< с... если 
существует такая, последовательность чисел у'[, Հ > Հ.

I
Հ ֊/ >, что абсцисса сходимости ряда

« I
эд •■։ ,

Տւ(ճ) = V..\„exp ֊֊zV_, •
п-i »-։ * ’

где

Пг„ Ր п(1 + £)
A«=v«k<k-. е-ձտ՜ I d՜՛ 

»-■ ՜' 1 п>ш
с «•-։

меньше аг .

Действительно, составим ассоциированный с
эд 

g(*) = V^cxp
ո֊ I

факториальный ряд
ՀՕ 

f(z) = Ջ
n—1

On

Согласно теореме (3.9՜) особенности этих рядов на обшей пря
мой сходимости совпадают.

С другой стороны, нетрудно заметить, что, преобразуя послед
ний ряд. согласно теореме (1.5), получим

причем абсцисса сходимости этого ряда совпадает с абсциссой сходи 
мости ряда функции g։(z).

Когда абсцисса сходимости ряда 
эд 

И1(/)==У Лп ехр
п~ I

меньше з- . это значит, что f(Z) на прямой Re(z) - сг1; не имеет осо
бых точек: следовательно, на Re(z) — особых точек не имеет так
же и g(z).

Этим теорема доказана.
Заметим также, что теоремы f3.9") и (3.10/ позволяют доказать 

след у ю щее 11 ре л л о ж е и не:
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Теорема (3.10). Ряд Ньютона

F(z)=V«.,n(l-f) 
п-1

г конечной абсциссой сходимости а , при выполнении условий совпа- 
аения, аналитически продолжается в область Re(z)^>c<., если су
ществует такая последовательность чисел |հ՚;. у' > Հ, v = l. 2.....
« |
V— -оо, что абсцисса сходимости ряди

Замечание 7. Используя свободу выбора последовательности 
J/, ]. можем получить сравнилсльно удобные признаки аналитического 
продолжения факториального ряда, а также рядов Дирихле и Нью
тона.

В заключение параграфа отменим, что теоремы (3.9') и (1.5) поз
воляют судить о расположении особенностей суммы всякого факто
риального ряда на границе его сходимости.
Сектор математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 31 X 1953
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