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.MATEMATHЧЕСКАЯ ФНЗИКА

Р. С. Минасян

Об установившемся распределении температуры 
в призматическом теле полого прямоугольного 

сечения конечной длины

1. /Остановка задачи и построение решения. Рассмотрим про- 
странственную задачу об установившемся распределении тепла в приз- 
магическом г ел • конг-чний длины / с полым прямоугольным сечением, 
когда задав, распределение температуры на поверхности тела, при 
условии симметрии относительно плоскостей х— b и у — Ь, (фиг. I).

В этом случае; функция U(x, у, z) распределения температуры 
в теле будет \ еовлетворять уравнению:

в графичным y.’.i ֊виям

U(x, у. <)^R..(x. у), Ц(х. у, /) = R։(x, у), (1.2)

0(0, у, z) = Ui2b, у. z; - S„(y, z), L'(d։. у, z) = U(2b ֊փ, у. z) = 3։(y, г).

1.7.x, U, z) = U(x, 2bx, z) =T„(x, z), U(x. cl, z) - U(x. 2b։ — <1, z) = T։(x, z).

■ Здесь функции К:мх,у), St (у, z) и T, (x, z) заданные темпера­
туры поверхности тела, относительно которых предполагаем, что они 
имеют ограниченную вариацию, причем эти функции симметричны 
относительно плоскостей х b и у = Ь..
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Вследствие симметрии достаточно ограничиться рассмотрением 
одной четвертой части тела, ограниченной плоскостями х = О, х - Ь, 
у—0 и у=Ь։ (фиг. 2), причем в остальных частях функция U(x,у, z) 
продолжается симметричным образом. При этом на плоскостях х=Ь 
и у = bj должны удовлетворяться условия:

(1.3)

Функцию П(х, у, 7.) ищем в
KKZ

Տ1Ո--------:
/

виде ряда Фурье, расположенного по

.. . . . кг.гU- (х, у) SH1 —- (1.4)

где
/

2 Гтт, ч • K75Z . « ՛ । L(x, у, z)$m — - ciz.

Для определения Ик(х, у). умножив оператор Лапласа от функ- 

ции U(x, у, z) па-՜ sin —— <Jz и проинтегрировав от О до /, придем, 
/ Z

в сил\- (1.1) и (1.2). к следующему дифф; р; нивальному уравнению:

_ <НМх, у) __ / к- \2Լ. (v, =
՚ ժ\3 \ I )

= ~֊ (֊ 1)Ч(Х, y)֊R,.(x, у) , (1.5)

или, обозначив для краткости.

к уравнению

(х, у)

Lx JU (х. у)] = рк (х, у),

(1.6)

(1.7)
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где LK — к-ый дифференциальный оператор:

Граничные условия для функции ԼՀ (х,у) буду::

Un(0, у) = S. п(у), (d։.y) = SB .(у). ԼՀ (х.0) = Ն о(х).

U,(։,d)֊T>.,(։).-—I - = <>• Ա՛Տ)
tfX |х —b Оу |у-ь.

Здесь 
/ 9 ։• KTTZ

S«,։ (у) “ у i Si (у, z) sin -- dz. 1Հ ։ (x) ®

/
— J Ti (x.z)sin-y-dz. 

и
(1.9)

Для построения функции L'« (х.у) поступаем аналогично пре­
дыдущему |1|. Представим I'. (х.у) в виде

Լև. (X. у) =
և lx, у) при х d, 
И* (X, у) . х dx. y^d 
©» (х, у) , у >d.

(1.10)

Функции Լ (х.у), g, (х.у) и х. (х.у) удовлетворяют дифферен­
циальному уравнению (1.5), соответствующим граничным условиям 
(1.8) и условиям сопряжения

К (d։, y)=g< (d։, у). --^Ь. 
dx х-а, дх i-dt

g«(x,d,) (х. dj, °՞—[ =-^-1 (1.11)
(/у |>=d ժ\՚ |y=d

Представим և (х. у) и gfc (х. у) в виде рядов Фурье, располо-

жениых по տա ֊—— : 
d

ОО iC
k (X. у) = fr*(x)SHi -2ճճ֊. g։ (Х.у)® V gp. (\)sin ֊^֊ . (1.12) 

d *" dp-1 p«t

Ue
9 d -> d *

I I U(x, yjsin-1^ dy. g,-.(x)----^-lg.(x,y)sin-^- dy.
d J d d J d

I w Չ

Умножив оператор L, о: функции ffc (х. у) на sin -1Ջ- dy и 
d d

Проинтегрировав от 0 до d, получим, принимая но внимание (1.7) и 
(։.8), следующее дифференциальное уравнение для Ա (х):
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?К(х)-т!Ра ^'՝Рт-(^)֊т..«(х)]г I 

d Հ
— I pjx, у) sin <ly L (1«13է

общее решение которого будет

f ,.к (х) = А рк sh »,ш х 4* Bp.ch «р. x 4----— 1
Zp.d J

d
— Ն o(t)| 4- (t. y)sin֊ly-dy

здесь ։>»

p~
(1

sh x-.fx — t) tit; (1.14)

Аналогичным образом для gv. (х), согласно (I 7). (I 8) и (1.11Լ
получим:

gpjx)- «;к^(х)-֊^- p-l)1 &М) 

մ
2 г , . . pr.v .

֊ր — Рк (x.ytem -է֊-dy. 
(1 .! о

К0(х) 4-

11.16)

В правую часть уравнения (1.16) входит неизвестное значение 
ср. (X, (1). Ищем функцию ?jx, у) в виде

где

?« (X. у՝ = \ ?p«(y)s։n — -• 
. d» 

p-l 
d։

(X,у)sin<lx. 
մ j . 0 ։

Подставив значение ь(х. у) из (1.17) в уравнение (1.16) и Р’ 
шая последнее, находим:

Լր; k (X 1 ( рк silbCpK X ; Dpt ChXj.» X , I 1 I
?р<1 у ?.;Л<п ■ дкх 

ral= q" Y »’, <1,
d. d

- I ?.U. y)s«n
‘1 J

-’^-(ly sha.H(t -Х)(Н.
<1

(-D'Ljit)-

(1.15)

x
d

Граничные условия для функций fP»(x) и 1»Р.(х), согласно (U 
и (1.11), будут:



Об усгапоннншемся распределении температуры 81

^к(Ь)=0, U(d1)=gpK(d1), f;,K(d։)=gpK A), gPK(O)=epK; (1.19) 
здесь 

d d /
£рк= -- I SK.o (y) sin -^Հ- dy = i i I S0(y, z) sin -~5 - sin —֊ dzdy.

d J d d/ J J d I
O It о

С другой стороны, умножив оператор Ա от функции срк(х,у)на
2 р—х г

— sin ——'֊֊ и проинтегрировав от 0 до d1։ з силу (1.7) и (1.8) no­
di d։

лучим дифференциальное уравнение

(—l)PS«. I (у) —Sit.o(y) ֊

I Հ Ьк(х. y)s։n !Y֊dy. 
d։ J dj

V

общее решение которого будет:
у

Фрк (У ) == Ерх SЬЗрк У-Тf' рхСhРру.у г г՜ ~ \ ՜~ 
йрк d, J d,

H)4.i(t)֊

d|
— Sx,o<t))4- | pK(x, y)sin-—-dx 

J d,
shpPK(y—t;dt. (1.20)

Здесь рк pi լ i2 Դ d?

Прежде чем 
функцию gx (х, у)

найти граничные условия для <ррх(у), представим 
в виде ряда

gs(x,y)= у 4>pK(y)sin фрк(у) 
d,

d, 
“f 
d,J

^-dx. (1.21)

Поступая аналогично предыдущему, для ф?к(у) получим еле՝ 
дующее выражение

<1
Фрк (У)-Op. sh,3pxy֊i i(ркСЬРрку- —=4֊ 

,3РК d,
i>'

>JLd'
Sx.o(t) -

(1.22)

մ*
֊l?։(x,t)$in^-x dx shppK(t—y)dt4֊(֊l)'

? d«
p > 2pd2 v f1JX(d,) -nq-y

-Ji — ■ -;s։nv 
q*-l

Граничные условия для <рР,;(у) и фрк(у) будут:

т;к(Ь1)=0, ^(dj^jd). 4(d)=<J>pK(d), фрк(0)-^к (1.23)

nkCTHH VI, .V֊ 5-6. G.
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где = -=-֊ ( Ն.0 (х) sin dx =
dt J d։

d. / I
= —-— I I T«(x, 7.) sin--4֊ sin -K‘ Z dzdx, 3«— 

d,/ J J d, / -

2. Выполнение граничных условии (1.19) и (1.23). Исследование 
полученных систем. Удовлетворяя граничным условиям (1.19), после 
некоторых преобразований получим, следующие выражения для fptl(x) 
И gpx(x):

fpk(x) =— ֊ |B։.xChapab֊x)— VpxSho^xl -
ChaJ1K b

apl, d .
Ր7 
d

<1
I- j Px (l. y)sindy slia։:PK (X - t)dt.

gpx(X) = ^.»._X_ 
cha։>kb

cliOpUb d,)
орк ֊ vpk

ShOpxd,
sh^fdi - 
----- .chtXpx b

«i*d )
d

— Tx.o(t) I ?«(t, v)sin —- dy
d J d

sliapK(i x)dt —

I—I)՞ v . BwS-sin Ջ . 
^-.4’+^, <1,

(2.1)

При этом неизвестные B?.„ посредством которых выражаются 
функции (рк(х) и £рк(х), определяются из уравнений

I)1’г-1, shay, մ, у ( ЧТ
Зр«<Г <1= 7-Հ.

В соотношениях (2.1) и (2.2) пнедены следующие обозначения:

9 dl и
^ркв$;.х4- ' . ( ֊Тх.о(1) ֊ Ьх (է, у) sin —’-dy 

Х|>„ d J d d
shapKtdt,

b
*k = I'

aPKd .1 
d

- 1 p6 (t, y) sin-^Ջ 
J d

l)PTK.l(t)-Tx.u(t)

dy chapjb — t)dt. (2.3)



Об установившемся распределении температуры 83

Аналогично, для сррк(у) и фрк(у) будем иметь следующие выра­
жения

?рк (у) — ;---- — I FpK Chpj>K I bj — y)—GpxShip,; y]
ch?p. b։

' М 

d.

(֊ l)pSx.։(t) Sh.<>(t

| рк (х, t) sin ֊-^-dx տհ8բ%(\ — t) dt.
<1.

Ыу) shgp«y
сЬррк Ь։

F рк
сЬ£Рк(Ь, — d)
------  ՜ —<|;>х

sl։.8pK d
sh^K(d~y)— г ck — ----- ------

shppx (I

9

о

n <1 d՛

՜րր՜ f T՜ s“'o(l) ՜ f pK(x-11 si" V dx8pi<d j <՛ dj »• d I
sh3pK(t— y)dl -։-

+ (-»)"" ֊p-- У -^Uin -4Ջ1 
zd- q’ + d

где обозначено

(2.4)

Чр:< — (-D’SUl)֊ SK.o(t)

<1յ
+ \ Ph (x, I) sin —X dx

•; d։
ch3;„; (b. — t)dt.

2 •
jipKdJ d։ 

n -

<11
Sx.<»(t) ֊ (x.T)sin֊՛- ‘-֊dx

. d,
sh3ph tdt. (2.5)

При этом неизвестные Fp,_. входящие н (2.4), определяются из 
■•равнений

2(._l)?pd ' (_]pqi,։(d,)
FW“-- ——-—shjp.d ձ. —J—7^;------է՜ Գ«-

Для нахождения В11К н FPK из (2.2} и (2.6) вводим новые неиз» 
вествые п)?х и пгк, связанные с прежними следующими зависимостями:

Шрк = 1՜) ■ ^!>1‘ dj) 'z|.k SflSCf.x(ij ] է

Прк ֊-- |՜ > Fpt, сЬЗрк (b,—d)—qp,.shpp„d j. (2-0
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Подставляя значения Врк и Ррк из (2.7) в (2.2) и (2.6), для опре­
деления 1ПрК и п։,к приходим к следующей совокупности двух систем 
линейных уравнений

psha^dj chapK(b—dj 
mpx — -—-

chapK b
2pdi у___ п_Чк
ap« d’ q2 + г«рк q=l

+ (֊ 1)” Hpk 
sha^d,

Vpx 
chapK(b - d,)

(2-«)

psh3pKdch^K(bt — d) 2pd у___ ______
chppicbi dj q2-Ւ 5’Йк

_ւ (_ пр է*_________ qpx
I sh^picd chfc<(bj —d)

При этом формулы для коэффициентов fpK(x) и gpK(x), выра­
женные через Шрк и пРк, окончательно примут вид:

fp.(x) _chaP.(b^x)
chapK (b— d։)

x
(_։)p_ _JL. C ppK(t)shap« (t ֊ d,)dt 

p «pxd J,

2sh«|)K(x - d,) .՛ 
apxdchxpidb—d։) J

Р.-Հէ) s:։apk(b t)dt.

g₽.(x)=
sha։>Kd

_ J jf'T՛ 
P

sh«pK(d. — x)
shXpK dj

2 Ր
• —i Qpx (է)տհ«₽։։ (dj- t)dt 

apKd J

1 sbaPK1 dt -r 
«Pxd .

£ph 4՜

-Ь(֊1Г
о Ж

2:՚<։? у (-1 г Пцх . q^x 
՜ '՜ , <|-:ч^тМк) Տտ <։։

q-l
'(2.9)

Здесь обозначено
<1

Р».(х)=-^ [(-՝)’’Тк.,(х)-Тк.о(х) + i’p.(x,y)sin-E^-dy, 
d J J d 

<1
Qpk(x) = հ’ Tk.u(x) — I (x,y) sin dy. 

d J d
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где

Для фр*<(у) и Фрк(у) получим аналогичные выражения:

ch3pK (b, — у) ,,р прк _ 2 
ch3pK(b!— d) р ?p«d։

2shppK(y — d)
Jp^hCh^pKtb; — d)

Np« լէ) shppK (է — d) dt

NpK (t) sh/pK(bI — t)dt.

Wy) =
shftp* У 
shppK<l

յ շ CMw(t)sh?PK(ti_ t)dt
P Ppxd, J

+ -Տհ^^Գ + Г V f Mp« (t)sh?pK tdt 

sh^pKd ppK-dj

+ (-!/ '2^1 v 
Ttd- —

q ։

(--  1 ) niqk
q(4՛ + 5’&

(2.10)

Npx(y) = l7 
Պ

H)p SM(y)֊ Sk.o
pnx .------ dx
d.

Мрк (y) — — Sk.o (y) — ( Pk (Xp y) sin dx. 
di J <1։

Исследуем совокупность двух систем линейных уравнений (2.8). 
Оценим прежде всего суммы модулей коэффициентов в каждом из 
уравнений этих систем. Легко видеть, что суммы модулей коэффи­
циентов в каждом из уравнений первой и второй систем соответ­
ственно равны:

Ժ’) = рк
shflCpK d, сйяРк(Ь—d,) 

. Kad’ \ .С
ct haPK a,----------

aPxd.

= ^Pidc^bj-d) (2.H)

откуда следует, что система (2.8) вполне регулярна всегда, кроме 
случая, когда одновременно b=d։ и b։=d. В последнем случае си­
стема становится регулярной.

С другой стороны, нетрудно видеть, что свободные члены урав­
нений систем при сделанных ранее предположениях относительно 
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распределения температуры на поверхности ограничены в своей со­
вокупности и, следовательно, согласно теоремам о регулярных си­
стемах [2], системы (2.8) имеют единственное ограниченное решение.

Задаваясь значениями длин сторон b, b։, d, dt и /, а также рас­
пределением температуры на поверхности, на основании теории ре­
гулярных систем, легко оценим сверху и снизу значения неизвестных 
Шрк и Ирк, посредством которых определятся значения коэффициен­
тов fpx(x), gpx(x), «Ррх(У) И Фрк(у).
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1Ь. ||. Ս*իհսւէււահ

Վ-եՐՋԱՎ-ՈՐ եՐԿԱՐՈՒՔՅՈհՆ ՈհՆեՑՈԴ. Ոհ11ԱՆԿՅՈհՆԱՋեՎ_ 
zminrrn ՍՆԱՄեՋ պրւջմատւկ иипгьпыг ջերմության 

ԿԱՅՈՒՆԱՑԱԾ ԲԱԹՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ II Փ П I' 1Г

Հրւէ/ված tictf լուծված է վերջավոր /• ր էլար ч ւ թ յ Н ւն էէւնևւյէպ էէւդղանկյ ու֊ 
նաձև հաավածյ>/ւվ ււնաւէեՀ if ար If հի մեծ 9 bpif ո cfJ յ ան կայունացած րաշիէման 
տարածական իւնւլիրր, 1‘PP արված Լ ջերմության րաշիւու if ր մարմնի մա­
կերևույթի վրա,

Տու 11/ ի արված ստացված գծային -пи վ ш и ա ր ու ւէևե ր ի սՀհվ!.- ր9 ո իս ա և մ— 
ների լիովին ո և գ itւ լյար ու իէ J ունր ։
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