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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. О. Гулканян

О кручении призм треугольного поперечного сечения

Приближенное решение задачи о кручении призм с поперечным 
сечением в виде произвольного треугольника, дающее нижнюю оцен
ку для величины жесткости, дани в работах Л. С. Лейбензона |1], 
А. II. Лурье |2], Л. В. Канторовича [3). В работе Б. Г. Галеркина |4) 
приведено точное решение задачи о кручении призм с поперечным 
сечением в виде равнобедренного прямоугольного треугольника. 
Следует отметить, что в работе П. I I. Куфарева (5) дано точное ре
шение задачи о кручении и изгибе стержня полигонального сече
ния, но, как указывает сам автор, практическое применение этого 
метода чрезвычайно затруднительно.

В настоящей работе дается приближенное решение задачи о 
кручении призм с треугольным поперечным сечением, когда:

!) поперечное сечение стержня—равнобедренный треугольник;
2) поперечное сечение—прямоугольный треугольник.
Приведенное решение дает верхнюю оценку для величины жест

кости при кручении.
В конце работы приведены формулы и таблицы для вычисле

ния жесткости призм треугольного поперечного сечения при раз
личных углах а, и показано при этом, что максимальная погреш
ность значения жесткости не превышает 1Հдля х < 120 (сечение— 
равнобедренный треугольник) и 1,6% для а <30 (сечение--прямо
угольный треугольник).

I. Кручение призм с поперечным сечением в виде равнобед
ренного треугольника. Как известно, при кручении функция напря
женин U (х,у) внутри области сечения 
ОВС (фиг. I) удовлетворяет уравнению 
Пуассона

Д’и(х.у) = —2 (1.1)
и на границе области принимает зна
чения, равные нулю.

Уравнение Пуассона в цилиндри
ческих координатах имеет вид:’

ԺՂ1 £ԺՍ_^ 1 (Я1 _ 
I г ժր ' г3 Ժ©3 (1.2)
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На границе области должны выполняться следующие условия:

= 0, и(г,ф)|$__в = 0, (1.3)
U(r^)|?-o = O, иМ|։ =0. 

Г01?

Решение ищем в виде:

V (2к֊])-?
U(r,?)=-2j fK(r). cos 2a - (1.4)

к*-1

Подставляя (1.4) в (1.2) и разлагая 2" в ряд по

(2 к— Icos ————— , получим:

ПС со

V։ \ (2к—)7Ир . 1 V է՛ \ (2к—1)*<р?, 1к (Г) • COS -—-—— + — >. Ար) cos------ ֊- — —
2a г *“ 2aК-1 к—I

СО 00
__LV(2k-1)V f , (2к—1)тю = 8.V (-ir cos Ok-IW

r2 “ 4aJ 2a л “ 2к—1 a
к-1 к-1

откуда

c (d+ - од - 4-—- և w-- • — ■ <L5>r r- 4a- Fv 2K— 1

Общее решение этого уравнения имеет вид:

4 1
“ Ик (2—1-Կ )

(֊!)* 
2к -1 Рк (p-к 4- 2)

y-t-ZlL—r-гВх-г ч
2к—1

где
(2к-1)х

2a

Для выполнения условия №>?)> «=0 из (1.3) достаточно, что
бы և (г)|г-о = 0. Чтобы fK(r) при г=() было конечным и равнялось 
нулю, необходимо, чтобы Вк = 0, т. е.

fK (г) = Лк г>к փ А . . լ . , /ր1Լ_ . րԼ ц.6)
- 4-р; 2к—1

Подставляя (1.6) в (1.4), получим:
ОО

Ս(ր,?հ - V
к-1

cos(pK ^)
4֊|1; 2к-1 J

(1.7)

Для определения коэффициентов Ак применим метод Трефца (1] 
смягчения граничных условий, заключающийся в том, что граннч- 
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иые условия удовлетворяются приближенно, причем так, чтобы 
средняя квадратичная ошибка е,-. при этом была минимальная. Кру֊ 
тяшнй мрмент. вычисленный по этому методу, больше истинного, 
т. е мы получаем верхнюю оценку для жесткости.
Из условия (1.3) имеем П(х,у)|х.в=0.

Средняя квадратичная ошибка

р 1 ">йа
Е„= իօ֊U(«.y)]’dy.

Условие минимума s„ дает

_£L ' U(a,y)—— U(".y)tfy = 0 (i=l,2...) (1.8)
J <?Ai

Подставляя в (1.8) зн։ченле U'x.y), согласно (1.7) получим:

cos(Hi х) ----------_ CoS(px ?) 
cos*? K ,

8 1 (—1)“ ճ2 а
к 4 — p'-' 2к—1 cos’? cos՝?

(1.9)

Жесткость при кручении определяется по формуле:

2С« U(r,-?)rdrd?. (1.10)

Подставим значение функции напряжений из 11.7) в (1.1!’>

С = 4G COSIBk Ф)

2к 1

где Ак —решения системы (1.9).
Полагая все Ак при к > 2 равными нулю, для жесткости полу 

чин следующую формулу:

Р
с = 4G —-------- А։ cos(m?) — d?+

2 4- р։ J cos -^՛?
0

у _ 1 . l)K f cos(^d?
iz ^4 -p- 2к -I J cos*?

K~ 1 и 

(1.12)
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где А, вследствие (1.й) имеет вид:
ос
V ( -Р*՜1 . 1 Г cos(p,?:cosiik ?) Ա
~ 2к֊-1 4-р- լ со$>14-*-?

т-а
Г cos’fp,?) d?
J cos 2,1 ■*■։*•'<?

Формула (UI) перестаёт быть годной при щ =2, т. е. при 

а = — -
4

Для случая а = — решение уравнения (1.5) имеет вид:
4

ii(r)= ՜ т-lnr I- A,г- 4- — г*.•Г • ?"Г (ՍՅ)

Ik (г) = Ак Гих 4- —--- Ц- . 1֊-Я— . Г2 для к
՜ 4—рк 2к-1

Подставляя 1.1.13) в (1.-1). получим:

U(r,?) = cos 2? 2 ...
------ г-hiг4- A,r- 4- г՜ **-------------------- • 7“

У cos(m ?) Ак г***» 4֊
К-2

8_ _1_ 
z ' 4-|«

Коэффициенты Ак опре шляются по методу Трефца. Прини
мая для всех к>_ А». 0, для определения А։ получим следующее
равенство:

1 2 Ր cos’-2x . ա ,- In — dx
.. г. J coscx cosx

J cos' x 
—Л

1.1՜ .C()rjx_l!x _ \\ձ__Ա
?՝՜,՝ cos'x ““ - ■! —u- 

-A K-2 «
--------- -1 -------- cos 2x cos(p,. x)dx 
2k — 1 J cos,;x

Подставляя значение U(f,$) из (1.14) в (1.10) н учитывая 
только АР для вычисления жесткости окончательно получим следу
ющую формулу:

c = 1g«‘ ____ !_
К ^2к-| 4֊и; cos*?
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■ - 4. =
2 га f* cos2? . а , , , ... . PT cos2? .——Ga* I-----------hi -- —d? J Л|(за4 I --------- — <1փ-F

J cos‘? cos» J cos*?

1 G„. (Հ^Ջւ^.
r. J cos4?

Для иллюстрации вычислены жесткости С (верхние оценки) 
приз՛.', с сечениями в виде равнобедренных треугольников тля неко

торых значений а. Дл$’ сравнения вычислены жесткости С (нижние 
сценки) по формуле Л. С. Лейбензона [1] для тех же углов

Принимаем за расчетную формулу G среднее арифметическое

С—С жесткостей С и С . Тогда ошибка о ՛

С увеличением угла ошибка возрастает и достигает Г' (1 для 
О

Х=»֊ 75.
3

Гоблина 1

2 a 4»
0 ■1 3 2

S

3

да 0,00693 0,0191 0,0385 0,1015 0,2365

C/Ga* 0,00693 0,0191 0,0385 0,1042 0,2320

C/Ga4 0.0069J 6.0191 0,335
•

0,10435 0,23425

■* Для случая 2a=nj- точное значение жесткости ио Галсркипу C=O.IO44 G,?'.

§ 2. Кручение призм с поперечным сечением в впОе прямо
угольного треугольника. Определение функции напряжений U(r։ ?) 
при кручении призматических стерж
ней сводится к интегрированию урав
нения Пуассона

ւ ժս , ւ _ ջ (2.Ո 
dr г дг г3 Ժ?2

внутри области ОВС (фиг. 2). При этом 
на границе области должны выполнять
ся следующие условия: «риг. 2

Ս(ր,?)|?-««0, U(r,?)|?.o = 0, (2.2)

U(r.?)|r..n ։>, U(r,?) L — 0.
cos-j
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Решение ищем в виде:

Г = Ճ (к (г), sin —- |2.3)
к I а

Подставляя (2.3) в (2.1) и разлагая „ в ряд Фурье по

sin --^ф ■ , получим: 
а

оо эс-
Ճ i;(f).sin -KZ£.u_L լ f;(r)sin _кД1. -

к 1 . а Г к 1 *

֊ — Ճք-Г և(ր).տւ՝ո = [(—!)«-1|. sin ՃհԼ •
a K_,kz а

откуда:

ԱՈ+- ք'(ր)-֊Ա՜-֊?Ա(ր>“ձ|(-Ո“-Ч- (2-4)
г * Г“ \ X / h,w

Это есть уравнение Эйлера. Общее решение этого уравнения 
имеет вид:

4 IԱր) = -Կ(֊1Ւ-!1 —Зг- Лк г1-э-В. г-к 
к»» {*■

кл где |1Х = -

Чтобы U(r։®)ir_o = 0 достаточно, чтобы և (г)',, п = 0, т. е.

МО = [(-!)“֊ 11—Ц-г’ + АкГ^. (2.5).
4-1*;

Подставляя fK (г) из (2.5) н (2.3), получим:

го 
\ч

П(г.®) 2_sin(pK^) 
к — 1

4 1 I>)“ Ц-Ч-г •
kz I

(2.6)

Для определения коэффициентов А* применим, как и в §1. 
метод смягчения граничных условий-

м д IИмеем:------- ।
^Ai

«1Տ«
|0-U(a,y)F<ly =0.

Для определения коэффициентов Ак получим следующую сис
тему уравнений:
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խ arctg

(<p֊by’) =0

Принимая все Ак при к 2 равными нулю, для определения 
зфициента А, получим следующее выражение:

1 _ Г sin<I11?) -sinCm?) __tl5 
4—J cos’*** <р

I ֊—Ga< v 1 ■ —!֊- f֊^- d?.

’ “.!՛< 4֊ p; cos ,?

Здесь At имеет значение (2.7).
В таблице 2 приведены верхние оценки С для жесткости призм 

с сечениями в виде прямоугольных треугольников для неко
торых значений угла а, вычисленные по формуле (2.8) и нижние 

оценки С для жесткости, вычисленные по формуле Лейбензона [1]. 
За расчетную формулу С принимаем среднее арифметическое жест

костей Си С . Как видно из таблицы, с увеличением угла ошибка 

возрастает, достигая для а ֊* •

----------- ---------------------------- а*՜14.
Г sin*(|*,<p) ,
’ cos2 * -•*•«Vz •и

(2.7)

Подставляя значение функции напряжений из (2.6) в (1.10) для 
определения жесткости получим следующую формулу:

\ч я2’ Ик Р sin(tt,. cp) , 
с « 2G Ճ-------- Г Ах ~ ՜ ' — d?՜

Ц.-1 |Лх ' - J COS՜ 1"ф

±Gu« V1._J_ f-Sinfl^L ,1,.
s «֊./ -|Հ J «*'?4

Принимая A> для всех к>2 равными нулю, получим:

с = 2G^_ А, ГД12^_ d?_
2 + 11, Հ) cos-ч ?
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Таблица 2

s - ТЕ
e լշ 8 6

C/Ол* O.OOH5 0,00358 0.00811

CjGfl* U.OOII4 0,00351 0,00785

С/Grt* 0,001145 0,003555 0,00708

Сектор математики и метаники 
АН Армянской ССР

|||.ст\пило 30 VI 1(W3
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ЫИПДЗПКШЬ! ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՏՎ-ԱԾՔ ՈՒՆԵՑՈՂ. ՊՐՒՋԱԱՆԵՐՒ
ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԱՍԻՆԱՄՓՈՓՈՒՄ

Աշիււսաու թ յան մ 1.9 բերված Լ եոանկյունաձե լայնական հսւսւ վածբ 
ուն/ււյՈէլ պրիզմաների ոլորման ի՚նւլ րի if ոտավոր մի լուծում^

U , i/in ffituiu իրված են հետևյալ ււեպրերր
ա) ձուլի լայնական կտրվածրր հ ավ ա и ա ր ա и ր ուն եոանկյան Լ .
բ) ւ այն ական կտ րվածբր ու ւլր/ւսնկյւս ն եո անկյուն I; :

/•հրված մոտավոր լուծումր ս՛ալիս Հ ոլորման կոշտու ք>1 յւււն հւսմտր 
նրա վերին գնահատականրւ

Տրված /.’% կամավոր անկյունով եոտնկյունաձե / ա յն ա 1լ ան '.ատվածր 
nifhbi/nr/ ծուլերի ււ/որման կո»տու յուՀհնե րր հաշվելու '>տմար րան աձ/ւեր' 
ք՛երված թվային որինակների համար կազմված են ա յլ յ >ւ լա ա կ՚հ ե ր t
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