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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Е. Л. Александрии, И. О. Гулканян

Кручение стержней с сечениями в виде швеллера 
и тавра

В работе приводится точное решение задачи о кручении приз­
матических стержней с сечениями в виде швеллера и тавра.

При решении задачи применяется метод введения вспомогатель­
ных функций [1]. Данная работа является одной из серии задач по 
кручению стержней полигонального поперечного сечения |2], [3], [4], 
[5j, [6] и [7]. Решение уравнений задачи приводится к решению ли­
нейных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными 
коэффициентами. Определение же постоянных интегрирования приво­
дится к решению бесконечных, вполне регулярных систем линейных 
уравнений.

Полученные формулы определяют жесткость при кручении в 
зависимости от геометрических параметров сечения.

§ I. Кручение стержней с сечениями в виде швеллера
1. Постановка задачи. Известно, что задача о кручении приз­

матического стержня приводится к нахождению функции напряже­
ний U(x,y), удовлетворяющей внутри области уравнению V’U - —2 
и принимающей на границе области значения, равные пулю.

Пусть поперечное сечение стержня—швеллер с осью симметрии 
х = а(фнг. 1).

Известно, что в таком случае достаточно найти функцию напря­
жений в областях 1, II, и 111, потребовав при этом, чтобы на оси сим­
метрии профиля х = а нормальная производная от функции U(x,y) 
равнялась нулю.

Функцию напряжений U(x, у) будем искать в виде:
u(x>y) = |U^.y) в области 1 + 11, 

1и>(х>У) и области п+ 111, 
где

U1(x,y) = ^(X,y) + P7">d- , ,
(ФДх, V) при х < (1|,

(1.2) 
и։(х,у) = и'5(х,у) + Рпри

(Ф։(х, У) при у < (Խ.
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Тогда для функций (х, у) и Ф։(х,у) (i = 1,2) получим следую­
щие условия:

va։if։ = v-գ;=—2, р’Ф։ = у’Фа = 0, (| .3)

%(х,у) |y-d, = ^։(x.y) Ա = «о, (1.4)

фэ(х> У) I ։_0 = ^,(х, у) | x„d| = Ф2(х, у) | у_ь = 0, (1.5)

У) 4- Ф։(х, у)]х-о = 0, [Ф2(х, у) 4- Ф2(х, у)]у-о = 0, (1.6)

^(х.у; |у_о = ф,(х,у) =0, (1.7)

Ф,(Х,У)|։_„ = Ф։(Х>У)1 =(^-=j =0, (1.8)

1փւ(*> У)-^а(х, y)]ywd = 0, [Ф..(х, у) - (У։(х, у)], d, = 0. (1.9)

2. Дифференциальные уравнения и их. решения. Функции Փյ (х, у) 
и Փյ (х,у) (i = l,2) ищем в виде:

^։(Х\У)= V Լ (x)sin 
к=1 d=

lF.(x, v) = V Vx (у) sin — -ч- .

(1.10)
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со

ф1(х,у)= фк(х) sin
. ds

(Ml)
օծ

Ф..(х, у) = V \vK (у) sin 
к=1

где

ктсх

Мх) = ֊֊ f^yhin-^cly, 
d, J (կ

о

d,

Vx(y)= հ- I af..(x,y)s։n-^-dx,
<’i J d։

0

?k (x) =
0

К Гу у 
d,

մ;
Wk (у) = 4֊ I'*,(.x,y)sin—<lx. 

di J d,

Из (1.3), в силу условий (1.4), (1.5), (1.7), (1.8) и (1.9), для Լ (х), 
Ve (У). ?• (х) и WK (у) получим следующие дифференциальные урав­
нения:

՛“ У <х)=՜ 1 ՚+(՜1 )К+1 ։ ՛

v»(y)-(-^-yv«<y)=-4r Ь +(֊։Г'1.
.;(xH(-y?k(x)=_(֊1;^|Vp(d։)sin±-.

со
^(у)֊(֊^) WK(y) = (-|)K fp(d։)sin Ջ.

1 р=1

Решая эти уравнения и пользуясь условиями (1.4) и (1.5), получим:

Լ (х)=Вв

. К Тс . .ch -- - (а — х)

ch֊^ 
(L

+ յ^_|ւ+(-ւ)“''|.
К“КД

(1.12)
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VK(y)֊Nb-
. ккЬ sh------

d։

sh֊— (b — у)

d, J

'■«-7Й)
ОС О

' - ’■+(■?)

(I.14)

3. Исследование и решение бесконечной системы. Из условий 
(1.6) для определения ВК и Nh получим совокупность двух беско­
нечных систем. Введем обозначения:

Вк = S. d, d, U sh . 
к d, 

x
M nil (— 0 U KK<13Nk — Rk d! d„ •1-----sh------- -  • a,

к dj

где а пока неизвестный коэффициент. Тогда получим:
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R.=^
<:a

shP^.chEL(a_di)
d, (J. 1 1

где

Հձ ^1» 
р-И ch — 

d.

_2_ 
к;:՝՜ a

2 d, KKd 
к - d.> 2d, к’я’а d2 sh KKd2

<11

Эти две системы можно написать в виде одной
ос

Z 71 Avp Zp 4֊ В, , 

р=։

Zax-j = Rk ,

и- 1,2,3, . .

Z?K - Slt ,

вь.,= —L.
ктга

th
2d։ к2-? а

Вгк 16к 2
ОО sh

sh-----
<h

pndj \
<11

Азк-1. 2р =

а 2кАзк, 2р-։ —----а

р= 1.3.5.. р։ Р’ ֊Ւ
к<1 а

sh -
<1|

. KTtdj sh----- L
d.

2к. 2р — 0. Ле*—|. 2р-1 = О, 

\տհ •с|։-^՜,а -

<1,
р

sh22k.sh P^(b-d.)
__ձ___<li

. pTlb sh —
<1,

Покажем, что система (1.17) вполне регулярна. Для этого, как 
известно, достаточно показать, что

ОО

У I Ахр | <1—6 для всех v> 1 и 6>0. (1.18)
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Для нечетных v имеем:

Для четных v:

Принимая а I 2, для всех u > 1 получим:
го
£ I Av.p ’ <0,70711.
р— I

4. Определение жесткости при кручении. Как известно, жест­
кость профиля С выражается через функцию напряжений следую 
щим образом:

С =2G j|'u(x,y) dxdy.

В силу условий (1.1) и (1.2):
С 4G { (I U,(x,y)dxdy + || Ua(x, у) dxdy } = 

i+Ti ill
a ila <J, d,

4G I I dx J Ф,(х, y)dy 4- I dx J [Ф\(х, у) + Фх(х, у )]dy փ
<1, о о о

d( li
•l-j dx | ’lr.(x,y)dy).

0 da

Подставляя значения Ч‘։(х, у). Чг..(х. у) н Ф։(х, у) из уравнений (1.10), 
(1.11), (1.12), (1.13), (1.14), и принимая d, da = d, b = a, окончатель­
но получим:

1,3,5
С 8Gad31------- — (֊ 1 (-d-՝) У —th —— —

I G Г2 \ а / тс’ Լ а / “ к- 2d

ch ֊4^ (a—2dl
2d
, к ла ch------

2d
где 7-к—решения бесконечной вполне регулярной системы (1.17).
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Жесткости стержня с недостатком и с избытком обозначим 

соответственно через С и С. За расчетную формулу С принимаем 

среднее арифметическое жесткостей С и С; ошибка при этом полу­
чается меньше 1,34°/в.

В таблице 1 приведены значения жесткости стержня с сечением 

8 виде швеллера для различных отношенийДля сравнения там 
d

же приведены значения жесткости Со, вычисленной как сумма жест­
костей отдельных прямоугольников, составляющих данный профиль.

Таблица I

1 շ 3 4 5 10

C/Gad։ 0,458 0,9545 1,0827 1,1452 1,1828 1,2581
С Gad- 0,458 0,9805 1,1007 1,1590 1,1938 1,2636
C/Gad’ 0,458 0,9675 1,0917 1,1521 1,1883 1,2608
Ср/Gad3 0,453 0,6870 0,9007 1,0090 1,0732 1,2036

II. Кручение стержней с тавровым поперечным 
сечением

I. Постановка задачи. Пусть поперечное сечение стержня— 
тавре осью симметрии у 0 (фиг. 2). Функция напряжений И(х, у)

удовлетворяет внутри области сечения уравнению I lyaccona v9U ֊ 2 и 
принимает на границе области значения, равные нулю. Вследствие сим­
метрии достаточно найти функцию U(x, у) только в областях I, II 
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и III, потребовав при этом, чтобы на оси симметрии у- 0 нормаль­
ная производная от функции И(х, у) равнялась нулю.

Функцию напряжений будем искать в виде:

где

.к . , JU/x, у) в области I4-II.
(Щх, у) в области II ֊հ III,

U.(x,y) = HI(X.y) + P“pH’t>d"
1Ф։(х,у) при х Cd|,

и;(х.у)=Н,(х,у) + {°"ри >'>d։-
1Ф:(х,у) при y<d2.

(2.1)

(2.2)

Тогда для функций II, (х.у) и Ф։ (х, у) (i = 1,2) получим следую­
щие условия:

Հ/Դ1, = 72Н,— - 2, \72Փ։ = V'-Փ, = О, (2.3)

H.U-У) (х,у) (2.4)

Иа(х> У) = I U(x, у) Ա Н.(х, у) |у-ь, ֊ о, (2,5)

2. Дифференциальные уравнения и их решения. Функции Hi (х,у) 
и Ф( (х,у) (i=l,2) ищем в виде:

1Н,(х, у) + Ф,(х, у)| ֊0. -0,
’-о [oyj <fyjw

(2.6)

ф։(х,у)и=(^) =0,
x-d4 \ дх /x„d։ \ ду JY„o (2.7)

Ф:(х'у) |>-^(^)։..ГФ։(х’у)|-^0’ (2.8)

[Ф,(х, у) - Н։(х, У)]y_d—0. [Ф,(х, у) - Н,(х, y)] _j։ -֊ 0. (2.9)

Н։(х, у) — У քշ«-ւ (х). cos ,
к-1

ОО
Н2(х,у)-= £ ©к(У), sin ֊֊• 

к = 1 1

Ф։(х,у)=У V2K_I(X).COS^^֊^> 
к=1 2d’

<»
Ф։(х.У) S w« (y).sin-^-.

(2-Ю)

(2-й)
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где ifc-i (х) = ֊I֊ I н։(х, у) • cos — - dy, 
d, J 2d.

о 

<1,
. . 2 Г ,1 , \ • ККХ ,Фх(у)=— н,(х. у), sin —— dx,

J d։
о

d,
Va-ifx) = -=֊ I Ф,(х, у) ■ cos (2--~ 1>ЯУ dy. 

d։ J 2ds
о 

d,
WK(y) —f Ф-(х,у)« sin-^y—dx. 

d։ J d։
0

Из (2.3), в силу условий (2.4), (2.5), (2.7), (2.8) и (2.9). для 
b«..i(x', «к (у), V2x ։(х) и wK(y) получим следующие дифференциаль­
ные уравнения;

- . . Г(2к—1Խ1*. . чf2K_։(x)— ֊—֊֊ 12x-i(x) = -
I -da

8(— 1)кИ 
(2к — 1 )к

<му)֊ РгУ ?«(У) = ֊ ֊ и + (֊ 
\ dj ) кк

^-|(х)֊|№ '1'Г,У;.,(х) 
լ .Zu* յ

2 (2k-1խ
d, 2da

X(-D>'y ?P(d2) • sin

P=1
L_(^yWUy)=^m_o* f f։P ,(d։). cos^ih

\ d։ / cij \ o։ / հա2

Решая эти уравнения и пользуясь условиями (2.4) и (2.5), по­
лучим:

fix-։(x)= А$к- i
(2к —1)тсх <2к— 1)лЬ2ch 1---------------- cth----- —------

2d. 2d,
տհ^--լ-^12d2 J

֊ sh (2к -2)кх֊|
+ _ __ (—I)*41 1_______ —----+ {2к֊1)’г/ ' s>| (2к-1)кЬ...

2d.

(2.12)
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/ \ հ՝ и КЛУ *u K*bj . К ку 1«к (у) ֊• Ск ch —i-----cth ——- • sh ■ ֊ 4-
C1| d, J

4(j։JH- n+(_|)K+1]
KJK3

. К~У sh^~ 

Sh-^ 
d,

(2.13)

v,..lW_JL^_(_irl jch^-1^.•jh(2K-1H--sh<2K- D”*x 
՝ 'я dj I 2ds 2d, 2d.

Xch^֊LH.d . v ^(-DW) +
2d’ 1 p-lP^ + C#֊1)2^-)

П7СХ ос gin —------ —
+ OLA(_ir՛ ?p(d2)----------------V^rv՜-

n W pt, ր4-(շ«-ւ)’(^)
..... 2 /2d, \ , ,.K I . к-у , Kzd.> . к-у . ktccLI ,WK(y) (-1) ch—i-- sh—-֊sh-2֊. ch—X

r. \ d, / I d։ d։ d։ d։ J

(2p- I) • (-1Г1
(2₽-n=+«^y

... (2p—l)ny
ь>р I (d։) • cos > H 2<j / • 

'2’-')■ + •■ (тг)'
(2-15)

3. Исследование и решение бесконечной системы. Из условий 
(2.6) для определения Лк и Ск получим совокупность двух бесконеч­
ных систем. Введем обозначения

с; 2Р(-1)р • Գ [ch-^1 -cth £^. տհ 2թ1. (2.16)
և| Այ (I)

A^,_, ֊ (2P - 1) (֊ 1 )p+1 A,, -, ch <ճ£-յ — -c№ X

Xsl/lP֊ ՝_>^և . 
2d.

Тогда для неизвестных коэффициентов получим:

A’.-. (2K-D - ( ֊1)- [ch^^-cth^^X
2ds 2d,
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L (jK-tM.1 ք 32Հ(-i)1"1՜1 32Հ / .+.
XSB 2d, JI (2к-1)М ՚ 7=' UdJ ( ”

ksh.^՜1^՛ ■ у - _____Լ֊_____ 7-глпХ
2<կ р-1 (2р-1)-' (2p-l)։ + (’K ■ 1)=(ձ-1

I \2d2 I .1
՜ (2p— 1 Խ1, 

S1____ <1.
sh^P՜1^.

<b
Xsh ^՜1^1 [ch—~ 1)Kd’ cth^՜1^ • ji <2к-1)ж|‘ 

2d, 2d.. 2d, 2d2

С* 2k(—1)*
. Kn:d, ch----- -

d,
.. KTtb. . кк<1, - cth----- -  • sh----- -

<li d. k3k’ . Kizb, ch----- -

Xch^k 
d,

Эти две системы можно написать в виде одной:

где

о՝լ Cv,p zP -j- Հ-,, 
p-l

Z?K I — A?K-1 , Z^K Ck,

С^-1.2р i—O, C^K.ip — 0,

(2.17)
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2(2к- 1) / d, \ ։sh (2к—l)nd, Ich (2K-IM _ 
it l,2d, ' 2d, [ 2d,

С1Д֊^.
2d,

sh<^-^l 
2d,

r. 4к /2d, \ . KKd, * K~b, . K^d, . Krd, 4ZC2x.2p-J=--------֊— • ch------- - th----- - • ch------ —sh----- - X
it \ dj ) d։ dj d։ d.

Га-ւ (2K-1) (-1)“+1 ch _clh (2k—ifab, x
2d, 2d.

x sh ։֊!^М 
2d,

32d’ f ..k+i 
(2k -l):insl U

Ն !քՀտհ(2յԶճ)^ե V j 
' \2dJ 2d2 -։

p=l

sh(2p֊^-l
— d>
տհ(-?£^հ!ճ

di J

(2p- I)2 (2p—1)2-г(2к —I)2

у2к = 2к(—1)“ ch KTid, ккЬ.-----=—cth L 
d։-------- d։

4d!|l4-(l-|)K+>]
K3K3 ch K7tb, 

di

Покажем, что система (2.! 7) вполне регулярна, т, е. что

v > 1 и б >0.для всех

(2.18)
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Для нечетных v имеем:

v г . 2(2к—1) / d, \ (2к-1)п<1, - |2к՜l|g<1' у
ձ iCat-i.p I < —-------- — • տհ'------------լ • e 2da X

к \2d2/ 2dj

2(2к —1) \ d, ! 2

Для четных v:
(К К՜ d'J
Viz- I 4k /2d., \ , Kxd2 — ~7~ 
ձ I С2И1Р I < ---- ֊ ch "T e d* X

тс \ d։ / d,

Таким образом, для всех v> 1 имеем:
со
I IC..P 

p=l

4. Определение жесткости при кручении. Для жесткости С 
имеем:

C = 2G 1 | U(x,y)dxdy. 
Ջ

В силу условий (2.1) и (2.2):

С — 4G ( | | U,(x, у) dxdy J J U2(x, у) dxdy} = 
l+« III

bi d, d, d,
= 4G{jdxJ H1(x.y)dy+ | dx ( [НДх, у) 4֊ Ф,(х, у)] dy-j-

d, О 0 d

d, ъ,
-ь i dx (н,(х, y)dyj. 

6 d,
или, подставляя значения Н.(х,у), Ф,(х, у) и Н2(х, у) из уравнений

(2.10), (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) и принимая b, ba-=b, d. = ֊-- =d,
2 

окончательно получим:

sh-^
2d

Ижстм VJ, № 3—4
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где Zk cl2 = ZK — решения бесконечной вполне регулярной системы 
(2.17). Жесткость профиля с недостатком и с избытком обозначим

соответственно через С и С.
Принимаем за расчетную формулу С среднее арифметическое 

жесткостей С и С, ошибка при этом получается меньше 1,10%.
В таблице 2 приведены значения жесткостей стержня с тавро­

вым поперечным сечением при различных отношениях b 2d. Там же 
приведены значения жесткости Со, вычисленной как сумма жестко­
стей отдельных прямоугольников, составляющих данный профиль.

Таблица 2

b/?d 2.0 3.0 4.0 5.0 10-0

CGbd3 5,3401 6,2208 6,6656 6,9325 7,4682

G/Gbd:i 5.4586 6,3010 6,7258 6,9807 7,4903
C/Ghd3 5,3993 6,2609 6,6957 6,9566 7,4795

GM’ 5,0581 5,9957 6,4913 6,7904 7,40С0
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I». Ս». Ա»լհթէւսւ('ււ|թjuifi ե։| *(,. О. ’but [puilituiG

ШЦЬРЬ К ՏԱՎ.ՐՒ ՋեՎ_Ւ ՃԱՏՀԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ. ՋՈՂեՐհ 
ՈԼՈՐՈՒՄԸԱՄՓՈՓՈՒՄ

*.ւպ ւ/ած ու մ բերւ/ում Լ աոււ/ր/ւ ձԼ/ւ հաւու/ածք ու-նևդոդ
“if 1՝4տտ /‘կ ձողերի որւրման ճչդԼւիա լա ծ ill. if րւ

Լուծման ժամանակ կիրաու/ել Լ oil ա՛հ ւլ ա I/ ֆո t նկւլ ի աներ ի մուծման 
/1,քհպրւ հՈդրի՝ մասնակի ած ան ւյյ ուլնեpin/ հավասարումների լուծումը 
րհրվտծ I; ււոստատսւն գործակիցներով երկրորղ կմւրդքւ դիֆհ լւենդ ի ա չ հա- 
վաււա րու Sbbpfl լուծման, Լակ քւ՚հ ա հ դր մ ա՛հ if и jt ծ ա կ/ւ ւՀհ I; լւ /< ո րոչում՝ լւ լւ1,րւ1ած 
Լ иЛ<^/<^>у, l/imllAi էէեդէէէ /յա ր դծ ա յ/Հհ հ ա tj ա I) ա ր m i/ii I, ր ի и /iiiinLilliLր /ւ լա ծ մ անր

Ոլորման) կռշա/li.p յու.նը հաշւ/հլու. 4/wr/։wy» էււոսււր/ած հ՛հ հատվածեի 
1< ՞ կր ւս\ափ ա կան պա/ւամ հ տրնհ ր ը պա լւունակոդ ր ա՛հ ա ձհԼ ր ւ
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