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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. А. Амбар цу у, ян

К вопросу расчета слоистых анизотропных оболочек
/. Основные уравнения. Рассмотрим тонкую многослойную обо

лочку, собранную из произвольного числа однородных ортотропных 
слоев.

Считаем, что плоскости упругой симметрии материалов каждого 
слоя взаимно параллельны, при этом одна из плоскостей упругой 
симметрии в каждой гонке любого слоя параллельна внешним па
роля лышм поверхностям оболочки, а остальные две перпендику
лярны к координатным линиям а = const, jJ —const.

Пусть а и (3 являются криволинейными, ортогональными коор
динатами, совпадающими с линиями главной кривизны координатной 
поверхности, у—расстояния по нормали от точки (а, £) до точки 
(а, 3, у) оболочки.

За координатную поверхность принимаем внешнюю поверхность 
с вогнутой стороны оболочки.

Предполагается также, что все слои при деформировании оста
ются упругими и работают совместно, без скольжения.

Считаем, что для описанной слоистой оболочки (фиг. 1) спра
ведлива гипотеза недеформируемых нормалей, данная для всего па
кета оболочки в целом |1, 2, 3, 4].

Вейлу это։։ гипотезы, из обобщенного закона Гука, для напря
жений ш-го слоя оболочки получим [3, 4, о]:

«Г = Вп ։, + S. + Y ( Вп •/., В” х.), 

а” = В£г.+ В7.г1+г(В£х։ + В”х,), (1.1)

при этом:

т™. = В^5 ю 4֊ т Ввб т.
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/-•Ч
С՝)
•
—
• e

£J 
о
II 

б!з
8=Լ 

Ջ
 

Ей 
Е_£1 

Е 
_ 

Е=С 
-

 - в -
Ет։ 

֊- 
h 

ш 
| 

ай 
—

С2.
II

Е-г 
Е , Դ

; 
նյն Շ

դ
.- 

1 ՜ 2
 

II՞ 
II

Б= 
со 

с:

ЕГ Е՞ = Е;Т — модули упругости вдоль главных направлений



16  С. А. Амбарцумян

а = const и £ = const, jiJ1 = р™., ja" р՛.; — коэффициенты Пуассон։ 

(первый индекс при յւ показывает направление усилий), (?։•'[= G^- 
модули сдвига.

Фиг. 1.

"U I (Լ\ ■
А их ' АВс>3 ■г kjW,

ձ dN , 
В <Հ ՜ր

1 Ժե
. „ .-7՜11 + k'w- 
AB tfa

В (1.1) входят также относительные удлинения и сдвиг коор
динатной поверхности |4, б, 7|:

(1.3

A d i u \ В 0 է V \ 
“՜՜Յ՜ՎՅ I A ) ՜ A Ժ* ( 'В Г

и параметры, характеризующие изменения кривизны и кр\пение 
ординатной поверхности:

1 Ժ / ] dw _ п _ 1 ժձ f 1 <)w v \
А I А ժ« R, ) ЛВс/^ ՛. В <)'i R2 I

1 I■ 1 </\v v \ 1 Ժ8 / I dw u Ն
z- • < Ad® R,/*

__ 2 Հ dJw I dAdw 1 ^P.6»w\
՜ ~ А1Ц A Jh d't В д'/. <Հ> )

-Mk _k Ջճ /JL')
1 ՞ в Լ л / a d'j. \ в I •
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Отметим, что здесь и в последующем будем
щеизвестными обозначениями теории оболочек

пользоваться
71-

об-

Напряжепия Հ?, о"' и вызывают внутренние силы и моменты, 
которые определяются следующими формулами:

тангенциальные силы
N։ — Cu£։ ֊•՝ С12г2-}-К։17.։ ! K։2x2,
N.. = C,x, 4 C128։ 4 K25x, 4 К, ,*,. (1.5)

S = Cfitja> 4

M, = - Dnx, - D։2X, ֊ Kjiej - K.3S.,
M, = — D„x, - D։2x, - кг2е2 — K12et, (1.6)

H = Dq6T - Keeto, 
где для жесткостей изгиба и растяжения соответственно имеем;

1
DiK=y Ճ ij.

m - |

(1.7)

Ո

Գ= У В”« (1-8)
m— 1

Кроме указанных жесткостей в (1.5) и (1.62 входят также некоторые 
побочные жесткости Kik, которые представляются в следующем виде:

(1.9>
in— ։

В этих формулах: и—число слоев, ^—расстояния контактных 
поверхностей от координатной поверхности оболочки.

Полученные соотношения (1.5) и (1 6) существенным образом 
отличаются от аналогичных соотношений теории симметрично соб
ранных (относительно срединной поверхности) анизотропных слоистых 
оболочек.

Отличие выражается, с одной стороны, наличием в (1.5) членов, 
учитывающих влияние изменений кривизны координатной поверх
ности на тангенциальные силы и. с другой стороны, наличием в (1.6) 
членов, характеризующих влияние деформаций удлинения и сдвига 
координатной поверхности на изгибающие и крутящий моменты.

Соотношения (1.4 (1.9), с точки зрения общей теории тонких 
оболочек, приближенны и к общем случае могут привести к неко
торым противоречиям [6, 7]. однако с инженерной точки зрения эти 
противоречия не существенны и могут быть не учтены.

Внутренние усилия должны удовлетворять условиям равновесия. 
Уравнения равновесия ни чем нс отличаются от аналогичных уравне
нии теории изотропных оболочек и имеют следующий вид [6. 7): 
Известия VI, № 3—2



18 С. Л. Амбарцумян

£ (BN.)֊ + A (ASHS $ + ABk,Q, + АВХ — О,

^-(AN,)֊ N1^ + ^(BS)+Sg-ABfc.Q.+ ABY-O,

-(k,N ®[J>Q֊’+^AQ=> + 2=°՛

2. Оболочки вращения. П сложение какой-либо точки М на 
координатной поверхности оболочки вращения будем определять 
углом ф, являющимся азимутом плоскости, проведенной через точку 
М и ось вращения z и меридиональной дугой s [У, 10, 4].

Для принятой системы координат имеем:

(J.10)

Й <BH ■+H ֊ 3T <AM’)+M> $ -ABQ==°-

A (All) + n — -Հ (BMi) + M. — - ABQ, = 0.
ՎՅ ' ' <)} ua.' 17 oa 1

Шестое недифференциальное уравнение равновесия не приводим 
и считаем, что оно удовлетворяется [7, 6].

Отметим, что в уравнениях равновесия принят закон парности 
сдвигающих сил и крутящих моментов [6).

В случае анизотропной слоистой оболочки без изменения оста
ются также уравнения неразрывности деформаций [8]. из которых 
нас будет интересовать следующее:

. , , 1 а ,՛ 1 I ժտ, , Ժ13 ,Z.k . ՜Հ՜ "Х .'Л. , . . | 1> , Հ*4 ֊I1 - " 1 Л В Ժ* I А [ аа -
А ом д.\
2 <Հ5 д} W

1 ժ յ_լ ՝
1 АВг)р )В

В ժ(ս Ժ13 
շ ՜ Ж “ = 0. (1.11)А ԺՅ + Հճ

к-1-^ к -2 к1 ՜ R, ՜մտ ’ • R,
cos* 

г
(2.1)

Л = 1, В = г, — sina, ' И с (2.2)

где г —радиус кривизны пара.плельного круга, а—угол между радиу
сом кривизны (R2) нормального сечения и радиусом кривизны (г)па
раллельного круга |9|,

Рассмотрим случай, когда оболочка нагружена симметрично от
носительно ее оси вращения и имеет соответствующие симметричные 
граничные условия.

В этом случае деформации оболочки будут функциями лишь 
координаты s. Тогда под действием нагрузки возникнут лить вну
тренние силыЫ։, N_., Qh изгибающие моменты М։, М . и уравнения рав
новесия (1.10) примут следующий вид [9, !]:
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A (rN|) + N.sinx + ֊- Q + rX = О, 

fr d4^֊' (&+S)+rz=°- <2-3)

^-(rM,)4-M։sin« + rQ-0.

Следуя [6, 9] введем вспомогательную функцию V. Тогда:

Г N« - а? • N֊ *= - -пг* v+4՜ F,(s)՛ (2-4)

1 Q-^v + l-f-xs). (2.5)

где F։(s)h F:(s) -функции от внешней нагрузки, н определяются сле
дующими формулами |9|: 

տ՛ $
F։=sjna I гЕт ds f cosaf-t — j rE,dsj. (2.6)

s s
F2 = — cos։ I rEr ds-f-sin։ (!ճ._ ^*rE,dsj. (2.7)

s, s.
Здесь

ET = Zcosa —Xsina, E.- = Z sin։ 4- X cos։, (2 8)
pxя (Ni cosat* -r Qcsino.)) 2zr0. (2.9)

Подставляя значения N։, N, и Q из (2.4) и (2.5) в (2.3), тожде
ственно удовлетворим первым двум уравнениям.

Третье уравнение системы (2.3) примет следующий вид:

— (rMj) 4- M2sinx -г Vcos։ = — F-Հտ). (2.10)

Полагая w = ~ — gj-. (2.11)
GS Ki

из (1.3) и (1.1) для относительных деформаций и изменений кривизны 
найдем:

du . w ։ . . . /о ,п.
8i = ^-4-^-, ։։«= у (w cosa —u sin։), (2.12)

d\V ... sin։ .•z =,---- — , х> = W ------- . 2.13)
ds * г ՚

Подставляя значения у.։ и х7 из (2.13) в (1.11), после некоторых 
преобразований получим известное уравнение неразрывности дефор
маций для симметрично нагруженной оболочки вращения |9|: 

de.
Г d? ՜ '*•՛ ՜ 5|) S’nX ~ W C0$X = O’ ' *1

Решая совместно первые два соотношения (1.5) относительно 
деформаций, и учитывая при этом (2.4) и (2.3), получим:
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1
։' = ՜ а С։г^- V + С,,+ (К,.СИ - к,..с,,)W — Г CIS г

֊ (К..С,,- К|2С„) - С« 4֊ F,(s> (2.15)

։*= а՜ c,3^i—v + с,, 1Y ֊ (квс„ ֊ к,2с1։)4г w

4՜ (^1շՇ։ւ kuC12) , CjS Fi(s) । , (2-16)Աօ I

Q = C։1C22֊C?2. (2.17)

Подставляя значения x։, x2 из (2.13) и տԽ e, из (2.15) и (2.16) в 
(1.6), для изгибающих моментов получим:

ггл n< \ d\V /га гч- \ sina... , М։ — (Оц — Dn ) ֊յտ — (Dl2 — Dl2) —— \V -r

t KjjCjj — KjjCu dV , KnC22 — K։iCj2 sina 
+ Զ ds " Զ r

_  К||С»г-— Ki;>C|2 1 p (2.18)

где

m= = (d„֊d;2)^- (D։։-Dy^M-w-
1ч<>Сц — K։,C։? dV Ka2Cj2 —l<12C42 sina 

Զ * ds Զ r

+ (2.19)

ГХ- _  (1^11) С;2-г2КцКпС12 4՜ (1^|»)3Cn
L “ Զ

KnKrCC2֊-(KI։K324-(K։2PlC1, + K22K։2C,l
12 Զ

, (К. ? )-C„—2K22[<i2Cl2 -f-(K;g)“C22
- a

(2.20)

Подставляя значения г։ и е2 из (2.15) и (2.16) в (2.14) и ,М։ и М.. 
из (2.18) и (2.19) и (2.10), получим:

(PV sina dV ,-С12 1 С22 Sin:a \ .
ds5 r~ d? 1 (c„ RjR, C1։ r /

Ր. d2W , P2 - sina dW _ K22Cn ֊ K,2CI2 1
Ci։ ds- C։։ г ds CB R|R2

Рз 
c։;

siira + .-4-հ'+փ֊(տ)’ 
Այւ I (2.21)
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d2W sina dW
ds2 г ds

D,2-Dl2 J D,2—D.
d։i-d;, рл □h-d

Լ sin-’a
/ ՜ г2 11

р. d2v PH-P|
e(Dl։-D,7) <1^ Q(DU - D;.)

sina dV 
г ds

K„C- К: .C
R.h2՜

Р., sin-’a
2(d։1-d;J г

1
(Djj D1։ I R;.

V -b Փ2(տ). (2.22)

Здесь приняты следующие обозначения:

P| ==K։|Cj2 — KJSCI։, Р2 1^2>Сц — К։։С;
Р3 = К,2С13 — к,,с,2։ (2.23)

ф| Tc'5S’F'(s)_§!'3’T^F‘(s)1 (2.24)

փ, = ± KnC^<13c12 Ap(s)_ 
r a(D„-D;,) dsr;(s)

Iv.?C|2 KU.C22 sina

грн-D.,) F..(s) ֊

Ж -d;,) Г" F,(s). (2.25)

1

Уравнения (2.21) и (2.22) составляют полную систему относи
тельно двух искомых вспомогательных функций V и W, через ко
торые, формулами (2.4), (2.5), (2.18) и (2.19), определяются все ра
счетные усилия поставленной задачи.

Для напряжений в каждом слое оболочки из (1.1) получим:

sina ,,ձ?2-1<1։ձո) -

dW 
cis .Д«- К։։Дн) -гвг2 ^W +

+ քփք,(տ),
(2.26)

sina n dv in - 
« ds ՜ 1г(Кп4й֊К12й'й) +

1dW 1
-1-гвГ; ds֊+ к:л?.) + гВ՛I օշ. 21™ W ֊ г

<?TF^ (2.26)

где
ДТ, = Bu Cl2- ВЪСн, ձ^= С12-В?2С22

А'Гй — B'u С._.ч — Ց"'շ С|2, ^շ'։ = В22 С'Г| — В?? С։2 (2.27)
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3. Пологие оболочки. В случае пологих оболочек полагаем, что 
коэффициенты первой квадратичной формы А=А(а, ^) и В=В(а, р) 
при дифференцировании ведут себя как постоянные (6, И, 12].

Таким образом, полагая А — const и В = const, внутреннюю гео
метрию координатной поверхности пологой оболочки подчиняем за
конам евклидовой геометрии на плоскости. Считаем, что кривизны 
к, и к.. при дифференцировании постоянные.

В силу исходных предпосылок для изменений кривизны и для 
относительных деформаций из (1.3) и (1.4) получим:

1 ժս 1 ду , ।
‘'’АЙ +k’w՛

I д2\у 1 ժ՜-’w 2 д՝\у { i оч
*| = А’ дл‘ ՛ *2= ՜ В’ Ժ?5 ՚ ՜ АВ ժօՎՅ ՚ ՝

Одновременно значительно упрощаются как уравнения равно
весия, так и уравнения неразрывности деформаций.

Для уравнений равновесия из (1.10), получим:

1 , 1 ԺՏ , v 1 Ժ1Հ. , 1 ԺՏ
А"^Г+ В՜^+ Х-°’ ՜Ց՜Ժ^՜ ՛

֊ (k,N, + k:N:) + ±+4--^- + Z = 0, (3.3)

ձ_ժ11_±^ն_ռ -ո — о
A da В ԺՅ ’ В д$ А да

Здесь, как нетрудно заметить, в первых двух уравнениях мы 
пренебрегли величинами k։Q։ и k2Q.., которые вызваны моментами и 

пропорциональны кривизнам k։=J-, к2 = 4-[6].

Из (1.11) для уравнения неразрывности деформаций получим:

1 It I 1 I 1 ^՜®1 A A \ki*,4-k։*2 jV AB B3^, = ). (3.4)

Пусть перемещения u = u(a, 3), v = v(a, 3) и w = w(a, £) являются 
искомыми функциями этой задачи, тогда внутренние усилия опреде
лятся посредством следующих формул:

тангенциальные силы

„л ~ I ժս I ду , _ .N'=G‘'T3T + C12'B ^' + C11I<|W +
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, ~ . .. I d2w .. i d-'w

N։ = e32±J+C14^ + cs։k3W +

, ~ . .. 1 d2w .. 1 d2w
+ C։։lf։W ՜ K« b։5F -к,: ՚
e_ 1 dv r 1 du I d-w
Ծ A da В d? “ w AB dad> ՛

(3.5)

изгибающие и крутящий моменты
ХЛ гч 1 d'*W f гхМ, = D,. .հ-о -4- Вг’ 11 A- da- 1

1 d'Av
В- с)? -кИ" Ada

I av KijkjW- K12k..w,

M2 = D..2
I ժ-w 1 d2w

B-'d?2 ’-‘A2 da2 - Kr,
1 dv
В di (3.6)

1 du ... ...
՜1<13 ձ՜ժ« K։ k?w Kj-։k‘w’

H— 9Ո 1 -1-K /ձժճ_±^\
*'L<jeAB umj'p '4 Bdp A daf

Подставляя значения M . AV и Н из (3.6) в последние два уравнения 
(3.3), для поперечных сил получим;
I Q, = -F.(П։.)ш т (K,t. +. K.J Ջ֊ + (к,4+

L +к.4Яи"(К“к'-КЛ).^՛ (3-7)

I Q։ — F(D,)w + <К„+ IW^-gr՜1՜ (K4# +

i- 1 d- , . ,, , . . 1 dw
՜ 41111 A՜7 da7՜ / V {K ՝շԼշ ’’’ K 52k B՜ d^՜ ’

где
1 d3 l ծ՛'E(D.) = D4^ +(D։2 +

(3.8)
I ds I d3■ F(D,k) = D։։ A J + (D։։ + 2DTO) .

Напряжения в каждом слое:
lb « 1 LI . J, m 1 dv . J_.tr, . . „rn ,= Ви հ՞</5£ ՜1՜ B-.c-g-^5-r Bjj kjW ■ Bick2w —
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—Y
1 Ժ-’w m I

А֊ ՜1՜"' В

3? = В?, ձ g + ВГ21Ջ + BS k2w + ВГ2к։ w - (3.9)

1 . է>՞ -i£< + B։2?

-« _ Rm I 1 Ժս . 1 "V
*4 ‘ A da

9vRm J.
“tbw’AB՜ ժօժՅ

Таким образом, задача сводится к нахождению искомых пере* 
мещений, через которые, формулами (3.5,։֊ (3.9), выражены нее ра
счетные величины.

Подставляя только что полученные значения N։, N2, b, Q։ и Q2 
в первые три уравнения равновесия (3.3) получим симметрично по
строенную систему трех дифференциальных уравнений относительно 
трех искомых функций и(а, 3), v(a, р) и w(a, £). (3.10)

и(«, ?) v(«, ?) W(a, Р)

с ՃՃ ■ г 1 ժձ
Ъ“А:0а-’՜’ (С,.; Сь..)лв

֊ Е(К1м)
X

<с- + с->лк- С Л^֊с 1^- 
В2 дГ Ч<;А2(7а-

(С,л ■ Ш-Ыр-

F(Kik)

Y

(Снк^С.Х.)֊-^-

֊ E(Kik)

(C.jk., C.7kj)

- F(Kifc)

(CHkKSGAkj+Cnki)-

— 2(։՝4fk[ д.-^з

-2(Ksik; К։։к,)в!ж

֊ր L(Dik)

■-Z

В системе (3.10) Lb(KiJc) и F(K։k) являются линейными оператора
ми третьего порядка (3.8) с коэффициентами К։Ч.

1 հ) ՛* I <i՛ ւ о1
L‘D >-D“F«r !-d44 + 2(D։։ (3.H) 

известный линейный оператор четвертого порядка.
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Для пологих оболочек существенный практический интерес 
представляет случай, когда X Y О, Z i- 0. В этом случае задачу 
'ложно решить смешанным методом В. 3. Власова [6|.

С помощью формул (1.5), исключая из (1.6) е։, е, и <в, для изги
бающих и крутящего моментов получим:

\А _ *, _  է\՚ո — КI Хи _■ ..
* Զ = Զ ‘

(Djj -D։|)7.j (D,, — Г)|2) 7.շ, (3.12)

М _ 1<22^12 ^12^22 V __  К-Л’С][ ~ ^12^12 X] _
“2 Զ Л, Զ «շ

- (DK ֊ Dy X, - (D։a ֊ D;2) x„ (3.13)

H = ^--S + (DM-Dy-г. (3.14)

Подставляя значения M։, AV и H в последние два уравнения 
(3.3), для поперечных сил находим- 

l<itC23— К|-_.С|2 1 r/Nj __ К։iCt, — КI,Сլ։ 1 </.\5 
Զ А дл Ճ A

(з|5)
п к,,с„-к։гс,., । Ժ№. к22с12- к։,с.,. 1 аы։
W2 Զ ՜՜ В д$ Զ Е5 др

+ ^g_F(D,k_D-)w. (3.16)

Здесь E(Dii< — Dy и F(Di< —D’k) линейные операторы треть
его порядка (3.8) с коэффициентами (Dik Dik).

В (3.141 (3.16) наряду с Dik из (2.20) входит

DB’ (3.17)
'-ЯГ.

Вводя функцию напряжений ср = ср(а, 3), через которую внутрен
ние силы N։, N, и S представляются соотношениями:

V = N’՜- —к-Ռ • (3 '8)
’ * Л- б*а- АВ

тождественно удовлетворим первым двум уравнениям равновесия 
(3.3) (при X = Y 0).

Из третьего уравнения (3.3), учитывая (3.15), (3.16) н (3.18), по 
лучим первое уравнение смешанной задачи:



26 С. А. Амбарцумян

_ /Հ- [К:гСп-КпС,г _1_О«ф
է ’В’ф’ • А- Ժ1= ) Զ A4d»* ’

к:,;с„ - к,/:,., ок« , к„са֊к,гс„ X _յ ժչ?_
У ~C<;* ՜ Զ /А'ВМа’^’’

ԺԴ j _L|.D|i d;)w + z = 0 (:).I())

где I ( Di* - I), j-линейный шератор четвертого порядка (3.11) с коэф
фициентами (Г),». — D(lj.

Второе уравнение смешанною метода строим на базе уравнения 
неразрывности деформации (3.4) Посредством формул (1.5), исклю
чен из (3.4) вп £.. w и учитывая В. 18), п мучим:

fir 1 "’W k 1 "4Ա I Г’4 -(՝:i “Кс.Сц 1 ^‘w , 
Г’В’гф’՜ * AMa’ I ՜ I Q AW

I / b* 11 _K J .(•)_• _ .. ‘Հ,. k’jj С И \ I
l Զ “ C<4 Զ ՜ / А-’B’ ժ«’ժ?3 ՜ր

K|.C,2-- K.jC,. 1 ժ*ս | . Cn I Ժ*? , / I
Զ 13տժ>* j 2՜ AW + |cM“

__?_ ՚’ Հ- ճ՜-- 2_ճ!Լ — Л (3-2ծ1
“ Զ М’В’ дх-д^ Զ B‘d?’ Ս'

Вводя для линейных операторов обозначения:

; ) _ Ջ.11. J_ ճ.___9--. _Լ Հ2Լ _i_ ք _!____ շ.9ч\ * _^֊ _ (3 ° 1)
■1 '.1 ֊■ ՛>:. \с ՜ Զ ! А’В» Ժ«’ժՀ։ • ս

I ,|Հ .ր . \ _ КкС’Л iUh.kC.k) 2----------д,^֊
/K....CU-K1;C1:

„lk_ K։iC;, K„c։, ! 1 ժ։ K„Ca-K2ftCn 1 Ժ*
*c.,: у ,1 aW ժ»։ժյ» ՜ զ b։1F 1

I (Ր 1 Ժ3 
’IP <7p: : A։ oaa '

из (3.19) и (3.201 получим:

I. (G.v)? - l.jihuCiOw — V’W—0,
— 1Հ»ւ*՜ — Lj(KikCjb)? ֊•• =

(3.23)

(3.24)

Таким образом, задача расчета прочности пологой многослой
ной ортотропной оболочки сводится к системе двух совместных 
дифференциальных уравнений (3.?4) относительно двух искомых: 
ФА«. խ՛ функции напряжений и w(a. £)—функции перемещений.
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Расчетные формулы внутренних усилий и напряжений в слоях 
оболочки в этом случае представляются посредством следующих 
формул:

изгибающие и крутящий моменты
1 <?s\v 1

М. = (D„ - ռ;,։ pg- - (P„ ֊ Dy +

I КцС12 Kr.>Cn J _ t(nC.2 — 1 օ՜'հ
Զ A“2da֊ Զ ՜ В2 Ժ?ր ’ ( ք

M«=(D«-Dy^+(Di։-Dy^+

՚ KiaC-շշ I даф _ K22Cn ^t?C;; 1 Ժ2?
И Զ՜՜ B2^֊ Զ ' \W

■r H=-2(D«- D«)ab՜ ժ^յ՜ C.f; AB՜ Ժ^Յ՜ (3 2/)

Тангенциальные силы Nn N, nS определяются формулами (3.18).
Напряжения в каждом слое определяем с помощью следующих 

формул-

□ ( rjmCort
О. = (Вп-д- ВЙ֊й՜) 1 ժ’օ 

ւր-Ժ?2
1 ժ*փ
Аа <г/.г

՜՜ k*<•>(-/
՜ '՜՜՜Զ՜2

։Ն 1\յ Ղ,.
B։2---------- q------ rBi1 1 Ժ՚2\Հ , 

I? ժթ ՜ր

® ^ււ^շշ ո»> bi։2C։1 ՜ ..ц"1 I ’
՜՜՜Զ ՜՜ տ,; Զ ՜ ՜ ’Ki|/A4№2՜ ’ (3.28)

1

A3 Օ'Հձ
1

B3 Ժ?9

+ (вй-,2֊>' о-1Аг +Bm кпс;2- к,,с 1 Ժ2\\-
А’ ՕՀ֊о

,1Л K22Cn --  1\"I2K|2 Աո1(լ?Շշ6 --  K-..;Ci, ..D®! W
Զ ՜ B։։ Ջ 1 L,- J IP ’ (3.29)

L_^L д ok" --Л1Cfi6AB f “Dry’ l,Ccc ։ /АВ

Остальные напряжения практического интереса не представляют.
Следуя В. 3. Власову, систему (3.24) можно принести к экви

валентному ей Одному уравнению восьмого порядка. Полагая:

w ֊ L7(CjJ։)<l>, ? ֊ VJ ф ֊ L3(K։։tCik)0, (3.31)

тождественно удовлетворим первому уравнению (3.2-1). Из второго
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уравнения для искомой функции Ф - Ф(а. 3) получим одно линейное 
уравнение восьмого порядка: 

ЬУ(Р;к)Ф - 2L։(Qik)‘I»4-V 'гФ ֊ Z.
Здесь приняты следующие обозначения: 

ձ 1 & I I Ժ8
ik) 1 ծ՜Հ A«jp ^32 5 д ։gi

+Р * ճ8_ +р ձ* 
1 А‘В« Ժ«-Ժ?տՓ - В8 о?8 ՚

L։(Q.) U1UC.) :■ Q,^ . Q..^-ОГ

.l 0 . 1____ ?ձ_ _ о 1Ճ"
' 44ASB։ даЧ? ’

k ձ 
֊ձ՝Ժ«։ 1 1 -A’B֊ дя*<ф * B‘^‘ '

ГПА P I'D ■ П \?’-L 1 ~~ ^11^12 Vгде n (i->u —1->։։) g T| շ I ,

p я» . Ռ __ Ո՜ I <>?3 I /^13^22 У
p2 e 1 Մ.-2 ֊ D22.| -֊շ֊ I֊ Լ------ Q—----- J .

Ps 2[(D„֊D,,) + 2(D„֊Dy|?^ +(D„ d;i)(A--2%^ +

9 *4 ^11 i KjjCjj KJ2(.։2 q , ^յյՇշշ ? К,-С12 \
Զ Լ Զ 2Cce Զ J’

P, = 2[(DI։-D-) ^2(DM-Dy]%-+(Dr։֊Dy.(^--2^) +

_o ^Լլ֊Ջ֊յ ^շ։_£չւ? I ~ '4ւշՇ13 K6e . K|]C»« K12Cr. \
Զ I a 'Cee ՚ ՜ 2 }

Р» = (D„ - D„) £թ +2 [(D։i ֊ Dy + 2(D„ - Dy) (^֊ -

9^12 I Ո IV '^Ч> .>(^r/C|2 KjiC-pJINtjCj» Kn2C12)
- շ“ -r Ա-ձ՚շ Զ ՜ Զ3

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

Iv.gCii КГ$С12 _ 9 ^0»)
о ՜ p- ^лг.

4- ^n^-- ւճսՋւճ ՚ Զ (3.36)

I _[• К«-С*1___ ^11^12 I է. I՛ ^22^01 . KnCg« K^Cfj
з kj <) -г К՞ о ~р о

— \ “ ^бб ~
!\ 1»СП К] 1С ,շ ո 1 ^Հշ^շշ ^22^12

1 к2 () » 4f2 К1 о (3.37)
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0 _Ь К։1С25 KvjCjo . /հյշՇյւ ^12^յյ Q K,։fi , KnC22 Kl7Cj2 \Qi-^- £-----------+պ $ 2^- . --------- $ J.

В этом случае расчетные формулы будут представлены посред
ством искомой функции Ф(я, ^).

Тангенциальные силы:

N2=[V?-UKlkCik)| 1֊£, (3.38)՛

К S = - [V; ֊ L,([<i«Cik)] дВ֊ .

Подставляя значения w и © из (3.31) в (3.25). (3.26) и (3.27), 
для моментов получим:

М,= (D|‘ Dn) д=^Л8 + (D«2 ռ>շ)լյ՝-'ժ^ Ա(Ա)Փ4֊

Kj,c,t—к,3сп _լ շլ _ Kl։cJ2 ֊ Krct, ձ 21
Զ A3 ժ«5 Զ В* ժ/i’

|v֊֊U(KikCik^.

м,= - о;2) ш ”i + թս. ֊ d;j 1 ս^փ 4- (3.39)

՛ KjtaC,;. — Кц>С32 1 дг КоХ,, K12C|a 1 d՛ r.֊-? _• (|Հ..ր..\]փ 
Զ B’dp’ Զ А’Эа* J14՜ ր ь3(Ь.։кС։<)| i..

Н = ֊2(D« -D«)Хв ֊Д Ь(С^"’֊Й- ձ ։- L‘<K«C“)15-

Для напряжений из (3.28), (3.29) и (3.30) получим:

'ВиС..? — В"С„\ ’. ժյ 
к Զ ՜ ! В2

В"С15- ВиС։, \ I Ժ3 
) А3 (Ь- [V?֊

-UKftCiJI Ф (ВТ, KiAi-KhC,. _ .,в™ +

.: в- КщСи.^Дг. _VB?1 j мс11с)Ф, 13.40).

B-SCn-B^Cu \ I а‘ i'BgC|.-B"։C52\ I _ժլ] г_։ 
զ-!տ՜’*ժ ՜(--------ջ----------- )В։ <??։J 1 ՚
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МКЛИФЧ- (в£ ՜ 1ЧП^12
Զ -ГВ?.4-

L2(Cik)$,

В£ 1с; АВ 1^֊МКЛ)]Ф+

2В”з Кс.։ \ 1 Ժ-
Сес ’/АВ

1-э(С|к)Ф. (3.42)

(3.-11)

4. Пластинки. Рассмотрим случай, когда обе главные кри
визны оболочки к, и к, равны нулю. В этом случае оболочка пре
кращается в плоскую пластинку |6].

Полагая k։ = k2-=O, из (3.10) получим:

.. 1 д и 1 d’u Ր ր 1 d®v p
C։i/Voa” tC<։«B^s 1 {Դյ' 1 сз}АВ dad? L(h|k)4'՜ X’

2 Ջ кг — r \_LJ?2L_ 
IV da2՜ + A'֊ da'2 *Ւ ’ "c) AB dou$ F(Klk)w = ֊Y, (4.1)

E (Кд) u P(Kik)v -֊ L(D|fc)w — Z.

Наряду с разрешающей системой (4.1) упрощаются также ра
счетные формулы внутренних усилий и напряжений.

Для тангенциальных сил получим:

V (' _ԼՀԱ Հ' J I- J &\V_ |Г I d2W
Л1 ՜՜ Ն'1 A da !'Ն,յ В վյ К“ A՜2 da՝2 К‘2 В3 ժթն’

xt /• J , /՝ 1 r- 1 ^2w rz 1 ^“W /Л o.
՜ C--‘В сф r Cj: A k՝s B*d52 K12A2dae ’ (4J)

Ч-C ±ժ4_օւՀ 1 д՜*
6<iA //a "՝;ilB a$ Կշ ՚^

Для изгибающих и крутящего моментов:

Х< _ п 1 Ռ 1 է/ 1 ժս 1 dv
M։ U” А3^՜4՜ Այշ^ժթ՜ ՜ Kjl Ada՜

Ի՝'֊ ևշ* Bd։i K’֊A da’ 1 ’°

. I _ _ .,n J d2w / 1 du 1 dv \
‘ ՜ tUiAB dad? 1 Чй( Bd? 1 Ada)'

Для напряжений в слоях оболочки:
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m r>m 1 <^U , pin 1

m_ pen I , m 1 Ժս 
Atfa՜*

1 d-w
В= Ժ,32

tn I £3w 

։2B’^a

tn 1 <>2W
V> '■■■" * ■ у

՜ A2 ժօր

'։" 1 r?W_LR

m /' 1 ժս ։ dv\ Ovom 1 Л'
66 \ + Л da) “։b<* A dad? ’

Если полагать, что на пластинку действует лишь нормально 
приложенная нагрузка ZiX=Y=O), то из (3.24) легко получить 
совместные разрешающие уравнения смешанной задачи многослойной 
ортотропной пластинки:

L2(Cik)» -J՜ LsfE'ikCr/Jw = 0.
LjDik - DJJw L3(KlkCik)? = Z. (4.5)

Расчетные формулы этого случая остаются без изменения, а 
именно: тангенциальные силы определяются формулами (3.18). мо
менты—формулами (3.25) (3.27), напряжения в слоях пластинки фор
мулами (3.28) (3.30).

Как и н случае пологих оболочек система (4.5) может быть 
приведена к эквивалентному ей одному уравнению восьмого порядка.

Полагая:
w = Ц(С|к)Ф, « = LR(KluCik)0>, (4.6)

тождественно удовлетворим первому уравнению системы (4.5), а из 
второго уравнения получим искомое разрешающее уравнение вось
мого порядка:

L0(Pik)<[>«=Z, (4.7)
где приняты предыдущие обозначения (3.33) и (3.36).

В этом случае для расчетных величин получим:
для тангенциальных сил

N‘։ = — L .(KikCik) Աշ >

I К; = ֊ և(1նՇ,Հ։^. (4.8)

լ s

для моментов

М։=. (Dn 1)111 ձ-ժտր ՜1՜ !Г)|-' °1֊՝ В2^ Е,(С11е)Ф -

КцС«, — К|2СП 
о

_1 Ժ2 _ Кис~- К,.,Су, յ_£1|
А֊ да- ՜ Լ> ՜՜82ժ^| Ц(К։кС։к)Ф,

М,= Di) 4^, г (О,. Dy | լ.(Շ|։)Փ
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ГКЛз-К^С» ’ * кггсп-к։2с,г 1 Ժ--1, /է/ г
Ջ В2 - Զ р I МК|кС|к)Ф,

1 Ժ’
Н = ֊ 2(0. -- Dw) Е2(С1М)Ф 4- (4.9)

+ с“՜ АВ ժ«ժ?՜ L><KlkC"')<J>-

Аналогичным образом из (3.40)—(3.42) определяются напряже
ния в слоях пластинки.

Рассматривая вышеприведенные уравнения и расчетные фор
мулы замечаем, что они принципиально отличаются от соответст
вующих уравнений и формул теории однородных или симметрично 
собранных ортотропных пластин [5].

Это отличие заключается в том. что в случае многослойной 
пластинки, составленной из произвольного числа слоев, функция 
напряжений թ) и функция перемещений w = w(a, £), в общем
случае определяются путем интегрирования совместных дифферен
циальных уравнений.

В заключение, для иллюстрации, рассмотрим один численный 
пример. Квадратная (а = Ь) двухслойная пластинка свободно оперта 
по всему контуру и несет равномерно распределенную нагрузку q. 
Общая толщина пластинки о. 6.0 см, толщина нижнего слоя 
6| 2,0 см, верхнего слоя—(о... oj 4,0см (фиг. 2). Модуль упру
гости материала верхнего слоя EUI Е, нижнего слоя—Е1՛-՝1 = шЕ.

Коэффициенты Пуассона? р1 = р‘2’= 0.
Определим необходимые постоянные пластинки. Из (1.2) для 

В;՛.! получим:

В /՛ _ тЕ. - шЕ. В'շ = 0. = 0,5тЕ,

Вп = Е, В:7 = Е. В'Й = *Л В‘Й •-= 0,5Е

Из 1.7). (1.8) и (1.9) тля жесткостей получим:

С„ = С22 = 2Е(гп 2), Св0 = Е(ш 4֊ 2), С1а = 0.
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D„ =Di2--|֊E(m + 26), Dc։; =-J (m Ч-26), D,, = 0, •5 О
К1։ = К22 = 2Е(т 4՜ 8), К6€ -= Е(т 4֊ 8), К։2 =. 0.

На основании (1.8) и (2.20) для (Dik — D?k) получим:
/п п" \ т пч 2 т’ +64 т +16 р(Dn Dji) = (D31 D22) — з m 4-2 ь *

/п ո՚՜ \ n I г) «у՛ \ — ‘ пг -• 64т 4- 16
(Այշ Ц2) — Գ Ц») = 3 h.

Наконец, из (3.36) для Р) получим:

n _ d 1 т։ 4- 64т 4-16 р р _ 4 m’-f* 64т 4֊ 16
1 2՜3 (т4-2)а ’ 3 4 3 (т4֊2)2

р _ „ т5 4՜ 64т -(֊- 16
Рб՜՜2 (ափ2)։

Задачу решаем методом двойных тригонометрических рядов 
|3, 5, 6, 12].

В соответствии с граничными условиями свободного опирания 
[5, 6) функция Ф может быть представлена в виде:

Ф(а,₽) = У У Агх sin • sin , 
““ а а

где ։ и к—целые числа, Aik—постоянные.
Аналогичным образом разлагаем в тригонометрический ряд 

внешнюю равномерно распределенную нагрузку:

16q v у» 1 . ina . ккЗ
Ճ = —~ >. sin — sin — л- — ։к а а 

։-1 k-i •

Подставляя значения Ф (а, р) и Ճ в разрешающее уравнение (4.7). 
после некоторых преобразовании для прогибов получим:

» |яв кхф
_ 24а4(т 4- 2)q __ у у sin ֊г • sinv

я®Е(та 4֊ 64m 4֊ 16) — -j ik(ia-Ւ k2)2

Аналогично, для нормальных напряжений в слоях получим: 
՜ւր֊Հէ ккР

-и- & RM.2I /Պյէ $ _.v 1 24ачт - 2)q___ у i sin Vsin V
” \m4-2 4 / тс4Е(т-4֊ 64m 4-16) |<(i՜-4-к1)’

1ла к-р
dui -p.|i.2i7m + 8 .Д 24a2(m4-2)q у Ksin — sin ֊г

Լա 4- 2 ) к‘Е(т*4-64п14-16) — i(ia4֊k3)։
i .к

В частных случаях, когда in = i. т = 2, т= 10, т = 2(։, для 
прогиба центра пластинки получим:
Извести* VI. № 3—3
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, а4
w = -x»^4.

где Хи в каждом частном случае имеет следующие значения:

(Ո ьо 2/0 10,0 20,0

Zm 0,2165 0,1580 0,1069 0,0758

В рассмотренных частных случаях для нормальных напряжений 
а е апо линии а = —, 3 = — получим: 

а згде для л)т и Ajm в различных точках линии а ֊ —, $ = —(фиг. 2), 

имеем следующие численные значения:

Коэфф. точки ш = 1,0 ш—2,0 га-10,0 га*»20/0

AJm
1 0,5862 0,7130 1,4475 1,7415

2 0,1954 0,1426 -0,4825 -0,9945

>.2ա
3 0,1954 0,0713 -0,0483 —0,0497

4 —О,5ъ(>2 -0,4991 -0,4343 -0,3233

Приведенный пример1 показывает, что в этом случае система, 
разрешающих уравнений (4. 5) распадается на два независимых (5, 6]

1 Приведенный численный пример выполнен Л. В Петросяном.
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и. (Ь. X.սոքյւաթձւււ il'juiG

ՏեՐՏՍԼՎ-ՈՐ ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ ԹԱՂԱՆՌՆեՐՒ 1ԱՇՎԱՐԿմԱՆ ՄԱՍհՆ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո !• 1Г

Հոդված ւււմ բերված են կամայական թվով շերտերից կաղմ վ ած ^ւրր֊ 
րապատ օրտուււ րոպ թաղանթների հաշվարկման հ ft f/it ա կա՛հ հավասարում֊ 
ն!.pp հ բանաձևերը։

11րպես մասնավոր դեպքեր դիտված են պտտման և վւո,րր կ/ւրւ4.թյէէէ-ն 
ու նեցող թաղանթն եր և րաղմսւշերտ հարթ ւ/աք երւ

ւ՚ւյուստրաւ/ քւայքւ համար բերված /; մեկ թվային օրինակ/
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