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МАТЕМАТИКА

А. Л. Шагиняп

Некоторые задачи теории наилучших приближений 
в пространстве

Вопросы теории наилучших приближений гармоническими по
линомами исследованы весьма подробно в случае функций одногф 
аргумента f11.

Имеются результаты и в случае приближений в плоских обла
стях [2].

Вопросы наилучших приближений гармоническими полиномами 
в пространстве, насколько нам известно, не исследовались.

В настояшл статье рассматриваются некоторые задачи гакого 
рода*.

В пункте 1 дается оценка смешанных производных гармонического 
полинома по заданному модуль-максимуму в области, граница кото
рой есть поверхность с mраниченнои кривизной.

В пункте 2 приводятся теоремы, аналогичные, теоремам С. И. 
Бернштейна и Валле-Пуссена, о свойствах приближаемой функции 
по заданной скорости убывания нан.тучшего приближения Ւ1Հ(է) ՛•'

В пункте 3доказывается прямая теорема'теория приближений,— 
аналог известной теоремы Джексона.

Наконец, указывается одно следствие, связанное с дифференци
альными свойствами пространственных гармонических функций.

Отмечается, что все полученные результаты остаются в силе 
л в случае плоских областей.

1. Пусть ||и (Р)—произвольный гармонический полином степени 
п. М = тах | Ha (Р) I па х- 4֊ у3 փ z2 — 1.

На окружности любого большого круга полином Н,(Р) обра
щается п обычный тригонометрический полином степени п относи
тельно центрального угла этой окружности.

Поэтому |3]
|ԺՒ!„ I . .. --- > < Мп, I I

где ds — элемент дуги нормального сечения. В частности

• Здесь подробно излагается содержание заметки в ДАН СССР (т.ХС. стр. 
141 — 144. 1952).
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где 6 и ф—полярные углы, и вообще

I ԺԴԼ I

IV МпР> , -| Ճ Мп’’ .I
Оценим теперь производные полинома Н,,(Р) по нормали. Пред

ставим Нп(Р) в виде:

(2)
где jYnсферические функции Лапласа.

ЭНп—- = Y1 4- 2rY։ 4-.... 4 nr"֊1 Yn, 
ժր

а на единичной сфере

<7Hn(P) 
ժր

= Yt 4֊ 2Y2 ; . . . 4֊ nY„, H„(P)|f ,= Y0 I-4֊ Yn.

Обозначим отрезки последней суммы через (sk J

Sl(=Yl>4-Y14’...֊rYk, k — 0,1,2, .... n. 
Тогда

ԺՒԱ 
dr րա|

= S, - s0 -I- 2(s, — Sj) • . . 4- n(sn — Sn-j) ֊ nsn —

— ($o 4- Sj 4՜---4՜ Sn-1) = n lsn — —-
I n

(3)

Но доказано {4], что если f(P) произвольная суммируемая функ
ция, заданная на единично։։ сфере и |i(P) | М, то средние первого 
порядка отрезков ряда Лапласа этой функции ограничены неравен
ством

տ^-^տ, 4~> • -4՜Sn-i 
п

< с М, (3')

где с—постоянная, независящая от и (Гронваль).
В случае гармонических полиномов на плоскости неравенство 

(3') заменяется неравенством

4- st . 4՜ sn-i 
п

< М.

(см. [5J).
Применяя неравенство (3') к Н1։(Р), получим из (3):

Ж I ՜ճր՜ւ с Мп, (4)

где с—постоянное число, не зависящее от п и полинома Ня.
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не является гармонической функцией, поэтому, возможно, ne
ar

равенство (4) имеет место лишь на поверхности сферы. Но так как 
ԺՒ1,։г - - гармоническая функция’, то внутри сферы будем иметь: 

ժր

дт
< с Мп.

Для оценки второй производной т,
(К-

(4Э

можно пользоваться

уравнением Лапласа

ԺԴ1Ո . . д / ԺԱՈ \ , . , Ժ / . . ԺՒԽ \ _— -4-sm’O— г — ֊ք-տւոՕ- տւոՕ— - =0. 
ду- ժր\ or I db\ d'j / (5)

Все производные, фигурирующие в этом равенстве, уже оце-
<?НПйены, кроме — — , которую можно оценить направив предваритель- 
ժր’

во координатную систему так. чтобы в точке, где производится

оценка, было 0 — .

II случаем
ԺԴԼ 

ժր’
< с Мп’,

где с—новая постоянная, нс зависящая от 11п и п. Из этого неравен

. ^Нп
Г'^Гства и из гармоничности следует

< с Мп2

в замкнутой сфере.
Таким образом, находим, что если ЛП(Р) — гармонический поли

ном степени п. удовлетворяющий на сфере х3 - уа - z2 = 1 условию

то на этой же сфере
|^н„ 
I ժ$₽

< Мпр»

где ժտ —элемент дуги нормального сечения, и

а₽ип
дг» < с Мп(,« 

г-1

(6)

(7)

* Если Q(r.G.o) гармоническая, то и րք՚ճճ_Ջ_ будет гармонической функцией.
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где с—постоянная, зависящая, возможно, лишь от р. Внутри са՝- 
ры, вместо (7), будем иметь неравенство

|г^ 
i ժր’։

< с Мп?. (В)

Неравенства (6) и (7) дают возможность оценить производные 
полинома и по любым направлениям.

_ г)Нп дН„ ԺԱ,Оценим сначала----,------и-------- .
ох ду (հ

_ tfHll .. .Допустим, нужно оценить------ и произвольной точке А сфе-
дх

ры. Проведем через А и ось ох плоскость. Тогда
ժհո <9Нп , . . <71’1ц------  = — CoS(r.OX) ֊}--------cos (s,ох),

<7Х ժր

где ժտ—элемент дуги окружности этого сечения, a տ — направление 
касательной к ней в точке А. Из этого равенства следует:

<>Н„
ох

; с Мп.

Точно так же получаем
ан„

ժ\՚
г/Нп 
oz

< с Мп.< с М„ ,

Из принципа максимума гармонических функций следуем выпел- 
зение этих неравенств и внутри сферы.

Таким же путем оцениваем смешанные производные любогс

порядка ____ Ժ4Ն____
' Р’ Р»+р3), р-1.2,...

Получим

по

(frH„
</хр ayMz5'. <с Мп?

так как произвольная смешанная производная ____ д[ Нп_ 
01, 01........ д!I •

направлениям 1.1.,, ., /|? внутри сферы, выражается линейны

образом через производные •<Нп.
д^՝дуЛ dzK'

К = К; -р Ко - К

А

посредством ограниченных коэффициентов, зависящих от углов меи 
ду направлениями 1Х,и координатными осями, го приходи 
к теореме:

Если Нп гирмоническид полином степени п и на сфе) 
х: 4- у’ -г z- = 1
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то в любой точке
|Н„(х, у. z)|<M. 

x’ + y’ + z’ < 1
"՜!1'

ol} al,... Ժ/Ր
(9)

г</е /| ,L, . . . /։, ֊ произвольные направления в данной точке, а с— 
постоянная, зависящая лишь от р.

Неравенство (9) может быть установлено и для произвольных 
поверхностей, при условии их достаточной гладкости.

Пусть R։ и R.. —радиусы кривизны главных сечений данной по
верхности в произвольной ее точке. Тогда из предыдущих нера
венств вытекает, что

Если поверхность имеет непрерывно вращающуюся касатель
ную плоскость и
[ K+rT const-

то из условия |Hn(P)| М на S. вытекает

гос {—произвольное направление в рассматриваемой точке по
верхности, с - постоянная, зависящая от min (R.. R..).

Для доказательства достаточно провести через каждую точку 
поверхности касательную к пей сферу, лежащую внутри поверхно
сти, и применить внутри этой сферы полученные ранее оценки. Л 
для точек внутри какой-либо сферы, целиком лежащей в области, 
ограниченной данной поверхностью, полученные ранее неравенства 
также, остаются в силе.

Таким образом, для указанного хлпа областей остается в силе 
неравенство (9). Постоянная с будет зависеть лишь от р и от кон
фигурации.

Формулируем полученные результаты в виде теоремы.
'Георема 1. Если в области, ограниченной гладкой поверхно

стью с ограниченной кривизной, гармонический полином |HnlP) 
степени п удовлетворяет условию IHM(PV<M, то в любой точке 
замкнутой области

'■Г । »« рЕ: ..о!, | ւ Խ- (10)

Замечание. Все вышеизложенное остается в силе и для пло
ских областей. В этом случае, при доказательстве предыдущих оце
нок, вместо неравенства (3х) Гронваля надо применить известное не
равенство Л. Фейера о средних арифметических отрезков тригоно
метрических полиномов. По Фейеру (3х) заменится неравенством

Su-i-S!-!-.. . փտո. I < М.
n
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2. Применим полученные неравенства к задачам о наилучших 
приближениях в пространственных областях, ограниченных гладки
ми поверхностями ограниченной кривизны.

Докажем следующую теорему:
Теорема 2. Если f(P) произвольная непрерывная функция на 

гладкой замкнутой поверхности S, имеющей ограниченную кривиз- 
ну, и наилучшее приближение f(P) гармоническими полиномами 
степени п удовлетворяет условию

Eo(f) (И)

где р целое число, а Զ(ո)—невозрастающая, начиная с некоторого н, 

и ճ(ո)-*0 при п-->со, a I dx’<~oo, то f(P) является гра

ничным значением непрерывной в замкнутой области и регулярной 
внутри функции F(P), допускающей в замкнутой области произ- 

՝р ր
водную Q г._ с модулем непрерывности

о!յ , . . ^/р

■х

<i>(S) <h о J Q(x)dx 4 I дх | , (լշ)

в _1_
о

где и и 11—постоянные, не зависящие от В.
Доказательство основано на использовании неравенства (10), 

а в остальном не отличается от аналогичного доказательства Валле- 
Пуссена, изложенного в его лекциях [6]. Для удобства читателя 
приведем это доказательство.

Обозначим приближение порядка п нашей функции i(P) через 
Qn(P)- Пусть а> 1—некоторое целое число. Из (II) следует, что 
на границе нашей области

f(P)-F(P)wQ*. 4 (Qfl. - . (13)

Для краткости обозначим:

= Qa« Q„ к+i •
Пусть Ra»—остаток ряда (13): П3>

ос
= £ фк.

к—2
Так как фк — полином степени пк+1 . то в силу (11)

Применяя неравенство (10), получим:
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= ՜—~ ■ ~—  -= ■ - —   ■ - --■-*֊

► ----- Ժ-^֊ -I <2с- Զխ1,)— йИк+,,= 2с Q(a*)av.
ծկ... dip I а*р

И --- —---- — ----- < 2с՛ ՜՜ւ'1՜<*—֊. հ/Օ։՜1 'Ир-5- •> = 2с £2 (flK ) аК֊н ft₽ .
01л ... dlp+i аК₽

Покажем, что из первого неравенства следует существование 
и непрерывность производной

-У ** (14)
Ժ/, ...dip ^dlx...dlp v '

к- ?

в замкнутой области. Для этого представляем последнюю сумму в 
виде:

со р ПЭ
У ^Рук__ = V <7Р ?к у ftp gK _
^2dl{...dlp ^dl,...dl9 ^{0l,...dlp

где ц—пока произвольное.
Вторая сумма мажорируется рядом

оэ <х.

2«₽ У 2№) = ?ep+i
:֊ 1 , а" “՜1

.,(<ջ с адах
fl—I 1U ft* u—I .) x

Отсюда следует равномерная сходимость ряда (14), а следова
тельно и справедливость равенства (14).

Для оценки модуля непрерывности ш(3) производной
ժ[՚ F

—— . обозначим через
011 ... 01р

. О» Ra, о? <ркձ---------- — н д---------- -—
ft/. ... dip dlx ... dip

приращения указанных функций при произвольном смещении точки 
Р на расстояние <3 по какому-либо направлению /р+։ .

Имеем:
I), со

_ У А. .у _

Применяя теорему о конечном приращении к первой сумме, 
получим:



8 Л. Л. Шагиняя

со (о) о X max 

к-2

Для второй суммы мы имеем 
чаем:

Ժ/յ...Ժ/յ>

мажоранту, а для первой полу-

Ժ/է...Ժ/յ> 1

V ) u.h-i

к = 2

\՜1 9ztP~-‘ p
■Հ֊---- X Щ«* ) (а* —и*-1) <" ֊ ֊ - Q(x)dx.

ս՜Դ-շ «՜1 J
a

Следовательно: 

<?|х on
2«р+5 Г м/ ., . 2«И1 С , w(5) о------ Й(х}<1х4------- ------------ -dx .
a— I J а — 1 J х

Подбирая р так,

" <г

чтобы а*՜1 -Հ получим:
Ն

а

Հ )’ <>(х )П.х - I ՜լ~Հ]ճ| .

ն յլ
փ

<Д)!О) հ

т. с. неравенство (12).
Нетрудно видеть, что и все остальные результаты, приведен

ные в IV главе лекций Валле-Пуссена, имеют место и в нашем 
случае.

Поэтому приведем лишь формулировки этих результатов, от
сылая за доказательствами к указанной монографии.

3. 1’с.ш г, дополнение к условиям предыдущей теоремы, суще
ствует постоянное а <1 такое, что х’Й(х) не убывает, начиная с

Ւнекоторого х, то ՜՜ j՜՜՜^ ՜ ил1бе1П модуль непрерывности

w(5) <: If dx,
լ 
о

где հ'—постоянное относительно о.
4. Если для функции 1(Р).

0<*<1
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то f(P) является граничным. значением регулярной внутри и непре
рывной в замхнутой области функции F(P), допускающей непре-

. к <*” Ррывную в замкнутой области производную-------------, уаовлетви-
ժհ dlz...al?

ряющую условию х-Липшица.
Q

5. Если Kn(f)< -------- :— , «>0
np(lgn)*le

то —---------- имеет модуль непрерывности w о), уоовлетворяю-
д1х...дЦ,

щий условию

6. Если. I£n(f) < —— .np+l
то w(o) h о Igo . h постоянное.

7. Наряду с предыдущими результатами, где по порядку убы
вания наилучшего приближения определялись дифференциальные 
свойства функции, представляют интерес а обратные теоремы.

Приведем такую теорему для случая шара.
Теорема 3. Если F(P) — гармоническая внутри шара функция и. 

лр Fпроизводная ____ непрерывна в замкнутой области, a w(6i ее мо- 
or’’

дуль непрерывности, то в D

г- ( 1?п \р i' 1*?п \Ьп(1)<с —=— w —s— . (15)
\ п у \ п )

Доказательство по существу не отличается от аналогичных 
доказательств известных в теории приближений.

Рассмотрим гармоническую в единичной сфере функцию

с/г Fг” = Ф|.(г,6,^.
ԺրՐ

Составим функцию

ՓՀհր,0, ?). 0<h< I
разложим ее в ряд Лапдаса внутри единичной сферы и возьмем 
сумму Sn первых и членов этого разложения.

Sn = Yo -j- Yjh 4՝... 4- Yn h",

где ‘MlA^PUcosy.i <17.
֊Խ
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а Рк(сояу) к-ый полипом Лежандра.

Тогда, очевидно

ФР(Ь, կ. ?) ՜՜ Տ„ I <сМ— 
(1-Խ4

С другой стороны, и > построению Фр(гЬДф)
|ՓՐ(հ.6/ք) — Фр(1.0,?) < «Л 11).

Беря 1 — հ = , и учитывая, что Мао) < (Ц-а)иЦЗ), а
п

Л о>(о) . Fс другой стороны —-— ограничена снизу, иначе функция ------
о ՚ ժր?

была бы постоянной, получаем:

Обозначим через S5P гармонический полином

Тогда предыдущее неравенство перепишется в виде

Ժ / cfr֊1 F 
ժր I. ժր₽-’ sT(r.»,T) յլ )•

Отсюда следует, что функция

и* 1 Ի 
с/г»' 1

s'" (г.о.ч»)

удовлетворяет у границы условию Липшица с постоянным
( ten \ n .со) —֊— . Поэтому, рассматривая гармоническую функцию 
\ п /

տպ (ր,օ,փ)(Д-р֊1

^'Fмы находим, как и выше для------- , некоторый гармонический по-
ժրք

липом Sn’’ (r,6,<pj такой, что на сфере

Таким образом, получаем гармонические полиномы степени п
с<и с <2) с<Р)и , О л , . . . , Эи

такие, что на единичной сфере



Некоторые задачи теории наилучших при&ли^евиЯ в пространстве 1J

По принципу максимума получим и внутри шара

Отсюда следует неравенство (15).
Последние две теоремы являются аналогами теорем С. II. Берн

штейна и Джэксона в теории наилучших приближений функций 
одного аргумента.

Отметим одно следствие из предыдущих результатов, представ
ляющее и самостоятельный интерес.

Теорема 4. Если 1’(х,у.г) — гармоническая а шаре функция, имею- 
ov I՜щая непрерывную в замкнутой области производную---- с моду-
ժր₽

лем непрерывности w(o) и

00 / lex \f(lgxP®(-^±_
I --------- _—_—Լ dx < փ co,

»
то и всевозможные смешанные производные порядка р бу аут не-
прерывны в замкнутой области. В этом случае можно оценить

Ժ? Fтакже модуль непрерывности ш*(Ъ) производной---------- .
dlv..dl9

В частности, если ю(5)<3’։ ОО.

Если же предыдущий интеграл расходится, то можем ут
верждать лишь непрерывность производных оо порядка р—1 вклю
чительно.

Для доказательства достаточно применить последовательно 
теоремы 3 и 2.
Сектор математики и механики Поступило ЭО 111 1953

АН Армянской ССР
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J. ?»<ti1i|iGiuiG

ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՄեՋ ԼԱՎ_ԱԳՈհՅՆ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ ՏեՍՈհԹՅԱՆ
Ub ՔԱՆհ ԽՆԴՒՐՆեՐ

Ա 1Г Փ II Փ П I» 1Г

// եկ անկախ փոփոխական իւյ կախված иովI)րա կա՜հ ր ա у մ ան у ա մն /. ր ի, 
ինչ պես Л /. ո անկյ ոլն աչափակա՚հ ր ա զմ անւք ա'մե եր ի ած ան if յ աf'hl. ր ի համար 

> ա յ անի Լ՚հ //արկէէվ և у ր ա յ րն ե՜ ր ի սսւաւքած

|l Г(х| < Мп, 0 <х ч 2тс,
անհա վ ши ա ր in [J յունր, lifiinl.if Нп(х)~£» ““[j'"/ ե՚ոանկյՈէնաՀափական ր աէլմ
ան if. ա I fit I,,

M=max |Hn(x);, 0<x<2z.

/<чկ n •/’ /»“>ղմ"• նч ч> մի կ“՚ր գն I,

Նախորդ ան հ ավա иա ft ո է խ յունր հեսւ1ւանր է Ս Աք րկո if [• niiliiitf ած if ի 
HIJI ա՛հ հա վ աս ա ք։ tn թ յան ւ Այդ րանր նկատեք Հ //. f‘ I, րն շ ա I, յն ր ւ

Բնականա րա չւ, նախորդ ա՛հ հ ա if ա и ա ր ո ւ. [-1 յ ո ւ Ն /, у հետևում Լ 'limit, որ

ihSkm,՛;
itftlil; unf fiinf'i p-ի ‘iiinftiifti

IJj'llItt.Mlinll հայտնի Լ, [Hl ի"}1Հ 7^/’ I. կաաաք՚րուք tUflf ա՚հԴ m l/ Ui и Шfill ւ֊ 
թյէ1!.ն[1 մեկ t[t t ։ վախ ակ ա՛հ ի у կախված վու ւ.'հկ if [1 ան հլւ ի ք ա վ uiif.it /. քՆ il'ituitu- 

վ и ր II I. խ I ու նն I; լ։ ft и ւ. и п г tfli ш и [։ ft li ք /» и :

Նեչւկւս հսւքվածէոէ1 ա itf ա </ ա քք վ tit if I;՝

1 .) lifjti Нц(Р) П ասա[ւճա՚Նի հարմոնիկ րաէքմանդսւմ Լ և միավոր 
ջ Ш и ա վ էքէ՚վ էք՚հ '1 [• ա/itf ի tn "է։ ի

|Ип(Р)|< м
անէ սւվաս ա ft tn [J յան ր , ասքա այդ ՜հս ւ յ՚հ վւ ա կ ա ի ft и ւյ [>/ ա tl' tul.iffi կա 'էւ1-նւս 
( -9 ) ա՛հ-t ավ ա и m ft nt. խ յ ա "հ ր , էէրաեէք (՜֊Ն ւ) ի որոշակի Հ чг и ա ա ա ա 'll է,, կախ
ված թհրհս [)”/‘ff. I-., I /;> ----կամայական ու iftfil ւ խ յ աննհ ր հ՛հ.-

2} (//) ա՚հհավաասրա pjnt-նր ճիշտ !. նաե и ահմ ա՛հ ա վւ ա կ կո ր и ։ ի/ յ ա.ն 
ո ւ ն I. if it ij մ ա կհքւե ա յ P'hli fi [i ա մ ա fit

1Լյ“հոլւեաե ա uf m if ա tf վ tn.tl են (՝ I։ քւն շ ա It յն ի հ Ջեյւսոնի տիպի խևռ 
րեւքեեր ա արած nt. Pյա՛հ «//»*>:

f/րպես այւք ա րւք յ tii.'hji'hl։ ր ի Mi ա հ անյւ и ա ա у վ ո cif Լ Miut/i (iilf [<l I։ it ft հ if ր, 
որքէ ն/։րկա յսււ/ն ում Լ նաև ինքնուրույն հեւոայւրր րա [Г յա ն ։



Некоторые задачи теории наилучших приближений в пространстве 13

Թեորեմ' ЬрЬ l‘(X.y, Z.) հարմոնիկ Լ միավոր շաոավղով ղնղի մե9 և 
rjp I*

ըստ շառավղի վեոցվաձ р կարղի---- ածանցյալի նետ մեկտեղ աճրԱղհաւո
ժր’*

ժ'' Ւ •_I, փակ տիրույթում, և ֆունկցիայի անրն ղհասւուր |>ոն (0,0} մողուլր լ՝ա- 
ժրՐ

վարարում Լ

~ , / IgX \

I --------- --------— С/Х Հ* 00 (»)

պայմանին' ապա կարելի I, պնղե|, որ կամայական ,Լ ուղղուրյուП-
ներով վերցված ածանցյա|ր ևս անրնղնատ կյինի փակ տիրույ րում, իսկ նրա 
աՕյմեղնատոէրյան մողուլր կարելի է արտահայտել միջււցով:

Ս’ւսս1յավօր։սււյես, երե (Օ՚5) 5՜ , 7. >0, ապա

w^oXc.o՜՛ |1#3|’։ "՝

1‘սկ երե (:;) սլայմանր չի րավսւրարվոէմ, ասյա կարելի Է ւղնղե| միայն
<! 1 կարղի իւաոր ածանցյալների անրնղհատո։րյո։հր փակ տիրույթում:
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