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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА
Т. Т. Аракелян

Расчет балок на сплошном грунтовом основании

I. Интегро-дифференциальное уравнение изогнутой оси балки. 
Рассмотрим-горизонтальный призматический упругий брус, опираю- 
•дипся но всей длине на податливое водонасыщенное и однородное 
грунтовое основание.

Нагруженная балка деформирует грунтовое основание в каж
дой ее точке. Соответственно этому, в каждой точке балки дей
ствует реакция основания, интенсивность которой, в общем случае 
меняется от точки к точке.

При определении интенсивности реакции грунтового основания 
будем отличать перемещение, вызванное мгновенным воздействием 
нагрузки, от перемещения, получаемого в результате продолжитель
ного действия нагрузки.

В первом случае, как показали исследования Я. А. Мачерета 
[I) н В. А. Флорина [2], в самый момент приложения нагрузки, 
грунтовую массу (водонасыщенпые глинистые, грунты) можно рас
сматривать как линейно деформирующуюся среду с коэффициентом 
Пуассона р = 0,5.

Поэтому можно принять реакцию основания пропорциональной 
осадке основания в данной точке.

Будем рассматривать мгновенную осадку как упругую, и обо- 
••начим ее через 3(х,0).

Механизм осадки основания при продолжительном действии 
нагрузки по разному был моделирован отдельными исследователями.

Т. Э. Проктор, принимая грунтовое основание как упругое те
ло. сводит решение задачи об изгибе балки к решению некоторого 
интегрального уравнения.

Связь балки с основанием 15. II. Жемочкин [3] заменяет не
сколькими абсолютно жесткими стержнями, усилия в которых оп
ределяются методом сил; при этом усилия принимаются как реакции 
грунтового основания.

Расчетная схема грунтового основания М. М. Филоненко-Бо- 
роднчем |4| представлена в виде ряда вертикальных пружин, кото
рые поверху соединяются горизонтальной нерастяжимой нитью с 
постоянной натяженностью. При определении перемещения основа
ния он исходит из дифференциального уравнения равновесия указан
ной нити.
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I? действительности же деформации водонасыщевных глини
стых пород далеко не выражаются вышеприведенными расчетными 
схемами.

Деформации грунтового основания можно определить исходя 
из теории прямолинейной консолидации грунтовой массы, что и по
ложено и основу пашей расчетной схемы для изгиба балок на грун
товом основании.

Положим, что внешние силы действуют в вертикальной плос
кости симметрии сечения балки и, что реакции основания возника
ют также при отрицательных перемещениях балки. Силами трения 

• или сцеплением между основанием и балкой пренебрегаем ввиду их 
незначительности.

Расположение координатных осей, размеры балки, внешние си
лы и схема основания показаны на фиг. 1.

Фиг. 1.

При 1>0 интенсивность реакции основания зависит от времени 
է и координаты х. Обозначим ее через q(x,r).

Тогда перемещение произвольной точки поверхности грунта 
основания или оси балки в любой момент времени է определяется 
формулой (6|:

8k С*(x,t) = -Է- ( ц(хЛ) У с d;+3(x,0),
о Т-1Л-

(1.1)

где к0—коэффициент фильтрации грунта основания,
Ьо—ширина балки,
հ-удельный вес фильтруемой воды,
И высота уплотняемого грунта основания,
с—коэффициент консолидации грунта основания.
Для определения интенсивности реакции основания исходим из 

дифференциальной зависимости между перемещениями оси балки и 
интенсивностью сплошной нагрузки. Интенсивность внешней сплош
ной нагрузки и жесткость балки обозначим через q.,(x) и EI.



Расчет балок на сплошном грунтовом основании 57

Тогда будем иметь:

EI Эх7՜ = С|(хд)’ (12)

Исходя из (1.1) и (1.2) и заметив при этом, что

El £т [2(x,O)J = q0(x) - q(x,O),

преобразуя найдем
I q(x.l) = q(x,0)֊^ (^[q(x,5)|V е V 'd;. (և3).

0 Հ ' V —1,3...

Таким образом, определение интенсивности реакции основания 
сводится к решению интегро-дифференциального уравнения типа 
(1.3). Под действием мгновенной нагрузки задача сводится к изгибу 
балки на упругом основании.

2. Общий интеграл интегро-дифференциального уравнения (1.3). 
Будем искать решение уравнения (1.3) в виде произведения двух 
функций,-одна из которых зависит только от х, а другая толь
ко от է:

q(x,t) = X(x)T(t). (2.1)
Внеся (2.1) в (1.3), получим:

ори. о 1с 1 ср—»iX(x)T(t) = Х(х)Т(0) - & Xlv(x) т(а у; е h ' d5.
V v-։,3_

Отделив переменные, будем иметь:

ThT Т(5) е d?

Х(х) _ У ՝֊-,.3.„
X‘v(x) = Дб)֊Т(!) (2֊2)

Здесь левая часть зависит только от х. а правая—только от ։. 
Очевидно, это возможно, когда левая и правая части уравнения 
(2.21 в отдельности равны одной и той же постоянной величине, ко
торую обозначим через ճ__ •

Тогда из (2.2) имеем:

Xlv(x) —* Х(х) =0, (2-3)

8EIk а4 С “ v* I՛ -1 c(i—
T(t)«=T(O)-^b'“. Т(5)е dt (2.4)
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Соответственно бесконечным значениям параметра «; неизвест
ные функции Х(х) и T(t) получают свои соответственные X, (х) и 
Г> (է) значения, каждое из которых представляет собой частное ре
шение уравнения (1.3). Взяв сумму бесконечного числа частных ре
шений, получим общий интеграл (1.3) в виде:

■»
q(x,t) = V X, (х)Т, (է). (1.5)

1-1
Отсюда при է = О, г. е. для упруго-мгновенной задачи, имеем:

ас- 
q(x.U) = V X, (Х)Т1 (0).

1-1

Для упругого основания, как известно, принимается

q(x,O) = ко(х.О), 

где к- так называемый мгновенный коэффициент постели грунтового 
основания.

Тогда из последних двух соотношений получим:

5(х,0)= -'-У х։(х)Т, (0). (2.6)
К 

1-1

Отсюда следует, что условие для определения произвольных 
постоянных функции Х= (х) совпадает с теми граничными условиями 
функции о(х.О), при которых значения последней или ее производ
ных обращаются в нуль.

Таким образом, решение интегро-дифференциалыюго уравнения 
(ԼՅ) сводится к решению обыкновенного уравнения (2.3) и инте 
трального уравнения Вольтерра (2.4).

Общий интеграл линейного дифференциального уравнения (2.3). 
как известно, будет:

Х(х) = CjSin ֊լ j-Ւ cjcos ր -|- c .sh լ- 4- c։ch — • (2.6)

Здесь cJ։ с..,, c5, С; -произвольные постоянные, а а —некоторый 
параметр.

Для определения постоянных сх, с... с3, с4 и параметра а следу
ет использовать граничные условия балки в каждом случае. Эти 
условия зависят от способа крепления и нагрузок концов балки.

Например, в том случае, когда оба конца балки защемлены 
(заделаны) на жестких опорах, граничные условия выражаются от
сутствием прогибов и поворотов сечений на опорах, т. е. имеем:

5(0,1) = 0. Л|5((М))-0,
С/ А

8(0) = 0, 4֊ (8(0)1 = 0. (2-7)



Расчет балок па сплошном грунтовом основания 59

Условиям (2.7) должно удовлетворить уравнение (2.1) в любой 
момент времени. Поэтому

ад = о, ^[х(о)]=о,

о <2-8>
Х(/) = 0, ֊[Х(0]=0.

На основании этих соотношений, из (2.6) находим:

с2 4- с4 = О,
<և + Գ = 0, (2.9)

c։s։na ֊}- c«cosa 4- c3sha — c,cha = О, 
qcosa c2sina caC-ha qslia = Չ.

Решая эту систему однородных уравнений относительно про
извольных постоянных, получим:

Պ -= ֊ с3 = 1,
sina—sha с.. — — ct =--------- - •cosa—cna

Из последних двух уравнений (2.8), исключая произвольные 
постоянные с։, с2| с. и с։, найдем

cosa-cha—1.
Это трансцендентное уравнение и служит для определения 

значений параметра а. Значения корней этого уравнения обозначим:

ai> $з> • • • (i = 1,2,... оо). (2.10>
В соответствии с 31 ими корнями будем иметь следующую си

стему фундаментальных функций

. a, X , «i X . . «I X . . «յ X /л 1 1 \Xi (x)s=Cnsin-j—j-cacos-y—hc3,sh y—-f-c^ch • (2. II)

При этом из (2.4) следует

V. -”(н֊Гс<‘-5)
Т, (?) Vе d;+Ti (0). (2.12)

V=J,3...

Функции (l.l l) и (2.12) являются решениями уравнения (1.3) 
при произвольных значениях постоянных Си, с-д, Сзь и oq . Сумма 
таких решений также будет решением уравнения (1.3). Поэтому, 
как уже было указано, общий интеграл уравнения (1.3) можно напи
сать в виде:

q(x,t)=V Х,(х)Т|(1). (2.13)

8Elk։.at‘
T'(t)=w
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Покажем ортогональность функций (2.11) при различных ком
бинациях условий закрепления концов балки. Как известно, при 
этом должно иметь место соотношение:

է

( Xi (x)Xj (x)dx = 0 при «т- J. (2-Н)

Функции Xi (х) и Xj (х) удовлетворяют уравнению (2.3), т. е.

хГ'(х) -^֊ X«(x)=0. (k = i,J).

Внеся эти значения в интеграл (2.14), получим:
I

[4 ~ т} J Xl (x)Xi fx)llx = 
u

Xl(x)-Xj։v(x)-Xj(x)Xi‘v(x) dx.
(2.15)

Интегрируя по частям первый член подинтегрального выраже
ния, получим:

xSv(x)-Xj (х)Х!՝(х) (lx = X, (x)XHx)--Xi(x)X;(x)4-

i

+ X|(x)Xj (x)-Xi'toXj (x) - (2.16)
о

Как при вышеуказанном, так и при других возможных услови
ях закрепления концов балки, все члены правой части (2.16) обра
щаются в нуль.

Таким образом, фундаментальные функции (2.6), удовлетворяю
щие возможным граничным условиям, являются ортогональными.

При 1 = 0, т. е. при мгновенном действии нагрузки, решение 
уравнения (1.3) должно совпасть с известным решением упруго-мгно
венной задачи. Из этого следует, что значение функции

q(x.O)
нам задано или может быть получено в результате упругого 
расчета. Согласно (2.6), имеем:

ОО 
ко(х,0)=- У Xi (xJTt (0). (2.17)

1-1

.Умножая обе части этого равенства на X, (х) и интегрируя в 
£1ределах от 0 до /, в силу соотношений (2.14), получим:
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I '
к j S(x,O)Xi (x)dx = Ti (0) ( Xf(x)dx,

0 Ա
откуда

l
к ]’ 5(x.0)Xi (x)dx

Ն (0) = ——t-------------------- . (2.18).

( X?(x)dx
*0

Непосредственное вычисление интеграла, входящего в знаме
натель (2.18), в некоторых случаях требует громоздких выкладок: 
и этих случаях, как известно [5], удобнее пользоваться следующей 
формулой:

(2.19)

Теперь соотношение (2,18) окончательно запишется в виде:
/

к 6(х.0)Х, (x)dx
Т, (0) =

<1 (х) 2Х1\х)Х1(х)-г
(2.20)

Таким образом, определяя величину Т, (0) и подставляя в (2.12), 
можно получить решение интегрального уравнения Вольтерра (2.12).

Обозначая постоянный коэффициент этого уравнения через

получим:

SEIkfrtxf 
yhb0Z4

‘ ст. _Vj(= j:c||-^) 
Т|(։)=Т|(О) + Д \Ti (?) уе

; v-

(2.21)

(2.22)

Как известно [G], решение этого интегрального уравнения Воль
терра есть:

ст. з ’2!
few_Т1 (0) [֊^ +լՏ (՛ - Wbd * *հ:՜ ՚ (2 23)
Լ bi = 4^- ■ c=} ■ (2-24)ос fa

Հ,—корни трансцендентного уравнения
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Общий интеграл интегро-дифференциального уравнения < 1.3) 
запишется в виде:

VTi(0) 
i-l

- х . «I х , , а,х ,
Си Տ1Ո у- ֊; CjiCOS ------ J- C.hSll (

+ У] [-^L- + 3 Ճ ( 1 ֊ ֊Б, ) 6 1Р ] •

Здесь произвольные постоянные определяются в соответствии 
с граничными условиями изгибаемой балки. При этом, как не труд
но заметить, влияние внешней нагрузки выражается через функцию 
о(х,0), входящую в соотношение (2.20).

3. Определение произвольных постоянных. Рассмотрим прак
тически возможные граничные условия закрепления концов балки. 
Начало координат совместим с каким-либо концом балки так, что
бы абсциссы начала и конца балки были х = 0 и х = /, где / — дли
на балки.

1 случай—балка на сплошном грунтовом основании с шарнирно 
закрепленными концами на жестких опорах. При этом перемещения 
в опорных сечениях н изгибающие моменты на опорах равны нулю, 
что накладывает на фундаментальную функцию следующие условия: 

Xi(0) = 0, Х"(0) = 0,
w՛1) 

X. (/) = О, X» (/) = 0.

Внеся эти условия в (2.5), найдем:

С| փ 0 примем сг — 1

С. = С, = с4«0, (3.2)

Sinai =» 0.

Корни последнего уравнения будут

«ւ =»-Խ, (i = 1,2,... оз). (3.3)

В соответствии с (3.2) и (3.3) в этом случае фундаментальные 
•функции будут:

Xi(/) = sin (3.4)

(i = 1,2,... со).
11 случай—балка на сплошном грунтовом основании с защем

ленными концами на жестких опорах. Перемещения и поворот кон
цевых сечений равняются пулю, что приводит к условиям
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Х։(0) = 0. х!(0) = 0, 
Xi(/l«O. Х((/) = 0.

На основании этого находим:

с, = -Գ = 1,

Sina; — sha, 
cosa; — cha.

(3.5)

(3.6)

2i+ 1

Тогда
v > 4 . a։ x , a.; xXj (x)==$in . — sh — sina; — sha, 

co$a, chai
/ a.;X , iiX \
(cos i -ch~r)- (3./)

Ill случай- балка co сводными концами лежит на сплошном 
грунтовом основании; это означает отсутствие перерезывающей си 
лы и изгибающего момента на концах балки. Фундаментальные функ
ции должны удовлетворить условиям

Xi'rO) = O, Xi(0)=(), 

Х.(/)=0, Х-(/) = 0.

В силу этого будем иметь:

с, *с,= 1,

= с Sina, — shaj
Cosa( — Cha,

(3.8)

(3.9)

а. -г I
9

v v . a( x a, x sinat — sha։ / a, x , . at x\ ... ,Л.X։ (x) = sin- sh-y-------------- ։------- cos֊. -4-ch-֊֊ • (3.10I I cosat —cha( \ I I ) v

IV случай—балка лежит на сплошном грунтовом основании; 
один конец шарнирно закреплен на жесткой опоре, а другой—за
щемлен также на жесткой опоре. Отсутствуют: перемещения и из
гибающий момент на одной опоре, перемещения и поворотсечения- 
на другой. Эти граничные условия приводят к следующим соотно
шениям

X, (0) = 0, Xi (0) = 0,
(3.11)

Xi (/) = 0, Х,(7) = 0.

При этом для произвольных постоянных и параметра а, полу
чаются следующие значения

с։ = I,
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с2 = с, = 0, 

sina, 
Сз sh«i * (3.12)

a-, — 4i 4֊ 1
4

Фундаментальные функции будут:

v , , .ax sina; «1 хXt (x) = s։n7 --ih^sh—• (5.13)

V случай —балка лежит па сплошном грунтовом основании с 
одним свободным в другим защемленным концами на жесткой опоре. 
Поместим начало координат на защемленном конце. Граничные ус
ловия для фундаментальной функции дают

X, (0) = 0, х; (0) = о,
(3.14) 

Х| (/) = (), Xi(/)=0.

Для произвольных постоянных и параметра а>. получим:

с, = ֊с:;=1,

2i - 1
ՀՀ-. —------- ~

1 2
Фундаментальные функции в этом случае будут:

v / \ . ai х .а. х shaj — sinai / сц х .a, х\Xi(x) = sin sh-֊------- т— ------------ cos —----- ch-,— -I I chaj — cosa, Լ I I )

VI случай- балка с одним свободным и другим шарнирно-за
крепленным концом на жесткой опоре.

Поместим начало координат на шарнирном конце. Граничные 
условия приводят к уравнениям

X| (0) = О, Xi (()) = 0, 
(3.17)

Xi(/) = 0, Xi (/)=-().

Произвольные постоянные и параметр получаются

с, = с4 = 0, (3.18)
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Фундаментальные функции будут

* .. . . . а. х , sina- . а, х ...X, (х) = sin - - 4- -г֊- sh . • (3.19)i- sijc&i i

Таким образом, в любом случае граничных условий для опре
деления независимых произвольных постоянных получаем систему 
однородных уравнений. Приравнивая нулю детерминант этой систе
мы получаем трансцендентное характеристическое уравнение для оп
ределения параметра а. , корнями которого в каждом случае опре
деляются фундаментальные функции.

Примененные здесь фундаментальные функции поперечных ко
лебаний балок впервые были использованы для расчета призмати
ческих оболочек произвольного очертания В. 3. Власовым [7|.

Шарнирно-опертая балка под действием треугольной на
грузки. Балка на сплошном грунтовом основании с шарнирно-за- 
крепленными концами на жестких опорах нагружена сплошной тре
угольной нагрузкой (фиг. 2).

Чх>())=ц * , 
k I / V?(a0/)—V5(a0/)

где k-коэффициент постели упругого основания при мгновенном 
действии нагрузки, V—функции Пузыревского, имеющие следующие 
•значения

V։(au0 = —— I cha0/ sina.,/ r shaj-cosa»/ | >
1' 2 Լ / (4.3)

V:,(«.,/) = - ' - ( clia0/-sina0/ —sha07-cosa0/j •

Известия VI, № 2—5
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V։(a..x) :ох • sinaox ֊՞ shaox • Cosa0x
(4.3)I 2

;ox-sinaox sha,x -cosa^x

Здесь «о =
к

4EI ’

Внеся (4.3) в (4.2), после преобразований получим:

о(х,0) = 9^ х
Z ՜

2(chg0/-sin«0Z-chaox տiina0x-f-sh«0/՝cosx0l-sh«ox• cos«0x)
Sh2a ,Z-sin2a„Z (4.4)

Фундаментальные функции в этом случае будут (3.4):

V ( ч . irxХ| (х) — SH1 у.

Согласно (2.17), для Т; (0) имеем:
/

1кх .n y-dx

т, (0) =----- -------------
f sin’ ~ dx

(4.5)

Вычислив входящие сюда интегралы, для знаменателя будем иметь:
/

_ inx . /տյո2 { dx =у
I

1 inx J . _ inx
2 I 4 Տ1Ո- Z (4.6)

<»

Для числителя получим:
t

i '>(х,0) sin dx = -y
' К /

о

2(cha0Z sina, Z-cha|X-Sin^x-b sha0Z-cosa,Z-sha1)x-cosa.>X) . inx , 
-----------------------—----------------------------- sin -Tdx

Введем обозначения 
i 

Լ = xsin dx, 
J a
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I I
Հ Г . • , ir’x . 1 С °0' i"X
li = | Ch«ax-$inaex-sin — dx = ՜շ՜ | e sina^x-sin — dx-f֊ 

O и

I
I f -֊«•* , inx I

-r — J e s։nadx-sin — dx =T7 (Լ + U). (4.7)

О /
h= I sha0x-cosa,x-s։n ֊X-dx =-i- ( e cosa0x-sindx —

Kia o’

I
1 C inx 1—9՜ I e cosa0x sin-y—dx = (1; —Լ).

Находим:
I

dx =•— !-y------—5—7—^-5—7- [ (b 4* bkha^/ sina,,/ —
/ к I I sh2a0/-s։n'2a0/ |

-Hlj l4)sina0Zcosa0/ (4.8)

Далее имеем:



Диалогичным образом получим:

• 2i: ֊ -4aj у j sin^.Z-t^a cosa,/ Г* (4.12)

Из (4.11) н (4.12) находим:

—. (4.13)

Зная, что
<ir;z. xsin у- = -i- sin (z —; 7 | x-Sin | z — i 7 j x j . (4 |)

для днух остальных интегралов получим:
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Внеся (4.6), (4.9), (Հ13) и (4.16) в (4.8) после некоторых преоб
разований окончательно получим:

■г. (0)=; I)1 ir.q, [р- + ‘г -2stS)cth«of-tg</ +

I /1
4- l-j’ ctga. 1—2Հ,շthxj4֊2хй I — Ay j- (4.18)

Таким образом, в рассматриваемом случае окончательное вы
ражение интенсивности реакции основания, согласно (Չ.24), будет:

(-l)'i |(^ + -2« )ctha0/.(fiV +

]7J-
/2- cta0/ — 2%?,ctha0/ /

b, 
bi COSJAjh

h3 . -ix 
Sin ֊շ ֊ (4.19)

где Elkoh«i c = M l-t-s) 
z’ycbj4 ya

Հ -- корни трансцендентного уравнения

Исходя из полученного значения q(x,t) легко определить 
остальные элементы изгиба балки.

Опорные реакции левой и правой опоры

A(t) = + I У —֊ (sinri֊-Ki)T, (1), (4.20)
!'• 1

/ Х 1
---- _Sj. (Sin-i—7:icos~i)T, (է), (4.21)

1-1
перечная сила

Q(x,t)= Յք ֊ - I V J- [siniti-zisin T, (է), (4.22)

է- I

гибающий момент

M(x,l) =—■ .X —х’+/У —jp ( xsiiizi—/sin у֊) I՜, (է). (4.23)
1-1
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/' \ i“X_ SII17C1__ COs֊r

Используя граничные условия
5(0,է) =0 и 6(/,է) = 0 получаем угол наклона

= ”ЕГ իձճՕ ~ 12 Чо!х' ՜՜շ4՜4°՜7 Հ։ Լ՜յշ ՜ 
։-ւ

т (է) I . (4.24)

Перемещения балки

։ | 7 . । . . , 1 X՛ 6/ vi ։ /
о(хД) _ ‘ зб 4 -х ’ 12(.։ч" / S? -j Г Iх ՜

1-1 • ՝
-Гх } sinr.i - 2-’.։. sin ֊֊ Т| (է)} • (4.25)

Примеры, подобно приведенному։ можно разнообразить, при 
условии, чтобы для них существовали решения упруго-мгновенной 
задачи.
Ереванский политехнический Поступило 18 VI 1952
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քժ*. X. IJ.it uipiqtiuG

ԳՐՈհՆՏԱՅՒՆ ՃԱՄԱՏԱՐԱԾ ZbHWSUUb ՎՐԱ ԴՐՎԱԾ 
ճեԾԱՆՆեՐՒ ՃԱՇՎԱՐԿԸ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ
զոդված rn_U տրված Լ դրւււնտային համատարած հ իմն ւաո ակ ի վր ա 

դրված հեծանների հաշվարկր։
Գիտարկելով հադե/յած ե նստվածրի են ի1 ակա հ ի1էե ատ ակի

րքրունաի վրա ամրէէդ^ ե ր կ ա րո ւ թ յս/մ ր հենված պրիզմատիկ տււաձղական 
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հեծանի ծոա մը, էեգինակր ա ա ր րե րո ւմ կ հեծանի ե գրունտի աե՜ղաւիո- 
խ ո լւքե ե ր ր րեոի ակն ի! ա ր թ ային ու in հական ու yy ե у ո ւ // յ ան դեպքում г

Փո րձեր ր դույր են տվել որ աոաջին դեպքում գր ոՀերո ա յ ին
tf ասսան կարելի կ դիտել որպես /у Л ա /նորեն գեֆրրմШу վալ մ իջավայր:

ք՚հդոՀհվոէ մ կ, որ ևրկէիաղ հ իէքեատակի գրունտի դե !ի ո ր մ ա у ի ա աարո 
հաւոկությոՀհր իրականա թյսւնն ւււոսւվել մոտ կարելի կ րնաթագրել րեո- 
նուվււ րված առաձգական -ւեծսւնի տղդեւյււէ թյուն ւոակ նրա ուղղագծային 
կոնսոլիդ шу իա յով :

է՚նդանելով վերոհիշյալ են թ աղ րու թ / ո Հհն ե ր ր , հի Uli инпՈէկի հակազդ
ման ինտենս իվ ու թ յունը որոշելու համար ո in ա у վ ո ւ մ կ ^7.3^ ինւոերգո- 7 /' ՝Ւ 1“I' *Г| I աո ար ու. մ ր :

Անջատելով վւուիոիւականնե րր, այո հավասարման լուծ ում ր վերած- 
վոււ) կ tl ի }'1րրէ>[՚դ 1ամասևո սովորական դիէիե րեն у ի ա լ հավասար
ման (2.3 ; ե մի ինտեգրալ Տ ա վ ա и ա ր մ ան (2,4} լ ո ւ ծ ո i.tlii ե ր ին г

Ունենtn1"վ (2.3) ՛հավասարման լՀհ у հ ան ու ր ին աե у ր ու լր . հեծանի սահ
մանային ոլ այմ աննե ր ի у որոշվ ում էՀւ րէւծմա՝հ կամայական հաստատուն- 
ները։ Ւսկ СС щ ար ամե արր ւլտնվոլմ /, (2.3) հավաոարման լուծումր 'ներ- 
կ այ արն it у (2.3) ֆ ունդա մ են in ալ ֆունկր իանե ր ի у tliltniytlny իւա րակւոե՜ - 
րիոաիկ հ ա վ ասա րու մ fty ւ 11.յն ո ւ հե ա և որոշվում I; ՝հաե (2.4) ինտեգրալ հա- 
վասարման | (Q) անդտմր ե արվում Է նրա (2.20 J ընգհտնու ր ին ա եւլ ր in յ ր>

Այսէգիւււէվ, հետ ագստվny (1,3) ին աե գրո֊ у իֆերենу իսւլ հ ուվաnար tf ա՛հ 
րնգհանու ր ինտեւլրալր ներկա յարվում I, (2.25) էոեսքով:

Հո էրված ում րերվւսծ են նսւե հեծանի у ուն ա զան U ահւք ա’ե ա յ ին պայ
մանների ւլեպրՈէ մ կում ւսյակտ՚հ հա սա ա աո ւննե ր ի ե У. ււլարամեարի ար- 
էէերներր։ ’Լերջում արված Լ I, ո ա՛հ կ / ւոն ի րեոով ր ե ւՀհ ա վո ր ւ( ած , կէքշտ հե
նարանների 'll1"' հոգ ւււկապե րո>/ ամրարլվսւծ, դրունաույին համաաարած 
հ ի ifit աա ակ ունեէլորլ հեծ ան ի հաշվա րկր t

Ա>յդ օրինակիր պարգվում կ, որ արտաքին րեոի նե րդործ ութ յոլ*1ւն 
արտահայտվում /. ‘հույն իւն у ր ի աոաձդակոՀհ ակն թ ա րթ ա յին լհւծման it ի- 
Հու/ովք ք(նգ որում հեծանի ծ ո մ ւոն հաշվարկային it եծ ութ յուններր սւոաչլ- 
վոլմ են՝ կախված J ամ անակիր ե հեծանի հ իւէե ատակի գրունտի !իի դիկ"~
մ ե խ ա ն ի կ ա կ ա ն հատկու թ յ ttt ններ ի у •
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