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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Л. Б. Бунятян

Устойчивость тонкостенных стержней с учетом 
ползучести материала

I. В работе рассматривается устойчивость тонкостенных стерж
ней с учетом ползучести материала исходя из теории В. 3. Власо
ва [1], а именно принимается, что:

а) контур сечения недеформируемый;
6) деформации сдвига срединной поверхности равны нулю:
в) модуль упругости материала меняется во времени, т. е.

F. = E(t);

г) мера ползучести материала подчиняется закону [2]: 

С(։,т) = <р(г)[1-е '’J, (1.1)
где <p(t) — монотонно убывающая функция,

т — возраст материала.
է — время,
у —некоторая физическая постоянная материала:

д) коэффициенты Пуассона для упругой и ползучей части де
формаций равны друг другу, т. е.

Vj(t) = V2(t,z) — v = const.:

е) деформации и напряжения материала стержня подчиняются 
уравнениям теории ползучести, предложенным I I. X. .Арутюняном [2].

Для двухосного напряженного состояния эти уравнения имеют 
вид:

_11+.,|„от“-|Х нм։,]. 
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где г։(1) и տ.(է)—относительные удлинения стержня в продольном и 
поперечном направлениях, у,,-.(է)—деформация сдвига, a o։(ti, a..; է) и 
r12(t)—соответствующие нормальные и касательные напряжения,

C(t.r) определяется соотношением (1.1).
В силу гипотезы о недеформируемости контура s3(t) = <), по

этому:
Ծյ(է) — vs, (է) = 0, или a2(t) = V3։(l). (1.3j

Учитывая (1.3). уравнение (1.2) можно записать в форме

s(t)=<L_g^ j ф)_^ у_+с(1,Т)] йх. (М)

Дифференцируя уравнение (1.4) дважды по է и пользуясь соот
ношением (1.1), после некоторых преобразований получим:

' + '(!) ^֊֊ (1.5)

где lit) = ni-r<p(t)E(t)|, Պ(է) = (1 -v։)a(t)- (1-6)

Решение уравнения (1.5) будет:

Պ(Ո = МП + J j~7 R(1.֊)<1T, (1.7)

TJ
где R(t,T) есть резольвента ядра

Kit’T)=4-jE(?)+։p(T)ll֊e֊է(։֊’) (1.8)

Преобразуем третье из уравнений (1.2) учитывая, что при чи
стом кручении имеют место соотношения

Н=01Л', и Т„=ф(х,у)0', (1.9)
Կ

где II--крутящий момент. Լ—момент инерции при чистом круче
нии, равный для тонкостенных профилей Լ։=-*-ՏհՏՀ (հ -ширина 

грани профиля, 5 его толщина, а а—эмпирический коэффициент), 
Ф(х,у)—некоторая функция от координат точек сечения и 0' про
изводная от угла закручивания по z.

Подставляя (1.9) в уравнение (1.2), получим:

j „м 1[^+ад]4։. 
•1



Решая это уравнение относительно H(t), получим:

t
I 14(է) = ս(է)ևՕ'(է) + Ն J .jffTpvy R(t,-)d- o.lll-

•I
Выражения (1.10) и (1.11) удовлетворяют дифференциальному 

Уравнению:

К 1 И0 + гв/(0= [эд (Ь12)

^К՜ G(t) = 2(1 4-У) ’

Интегро-дпффсрснциа.льные уравнения устойчивости тон֊ 
ки-.тенного стержня открытого профиля с учетом ползучести 
материала. Пусть по концам тонкостенного стержня с от
крытым профилем приложены продольные силы N и моменты М.

Следуя В. 3. Власову [I], уравнения устойчивости стержня с 
учетом ползучести материала в этом случае могут быть написаны 
в виде:

E1lt>l,?'v(t)-rl! R(t,T)dr+М"(։) + (М> a, N)0",t) = 0,

J ^R(t.T)dT + N4"(t) + (My- a, N)f»"(t) =0,

t
E,(t)l. elv(t)+I. J ֊՛ R(t.T)dT ֊ G(t)ld6"(t) -

4

(2.1?

- 1.1 . R(t.T)d-+(M։ + a, N)5”(t) - (My -a, N)4"(t)+

5»

4֊ (r*N 4- 2^ My - 2?y Mx )0"(l) = 0,

где ад)=-։В

Учитывая (1.11) и (1.12) уравнения (2.1) можно привести к сле
дующей системе дифференциальных уравнений:



46 Л. Б. Букятяи

5!v(t)+YE,(t)ls. jlv(l)+Ne"(t)+(M« +ау N)O"(t)+ 

+F(t)[Nr(t)+(M։ +ау N)6"ttj]=0,

E|(t)ls 41V(n-bTE,(t)i« 4lv(t)4-Nr('(t)+(Ml a, N)O"(t)+

+F(t)|N?(t) HMy -a. N)6"(t)]=0,

El(t)U'v(t)+rE,(t)L 'i'v(t)-G(t)lJ '6"(t)-rG(t)l„ 6"(t)+(M> ֊
+a, N)f('tj+(My ֊a, N'jj)"(t)+(r»N+2p։ My -2fc M։

+F(t)[(M։ +ay N);"(O+(My -a։ N)iftt)+(r4N+ 

+2?,My-2pyM։)»"(t)l=0.

Рассмотрим стержень, у которого перемещения с и yj и пово
рот О в плоскости концевых сечений отсутствуют. В этом случае 
граничные условия будут:

при z = 0 5 = 17 = 0=0. 5"=Հ'=0"=Օ, (։> ^

при Z = / 5=7J = 0=0, 5"=7f = 0" = ().

Условиям (2.3) удовлетворяют функции

;(t)=A(Osin ֊-j— •

klC7
7}(t)=B(t)sin~>

kj”70(t)=C{t)sin \ •

(2-4)

где A(t), B(t) и C(t)—некоторые функции только от t (k=l, 2. 3...).
После подстановки (2.4) в уравнение (2.2) и некоторых преоб

разований получим следующую систему дифференциальных урав
нений:

|Py(t)-X)Ait)-rr[Pv(t)֊F(t)N]A(t)-(Mx +ayN)C(t)

-TF(t)(Mx -|-ayN)C(t)=O,

iPUti^N]B(t)4-Y[Pv(t՝-֊F(t)X]B(l)֊(M y -a։ N)C(t)

-rH(t)(My -ax N)C(t)=O,

(r2P.„(t)—r։N—2^x My+2?yMx )C(t)+r(r’P.4t) -F(t)(raN + 

4Հ& My -2?y Mx )]C(t)-(Mx +ay N)A(t)-rF(tHMx փ 

+ ayN)A(t)-(My ֊ axN)B(t)-rF(t)(My~ax N)B(t)=-O,

(2.5)
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Рассмотрим решение системы уравнений (2.5) для случаев, ког. 
да поперечное сечение стержня: а) имеет две оси симметрии, б) име. 
ег одну ось симметрии, в) не имеет осей симметрии, при централь
ном приложении продольных сил.

3. Стержень имеет Ове оси симметрии поперечного сечении 
и нагружен центра.։ьно-при.южснными продольными силами. Для 
кого случая имеет М» — М> «О, п4 =а> =0, тогда система уравне
нии (2.5) распадается на три отдельных уравнения вида

|py(t)-N)A(O-rTn\(t)֊H(t)N)A«)=O, 

|Р, (i)-N)B(t) : Т{Р. (t)֊F(t)N]B(t)=O. 

(P,(t)֊NlC|t)-r[P..(t)-i-(t)N)C(t)=O.

Решение первого из уравнении (3.1) будет:

֊ f diA(t!Cj= e ՚ ' մԼ

(3.1)

(3.2)

где C։—постоянная интегрирования.
Два другие уравнения (3.1) будут иметь аналогичное решение.
Примем для устойчивости следующий критерий: какова бы ни 

бм.ш продолжительность воздействия нагрузки, бесконечно малая 
деформация, приданная стержню в момент загружения, должна 
вставиться ограниченной, т. е. не возрастать во времени.

Чтобы удовлетворить этому условию показатель степени под- 
интегрального выражения (3.2)՜ должен быть отрицательным, т. е. 
ЛОЛХИо иметь место неравенство:

Р> (t)-F(t)N>0. (3.3)

Действительно, если будет иметь место неравенство (3.3), то 
менатель показателя будет больше нуля, т. с.

Ру(П-Х>0. (3.1)
я так как F(t)>l, то и показатель степени с будет отрицательным. 

Таким образом, при значении X. удовлетворят» тем неравенству
(3.3), стержень не потеряет устойчивости.
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Если неравенство (3.3) превратится в равенство, т. е.

Py(t)-F(t)N=0, (3.5>

то N\ = , (3.6)

и тогда A(t) = C։(t--l). (3.7)

Выражение (3,7) показывает, что если значение прило;кенной 
продольной силы N будет изменяться по закону (3 6), то деформа
ция стержня с возрастанием продолжительности действия нагрузки 
будет рости, т. е. стержень с течением времени будет терять ус
тойчивость Значение -той сил։.՛ будем называть критической си
лой длительной устойчивости.

При равенстве пулю знаменателя показателя степени подинте- 
грального выражения (3. ). т. с.

Py(t)-N=O, или N=Py(l». (3.8)

деформация стержня A(t) мгновенно становится бесконечно боль
шой, т. е. стержень мгновенно теряет устойчивость. Действительно, 
при (3.8) числитель показателя степени будет:

Pv(t)-F(ttN=Py(t)|l F(t)l<0. (3.9)

так как всегда F(t)>l, и при условии (3.8) будет бесконечно боль
шим.

Значение продольной силы, определенное из условия (3 8). 
будем называть критической силой мгновенной устойчивости.

Таким образом, критические силы длительной устойчивости для 
стержня будут:

. _ (т)'Е'|М- 
1+*»- ®

(7-)՜' E,(t)ly

(3.10)

fj-j E։(t)I.+G(l)Id

,+^էա<()-ՏՏ
причем расчетной будет наименьшая из них.

Критические силы мгновенной устойчивости в зависимости от 
возраста материла будут:
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(3.11)

Из анализа выражений (3.10) и (3.11) следует, что возраст ма
териала существенно влияет ни значение критической силы.

На фиг. 1 приведен график изменении критической силы дли
тельной устойчивости в зависимости от возраста материала по фор
муле (3.10) и кривая изменения мгновенной критической силы по фор
муле (3.11). Кривая X(t) разбивает область мгновенной устойчивости 
1Т1АВ на две зоны. Зона I — и,CD представляет собою всё много
образие тех значений сил, которые, будучи приложены к стержню, 

Н
I /N=P=(f)? EJ zN֊֊PU)x^)?E(t)J

D

Фиг. 1.

Нс вызывают потери его устойчивости при любой продолжительно- 
• •и воздействия. Эту зону назовем зоной длительной устойчиво
сти. В этой зоне силы могут меняться во времени по любому за
кону, лишь бы их значения не переходили границы зоны CD и тог
да длительная устойчивость будет обеспечена. Все те значения сил. 
которые находятся во второй зоне, могут действовать только крат 
коврем'.-нпр, ибо при их длительном воздействии стержень немину 
емо теряет устойчивость, поэтому эту зону будем называть зоной 
мгновенной устойчивости или зоной неустойчивости, если речь 
идет о длительной устойчивости.

Из' фигуры 1 видно, что по мере старения материал упрочняет
ся и его несущая способность возрастает и в пределе при է ֊> сю, 
Гэгестия VI. № 2-4
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т. с. для старых материалов достигает величин N , (со) = 1-ад»

н P,M=(t-Yb.I. пь

Особенно сильно влияние возраста мате риала на значение кри
тической силы длительной устойчивости сказывается в молодом 
возрасте.

•1. Устойчивость центральное жатого стержня, имеющего 
одну ось симметрии поперечного сечения. В этом случае в уравне
ниях (2.5) нужно положить а> = 0 и М, = Му = 0. тогда уравнения 
устойчивости примут вид:

[Py(t)֊N]A(l)-i֊r(Py(l)-F(t)N)A(t)«=O,

Ա\ (է) NJB(t) |-r[Px (t) F(t)N]B(t)֊H« NC(l)4-F(t)flx C(t)=O, 

r’|P...(t) NlQtHYlP (0 Ht)N]C(t)+a։NB(t)+F(t)a։B(t)=O.

(4.1)

Таким образом, первое уравнение отделится, а два остальные 
уравнения (4.1) составят систему.

Первое уравнение имеет то же решение, что н к предыдущем 
случае.

Для решения двух остальных уравнений поступаем следующим 
образом: исключая B(t) и B(t) из (4.1) н разделив их. получаем:

B(t) _ Y[T«(Pg -N)(N, -N)֊a;N-lF(t)C(t)4- 
B(tj ՜ [r(P.O-N)(PX —N)—a;N’]C(t)H-

-Fr-Fg(t)(r(i\^ -N)(Nt — N')—a;.\,J]C(tj 
4-rF(t)(r’(N -N)(P։ -N)֊a;Nr-|C(t)

Интегрируя это уравнение, находим:

Wtl=C f f exp I՛' _ rfr’(P.-NXN» —N)—a, N«lF(l)C<t) Ւ

U I J (r:;p -NXP.֊N)-a;N’|C(t)+

T*F*(0[r*(N- —N)(N, -X)-3iN’]C(t) dl | dt (4 :))
rF0)|r*IX'.֊N)(P. —N)—a;N։)C(t) J

Из определения критической силы длительной устойчивости 
следует, что числитель подинтегрального выражения (4.3) должен 
равняться нулю, т. е.

[т’(Р...—N)(N, -N)-a;N;|C(t)4-YF(t)[r5(N N)(N\ —N)—

-a;N’|C(l)=0. (4.4)

Отделяя переменные в (4.4), после интегрирования, получим:!
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С(п=с f j ехр f - dt 1

*1
В силу условия длительной устойчивости имеем:

r*(Nvl -N)(NX -N)-ax№=0, (4.6)
Откуда

= -NJr^i-k' (Nx -N...Fr*֊-4N\ N„ r3(r*-a;) (4 7)
2(r aS).

где X\ и X определяются по формулам (3.10).
В этом случае также можно написать связь между критически 

ми силами длительной и мгновенной устойчивости в форме:

(4.8)

5. Успюйчибость центральное жатого стержня, не имеющего 
чсеа симметрии поперечного сечения. В этом случае, полагая н 
уравнении (2.5) AJX = Му — U, получим уравнения устойчивости в виде:

(Р> -N)A(0+T(Py -F(t)N]A(t)-ay NC(t)-rF(t)ay X'C(i)=0,

(P, -N)B(tHY[P« -F(t)N]R(l)4-ax NC(0+rF(t)ax NC(t)=0,
(5.1)

r:(P- -N)C(t)-rYr’[P.. —F(t)N]C(t)- a yNA(t)-TF(t)ay A(t)+

4-ax NB(t)4-rF(t)ax B(t)=O.

Для решения системы (5.1) из первого и третьего уравнений 
определяем A(t), а затем A(t).

Разделив полученные результаты и интегрируя, получим:

А Г _ F(t)M,(P.,,Ny , N)C(t) ?F»(t)M2(N.„ ,N>- .K)C(t)- 
E?', = L‘ exp J M,(P„ ,P, ,N)C(t)+F(։)M,(N... P, ,N)C(t) —

'։ *
-Q։(Ny,N)F(t)[B(t)-F(t)B(t)| J (5շ)

К -QUP^NHBdJ-FCtlBd)] dt < dl’ (°J)

rxe Mi(Pw, Ny, NH(N-P.)(N-Ny )-a?№,

M։(N.,Ny,N) = ra(N N )(N-Ny)֊3;№. 
Q,(Ny,N)=a։N(N-Ny).

Mj'P. ,Py, N)=ra(N-P„)(N-Py )-a>\

M4(Nei.Py. N)=r’(N-N... )(X -Py ) ay№.
Q2(Py, N)=axN(N-Py).
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Применяя критерий длительной устойчивости из выражения 
(5.2), получим:

М,(Р.И, Ny, N)C(t)-j-F(0M2(N..?, Му, N)C(t)—

-Qi(Ny, N)lB(t)—F(t)B(t)]=O. (5.4)

Исключая из (5.4) и второго из уравнений системы (5.1) В(1) 
и B(t), после интегрирования находим:

B(I) = C. f { exp Г ֊
J ' J . P,..Ny, N)C(t)+
•I -

dt 1 dt
4-F(t)Mlv(N„։Ny,Px,N)C(t) J

где M'(P,., N,, Ny. N)=r'(N-P.)(N-N, )(N-Ny )֊

-a,№(N—Nx )-a;№(N-Ny ),

Nx.N, , N)=r’(N-N„.)(N֊Nx )(N-Ny )—
-a^lN-N, )-a&(N-Ny),

M"’(P.„, P, , Ny, N)=r>(N-P...)(N-Px )(N-Ny )- -
—a|N(N—P։ l-ajNtN-N,),

MIV(N.. Ny , P։, N)=r’(N—N. )(N—Ny )(N-P. )—

—a?N(N—P. )—a,N(N—Ny).

Пользуясь условием длительной устойчивости из (5.5). получим 
уравнение, содержащее только функцию C(t):

M'(P.,N, ,Ny,N)C(t)+F(()M"(N..,, N։. Ny,N)C(t)=0, (5.7)
интеграл которого есть

С(1)=С։ схр [ - F(t)dl 1 dt. (5.8)
J I J М'(Р.„, N., Ny , N) I

Т1 - 
откуда имеем следующее уравнение для определения критической 
силы длительной устойчивости:

ЛЛЧ., Nx ,N:. ,N)=rXN-N«)(N-N։ ){N- Ny )-

. a;.№(N֊Nx )֊8*N* (N - Ny) = 0. (5.9)

В этом уравнении N..., , Ny определяются по формулам
(3.10).

Таким образом, зная значение критической силы мгновенной 
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устойчивости, критическую силу длительной устойчивости можно 
определить по формуле:

Р Р
N = Vm =---------  ----ь-йГ՜ ’ <5Л0)() 1+ф(1)Е(П-֊У -

где X—критическая сила длительной устойчивости, 
Р—критическая сила мгновенной устойчивости, определяемая

методом строительной механики [ I ].
F(t)—коэффициент, определяющий влияние па критическую силу 

длительной устойчивости возраста и свойств ползучести материала.

Армянский научно-исследовательский
институт гидротехники Поступило 26 II 1953

и мелиорации

ЛИТЕРАТУРА

1. Н.юсоз И. 3. Тонкостенные упругие стержни. Госстройиздат, 1940.
2. Арутюнян Н. X. Теория упругого напряженного состояния бетона с учетом 

ползучести. ПММ, т. XIII. 1942.
. Ржаницын А. Р. Некоторые вопросы механики систем деформирующихся во 

времени. Изд. гехн.-теор. литер., 1919.

!»♦ It. («ււսճիաթյան

ՆՐԲԱՊԱՏ ՋՈԴ_ծՐՒ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ' ՆՅՈՒԹհ ՍՈՂ.ՔՒ
zumn-nwni

ԱՄՓՈՓՍ Ի 1Г

U,*filuitntn թ յան fill Հ յ>ննարկւքոէ •! I, նչւրապաա ձսրլերի կայունության 
Ւ՚՚՚՚ւՒւ՚ք' V"/7/' ""Ч-рЬ ։ Hr?if"lit nt մ "վ։

Որպես Հ իմհ ակա՚հ ելակետային "ւէքյու/ներ ընդունված են 'Լ. !Հ. 'Լքա֊ 
unif/t ml. tint Д/ յան ,քեհ էլա րւլ шг/if ած "հ ախադ ր յա/ներp, այն կ' Л ո ղ ft /, գ ր ա դծ ի 
ան tft ո փ ո քո ե / քւ ո ւ fj j и Հհ ր. սեկուսրիալ մակերեսների որենյւր ե այլն։

Հոէկք. օրենյլի փոխարևն ոդւոաւլործ if ած I՜ նյութի Л ե ր ա г/ if "Հհ մաոան- 
դակահ տեսության ււրենյւր, ւքեր^ինս ա р ա uruu յա if ո ւ if Լ նրանում, որ լար֊ 
ման և ![ եփ" pif tup fnn'ht, ր ի if f^lt հւլած կապր uipifiii.if Լ ինտեգրալ կախման 
ձևաք, ifքւ կախու մ, ՚44> ^շւքք. է ասն nt if քէնչսլեւ! նյութի սորլյւր, այնպես 
է[ նրա ши ս/ձգ ականու թ յան tffitf.ui լի էի ո փ էէ խ ա կ ա'հ ո i.fl յ ո ւն ր ։

ԿրիաիկակււՀհ ուժ ի համար (սրի գևսլրոհմ կորչում Լ կա յ ոմհ ու թ յան ր) 
գանւքած Լ ա ր ա ա im ւ ւս ո ւ թ լ и ւ “հ նյութի հասակից կախէքած։
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