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МАТЕМАТИКА

А. II. Тамадян

Об одной теореме М. В. Келдыша

Пусть h(z)>0—ограниченная функция в произвольной конеч
ной односвязнон области D, расположенной в плоскости z.

Отнесем к классу H..(h, D) все аналитические в Г) функции f(z), 
для которых существует интеграл

Ц h(z) |f(z)|a dxdy. 
р

Если для произвольной функции f(z) г:H։(h, D)

lim inf \ h(z)|f(z) Pn (z)'i dxdy — О, 
Ո-» JPn (z)}

где JPnfz)} всевозможные полиномы, степени которых не выше 
п, то говорим, что система полиномов полна в области 1) при ве
се h(z).

Мы будем говорить, что функция h(z) удовлетворяет условию 
Л, если при весе h[z(w)J (где z = z(w) конформно отображает круг 
'.w|<l на D) система полиномов полна в единичном круге.

М. В. Келдыш доказал 11), что:
Если весовая функция h(z) удовлетворяет условию и неравен

ству 

litn inf _
<1 >0

'g'gle ii) 

lg d(z>

где d(z) расстояние точки z do границы D, то система полино- 
мов полни в области D при весе li(z).

В настоящей работе сформулированная теорема уточняется и 
доказывается иным методом.

Известно, что вопрос о полноте в классе функций, аналитиче
ских в D и интегрируемых с квадратом модуля при весе li(z), ко
торый удовлетворяет условию Л, сводится к полноте специальной 
счетной системы функций.
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Это следует из леммы:
Лемма I [1]. Если вес Ikz) удовлетворяет условию А и при лю

бом т>0 для функции [w(z)Jro w'(z), где w=w(z)—-функция, отобра
жающая L) на круг |w|<], выполняются условия

inf U h(z) J[w(z)]mw'(z)—P(z)|2 (lxdy=0, 
’б

то система полиномов полна в области D при весе Ь(г\
Методом вывода иолюсов, впервые примененным М. В. Келды

шем к вопросам полноты, можно установить следующее:
Лемма 2. Пусть D произвольная область, расположенная в 

круге |z|<R, точка С находится вне D, причем эту точку можно 
сеодинить с окружностью }/\=2^-~-\,спрамляемой кривой длины I 
так, что ^-^окрестность этой кривой расположена вне D. Пусть

Рп<, (-----г- полином от-----=■ степени
\ z՜՜^ / Z-i,

области |г- ^|>о равен М„.
Для любого целого п существует

пл, максимум которого в 

полином Pn.:(z) с теп ни п,
такой, что 

(!)

СЛ

где постоянные с։ и с3 не зависят от I и 3.
Обозначим через D* множество тех точек D, расстояние кото

рых до границы Г области D больше 23.
Для каждого положительного числа о (8>0) множество D.-, при

надлежит D и состоит из конечного числа замкнутых жордановых 
областей, ограниченных спрямляемыми кривыми. Границу Г).-, обоз
начим через I՝ .

Пусть ъ Г; и L;.. та компонента Ռ . которой принадлежит точ
ка

Покажем, что существует жорданова спрямляемая кривая
D . соединяющая Հ с окружностью z| = 2R I, такая, что

длина S.;.i , (3) 

где >ДЗ)>0 стремится к нулю, когда о -0, причем 5 -окрестность 
этой линии расположена вне Ih.

Действительно, обозначим через Հ, ту точку или одну из 
тех се точек է, для которых Reel է достигает своего максимума. Из 
точки Հ, проведем луч, параллельный оси ох и направленный в 
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сторону возрастания х. Пусть Հ'։ — ближайшая к точка пересечения 
этого луча с Г-? Լ:,$—та компонента Г. , которой принадлежит Հ'։, 

Д —та точка Լ.:„$ или одна из тех ее точек, для которых Reel է до
стигает своего максимума на компоненте Повторяя конечное 
число раз эти рассуждения, мы можем соединить любую точку 
֊ ~ Г,- с помощью конечного числа дуг, принадлежащих Г и отрезков

= 1 . (к = 1,2..... р) параллельных оси ох, е окружностью
•z| = 2R4-l.

Обозначим через Տ-.л , жорданову спрямляемую кривую, состав
ленную таким образом из той части Цк $ кривой которая рас
положена между точками С'ж. , чк. и из отрезков Аи.с, параллель
ных оси ох (к==1,2.... р):

Р Р
5^«У լ* 4- У -ib-.o.

к=1 р-1

Очевидно, что о—окрестность кривой Տ-.Հ расположена вне Di. 
Для оценки длины Տա заметим, что

Р Р
длина дл. լ.*5 -и V* дл.

к=1 к =I

Р
ГДС У Дл. |Հհ < дл.Г.

к=1

Р
<1 дл. AK.,<2(2R Ւ 1).

к-1

ПустьՀ-любая точка Г?.. Из определения Г следует, что су
ществует окружность |z — гД =о (z: £ D), проходящая через Հ и со
прикасающаяся с Г в точке С*, такая, что круг z—z; ]<6 не со
держит точек Г. и Г. Легко видеть, что для разных точек , Sj СП 
интервалы (м, Հ* ) и G-. С?. ) не пересекаются, поэтому, так как 
все круги |z—z:|<5 расположены в области D—D.., то

6. дл.Г? ==$площ. (D -Da), г. е. длина =-՝.

где тДЗ) = площ. (D — D> )-* 0 при 0.

Теорема. Если весовая функция h(z) определена в произволь
ной конечной и односвязной области D, удовлетворяет условию А 
и неравенству
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lim inf (d(z)]2 
d-0

где d(z)—расстояние точки z до границы, D, то система полиномов 
полна в области D при весе h(z).

Доказательство. Пусть область D расположена BKpyre|zJ<R. 
Если w = w(z) отображает D на круг |w|<1, то в силу леммы 1 для 
доказательства теоремы достаточно доказать весовую полноту си
стемы полиномов относительно функции вида f(z) = [w(z)]ra w'(z) 
(m.= 0, 1, 2...Л.

Оценим модуль функции ((г). Представляя |f(z)]։ в виде инте
грала Коши по окружности радиуса о с центром Г

Ղր.

или 
2«

|ЦСЦ»=й 4г \ 1ք(տ + 3՚-՚91= d?: 

О

умножая на rdr и интегрируя от 0 до 6. имеем 
ծ 2п

|ք(Հ)1’շ ^27 f f րմրմ’- 

о о
Отсюда

|ք(տ)ւ<ջ при г,..։ (4)

Покажем теперь, что можно найти полиномы Pn(z) так, чтобы 
интеграл

ք f h(zH(z; - Р„ (г),’ dxdy = [ ( h(z)|f(z) P„ (z)։= dxdy +
О Ы

4- h(z)|i(z)---Pi։ (z)|2 dxdy
D—Da

стремился к нулю при n->oo.
Действительно, часть интеграла, распространенную на D,>, оце

ним, используя интеграл Коши.
Применим лемму 2 к области Dr... , получаемой удалением из 

круга |z| < R 5 окрестности кривой Տ-„ճ . Очевидно 0՝ aD#.
Согласно лемме 2 существует полипом Р1։,; (z), удовлетворяю

щий, в силу (I), (2) и (3). неравенствам:



Об одной теореме М. В. Келдыша э

(I*)

(2*)

Очевидно, что интеграл

Pn(z)=^i [н;)РпЛ) а;
Ղ.

представляет полином относительно ւ степени п. Составам разность 
f(z) — Рп (z) при любом Z ք՜ Ьг:

|f(z)֊Pn (zjl = շՋ-ք^֊ շՏրք

1 1_
№1 max ; _ г 

ՎՂ. 
•€Гг

P„,:(z) . дл. I\

Из неравенств (J), (3) и (4) имеем:

|i(z)֊ Pn (z)| <— * — ^ехр | — е & ) ' £

или

max | i(*)֊֊Pn (z)| < |ехр [-е ՜՜?? 1

4D* I \ 7
где Հ- произвольное положительное число.

Отсюда следует, что 

| j h(z)|Uz) — Р„ (z)|’- dxdy< exp h(z)dxdy

стремится к нулю при n -- тс.
Часть интеграла, распространенную на I) D,. можно оценить 

используя неравенство Минковского:

[ ( h(z)|f(z) — Pn (z)|3 dxdy j Y ի j h(z)|f(z)|’J dxdy j՜ +

D-Di D-Di

j (’ I' h(z)|PQ (z)P dxdy j

D ■ Di
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В силу интегрируемости h(z)|f(z)|’ ио площади D первый член в 
правой части этого неравенства стремится к нулю при о > 0.

С другой стороны, так как расстояние любой точки [) — D до 
границы D не превосходит 25, из условий доказываемой теоремы 
следует, что существуют А>0 и s0>C так, что

։h(z)<Aexp ( е

Второй же член оцениваем с помощью неравенства (3)

• — —
( lh(z)|Pn (z)[2 dxdy < A exp ( ժ՜) • exp (c ՚՜) площадь D.

մ-Նձ

Так как րՀ5) — 0 при 5 - 0, то

exp (—е?/) • ехр(е<'7)-»0 при 3-0. Отсюда

lini Ц h(z)|Pn (z)|։ dxdy = 0.
г .0 D-Ш 

т. e.
lim j h(z) |f(z) — P„ (z)1,3 dxdy = 0.
П-..Х ‘ b

Таким образом теорема доказана полностью.

Сектор математика и механики 
АН Армянской ССР Поступило 13 ХИ 195?.
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II.. Պ. ք<Իւաքսւէ}unit

и. 1. ԿեԼԴՒՇհ Uh ԹեՈՐևՄԱՅՒ ՍՍւՍհՆ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հւէդվ шЛ tti մ ճշւէէվում Լ հ այլ եղանսւկւէվ ա պա tf nt tftfiu. ւ)' 
tit ևյայ fl ե 11 ր li ւ1՛iii'lt ՝

ծ///. h(z) կչո ա յ քւ'հ !ք> llt/li կւ/ քւան ր ա if ա ր nt p it ւ il Լ ;\ II/ա յւ1՝ ա\ւ են է ա էն Լ' 
hjz(\V)| ^ttpiiihii Z — Z(\V) ilfinitfiip շրՀսրնակր կրՀհ!իրէրւք կեււպուք tit p ա ut и/ա tn- 

կերոււք Լ О tn ft ptttjP ft if put) կ*էւ ft цКирргц if p ա ղւ1'tti'li if nt tilt ե p ft ti ի tl nt եմ ը



1րք"1 l. միավոր շրդանում, և |jni ПН 
d-U)

՜ մ, որտհւ/ <l(z)-£ Z կհ~
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lg ад

սւքւ հեոաւ/որությաՀ1էն է D տիրու ifl/t հղրիւ/, ասյա րազմոՀհււ niffii հրի սիս՝ 
տհմը |’Հհ' կշոու/ / ր իվ է [) in իրույթ ու մ է

Հալ tjtnA tnif in ււյա ij n i i) if n i if I,, որ թևորհմ in'll ifil 111. if կ til <f/> մԼ9 li(z) 
•՛իա նկւ//iiiijIi նկատմամբ ւու/Լ/ի թայ/ ч ահմ ան ափա կա Ifii ե ր ft դեպբումք

այն Հ’ lim ini (d(z)P Iglg >0.
do ‘Hz;
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