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ГИДРОМЕХАНИКА

Л. Л. Оганесян

Уравнение распределения поперечных скоростей 
и коэффициент турбулентного перемешивания при 

движении жидкости на повороте

А. К. Ананяном [4] изложена теория циркуляции турбулентного 
потока на повороте, в которой проводится мысль о необходимости 
учета вертикальных составляющих поперечных скоростей и формы 
водовода.

Исходя из системы уравнений диффузионной теории турбулент
ности и откидывая в ней величины порядка квадрата кривизны оси 
водовода, А. К. Ананян получил для поворота, очерченного по дуге 
окружности, уравнение, служащее для определения поперечных 
скоростей. Для замыкания системы им вводится допущение о сла- 
<юн изменяемости коэффициента турбулентного перемешивания.

Автором в предыдущей работе |3| в основу исследования были 
положены уравнения, отличающиеся от уравнений А. К. Ананяна 
тем., что входящий в них тензор напряжений симметричен. При 
этом было получено уравнение, подобное уравнению А. К. Ананяна. 
Замыкание системы гам достигалось благодаря использованию опыт
ных данных по распределению продольных скоростей. Поставлен
ные граничные условия отличались от таковых, принятых А. К. Ана
няном. Было показано, что в пределах принятой точности, урав
нение справедливо для поворота, очерченного по любой плоской 
кривой.

Настоящая статья является развитием указанной работы автора.
Применением метода малого параметра учитываются величины 

।-порядка высших степеней кривизны. На каждом m-ом шагу опреде
ление поперечных скоростей сведено к решению сравнительно про
стого линейного дифференциального уравнения 4-го порядка, а оп
ределение давлений и коэффициента турбулентного перемешивания 
сведено к квадратурам.

В основу исследований положены уравнения диффузионной 
теории турбулентности, записанные в криволинейных координатах 

hl, стр. 438, 439).
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За координатные поверхности приняты:
1) цилиндрические поверхности S, равноотстоящие от поверх

ности, проходящей через ось водовода и перпендикулярные к пло
скости Q, содержащей эту ось;

2) семейство плоскостей Y, параллельных плоскости Q;
3) цилиндрические поверхности N. перпендикулярные к пло

скости Q и проходящие через кривые п, ортогональные к семейству 
кривых s (см. фиг. !).

Фиг I
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В качестве малого параметра взята величина а =

где Rn—радиус кривизны оси s0.
Если ширина водовода есть Р(1) (где 0(х) означает величину 

порядка х), то при больших 1Հ, можно утверждать: всякая производ
ная вдоль линии s от функции, исчезающей при s— оо и s->oo, 
имеет более высокий порядок малости по параметру л. чем сама 
функция.

В [3] доказано, что с точностью до О (Л՜) принятые криволи- 

нейные координатные поверхности могут быть заменены следующими:
I) коосными цилиндрами,
2) плоскостями, нормальными к осн цилиндров,
3) плоскостями, проходящими через ось цилиндров.
За единицу длины но оси s0 примем дугу, длиной в единицу. 

Тем самым установим параметр для поверхностей N.
Параметр для поверхостей S получим, взяв на кривой и, про

ходящей через (0, 0, 0), в качестве параметра длину дуги, отсчи- 
[ тайную от точки (0, U, 0).

Для поверхностен Y за параметр примем координату точки пе
ресечения Y с осью у.

Так как кривые п с точностью до 0 [ могут быть заме- 
\ Ro /

вены прямыми, а кривые s—дугами окружностей, то:
I) Н„= --------- =14-0 I Л),

gradqj ԱՀ/

2) Н, = 1.

I
где 1։> = |griHlqj = -^4.o(y=1.-.Rl+O^).

СлеЛ0ватель|10: Н, = 1 + ֊֊ + 0 (±). = ֊• + 0 ■

Пусть известны V, р, А с точностью до 0 ( р~г^ и VY с точ

ностью до 0 (-֊т֊-। (задаемся распределением \Հ для замыкания 

системы (1)).

Пусть V, р и А имеют достаточное число производных. Напи

шем уравнения, связывающие величины 0 выделяя послед-
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нис из основной системы уравнений (I) и приравнивая их нулю.
Перенесем известные величины в правую часть равенства.

Для осуществления указанного выделения удобно V, р, А, Н, 
представить в виде рядов:

V,- V v!">, р= У р1”, А= У А1”’, 
m = 1 и։ = 1 тп = I

Н> = У Н|га. 

т=1

При этом можно принимать \Հ"՚= V4 , НР = Н. . V,'' = Hi? =0 
для Z> 1.

В уравнении (1) введем новые обозначения:

Xj=S, х. = п, х8 = у.
Уравнение m-го приближения, полученное из уравнения проек

ции количества движения на _s“ обозначим (I/, на „п“ — (II), на 
„у“—(III), уравнение неразрывности обозначим (IV).

Нетрудно показать, что слагаемые, входящие в выражение 

ускорения, имеющие порядок являются величинами известными. 
Ro'

и. как указывалось выше, переносятся в правую часть.
'Гак как в (2) знаменатель каждого слагаемого 0(1), то неиз

вестные О ВХОДЯТ ЛИШЬ В .

Отсюда следует, что слагаемые Т|Х о . H.H.HaHi \
Н,Н2Н, ք)Հ 1Ч Нк I

ժ/ոՒԼ-и т։и ч-— не входят в левую часть, 
ох

Из выражения для в левую часть уравнения войдет лишь
член

А In. ժՀր + ս?՜ժ?՜ք ' А ։Щлс- + н^~i
.։ հт. е. из выражения для —- в левую часть войдет лишь член

<'х
ժ , а \ I

Итак, запишем систему уравнений:

ժ.\հ \ дхк ох' ) с)х" \ дх' дх1 /
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(IV)
ԺՆ'"' ԺՀ"” _ .

ժո + (fy ՜ “

Здесь в fJ։ is, fa входят лишь V? . \Հ“, \Հ*'. р *, А л'.
где к«1, 2 ... ш ֊ 1.

՛ PV‘” ՝• Io." v ("'■ \ 'Հ'
1 л А 1 ? * J~v” ժո

WYjl . a v,vA\ Ժ <Л'7 <>ր'” '֊ 
у ду ՚ժո ' Эп Ժ;. ‘ оу о*

Լ ձ v-^-’ + " A- "v 
ժո ժո о у օ\

. ՊԼ 
ժտ V՛;

ժ\'ք’ v...<№"՝
X ’ 5y

I
, a .(ct/Vr1 о .vn^vr1 , .

՜է՜ - A ---- Г У~ А ~“л~~ — ц.оу оу ժո ժոИтак, на каждом тп-ом шагу получаем систему (I, II, III, IV).Поставим граничные условия для этой системы таким образом, 
рЫ решение ее определялось единственным способом.

Пусть поверхность Г означает переходной слой между турбу- 
апинм ядром и ламинарным подслоем, который считаем доста- 
кчно тонким, чтобы пренебречь его толщиной по сравнению с дна- 
тром водовода.

Согласно сказанному в [3] принимаем, что по обе стороны от 
у 0 , тогда для tn-ого приближения имеем (т) 

ярость со значком ,л“ означает скорость в ламинарном подслое.
(о значком .т“—в турбулентном ядре).
Принимаем на Г равными касательные напряжения, лежащие на

‘рхяости S = const

Разложим \/(Г' в строку Тейлора на Г (здесь V/ компонен!
стн по направлению криволинейной координатной линии 

. .параллельной- стенке водовода и лежащей на поверхности 
rconst.)

л ՜՝

O»^(0-vl"(n + ձ\. V)"'(!’)- vr + (35г + ° iN'>

(здесь N 1/).
При этом можно ограничиться членом при AN в первой стспе- 

ժ»71՞° / 1 1м, так как —величина о I
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----- - ---  ~ ' ' ' ---- ~ --------ан

Для ламинарного слоя действительны уравнения I, II, III и IV 
с А = const = |t.

Учитывая, что с точностью до 0 ( у выполняются равенств?/. 

\Հ'՜՚'= V'x'cos (24, п) ֊? V/"' -cos(/, и), 

Vy”= VP cos (N, y) փ V'rm>cos (/, у), 

± = cos (n. N) + cos(n,0 .

Ժ <M ч r, . О,,y=cOs(N,y) cos (АУ)

получим, что a2v}m) 
ժ№ является величиной 0 если \'ր՜ս~0(1),

ժ-yS * /_!I \
Ժ? (/x'c/.x1 \AN/

Таким образом, индукцией но ш получим, что
ԺԴ’}՞0 

ժ№

Из предыдущих формул следует также, что с точностью до

э\Ьга’ Am)
(fl

AN >) I . 
— tN, -! ф,

/9V‘-K> Г/Г.чк-П
где ф функция Vf, ’ •- к =1.2 ... ш.

ճ/х дхдх

Но так как \'11"-՝-()(1 , го ձ\;-\7՛"՛ может быть откинуто. Из 

условия “х"' — Гхг' получаем граничное условие:

+ =Ф(Г).

Этим граничным условием учитывается динамический эффект 
влияния ламинарного подслоя.

Итак, имеем систему (1, II, III, IV) с граничными условиями:

\'^(Г)=0,

vr + у -й| — Ф(Г>,

где -о — толщина ламинарного подслоя.
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I*

д-
' dy’

Уравнения (II) Uli) и (IV) могут быть приведены к сравнитель- 
простому уравнению 4-го порядка вида

«Я

яичными условиями:

ժ№

(о) ԺԴ՝|ս' \
<?У։ /

4- 4 °։- ( 
dyijn I

(>՜ { \ |о> ԺԴ'

к» ԺԴ4,Ո>
<9ydn (3)

д(о)5 ժ,թ(տ>

d.N

Решение этого уравнения служит для определения компонентов 
меренных скоростей. В [3] дано решение уравнения первого при- 

гения в случае, когда поперечное сечение водовода есть круг, 
ром показано, что для водовода прямоугольного сечения опе- 

Ipaiop уравнения (3) для первого приближения положительно опре- 
!енный, тем самым это уравнение можно решать методом Ритца.

Нетрудно доказать единственность решения этого уравнения, 
■текающую из однородности граничных условий |2, § 10|, когда

4* = 0 и = 0.
Из уравнении (II) и (Ill) можно определить также р"' с точ

ностью до произвольной функци։։ tc(s).
Подставляя и уравнение (I) р1

Л ( d(
(>VԺՈ

= р —7v(s). [ЮЛучим: 

Л1ПП/֊Л51 I ֊~'(տ) | Г,
f)y

Определим из этого уравнения А 
Запишем уравнение в виде:

М* д Л 
ժո ժո

«п»... avjr
</у ду

Ն А<га>:. А\Л?> =k'(s)4- I, 

Пусть в точке 
видно, что этим мы

(п = 0, у = 0) \՚$՛ достигает максимума (оче- 
не ограничиваем общности наших рассуж дений).

В окрестности (п == О, y = ij)\y"' может быт։, разложена так:

Vs” = с 4- кп’ -г 2тпу -г /у9 -г Ь,

где и b входят величины более высокого порядка. Приведем орто
гональным преобразованием квадратичную форму к главным осям
Ч и £

Учитывая, что в уравнении (I) левая часть является инвариан
том ортогонального преобразования, получим:
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+ Ж. + А՛"' . ДУГ = K֊(s) + Г.
0հ ծրէ ժրւ ՝ ‘

УГ = С + р? + qT)’ + R.

Напишем уравнение характеристик для уравнения (1), умножив 
обе части его на е՜ .

Получим:
_ Нт;______dz_ _ _dz ...
՜ ՜ AV^ ՜ Լ

(էհ ժր?

Здесь x = Ai:i". c, f։ =ez(rc'(s) ;-խ.

.. dr chj.Уравнение ֊—— ~ т-— легко интегрируется.
Ժ\'Հտ" tfVs

Действительно:

di? = (ty
dr ։

(5)

Напишем уравнение семейства кривых ортогональных 
к т/(ч)։

сМ) = ծհ 
dr £V^_’

■ ■
Интегралом этого уравнения является Vs1 (~. ՀՒ) = const. 
Итак, //(Г) -это кривые, ортогональные к изотахам Vs”. 
Подставив >)(Q в систему (-J) и решив уравнение

6Г___dz
dVT ~ iV's^ ’ 
Հ՜

получим:

t = ք_ձճ1ն£*ՋԼ
■՚ ЛГКдО

օհ

Наконец, решив уравнение

մ; с.

dz dz
дуг լ '' получим:

* ֊ i “՜ & отсюда определим Л “ ւ
J vs
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< х ճճճ (it 
avg»

Ժէ
ծ\№ 

ds

Нужно выбрать С так, чтобы

lim А'п”(ч» Г}) | < -г со.
7|֊^0
Հ-0

Выражение для Л""' говорит о том, что Л'՜'՜’ удовлетворяет 
линейному дифференциальному уравнению, решение которого можно 
записать и так:

<՛”)_

Հ ехр (• w.’U'l а- 

տ ՜ժր

ժտ

i d s 4-

J д\^ 
ժէ

<11 1-I- л""’(з) exp

Приз֊* О Л" должно оставаться ограниченным.
В силу (5) имеем:

= р• ա -• Qլ q н q входят величины второго по-
q-V-i-Qi

рядка от 7} и
Поэтому в окрестности (0,0) при р и q=d) можно вместо по

следнего уравнения рассмотреть уравнение
d? = Р у . 
dr/ q т/ '

Особая точка этого уравнения узел, так как р и q одного 
знака.

Не ограничивая общности будем считать, что в случае, когда
особая точка является неособым узлом, интегральные кривые каса
ются оси
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rtV101Тогда ՚ -- = Px- Q Л-™ всех кривых, за исключением одной.

f • v’*”1 дч

Имея в виду это, преобразуем е . входящее в выра-

ЖС.НИ< Л"’".

11меем:

сд (Ո

Хехр( - | Wt.r,(։))<li ). 

I
При е -о этот член стремится к 0.
Преобразуем первый член в выражении для .Л " .

: ехр | -֊ j փմէ ) ivjf’to)
-J p(.Ai ■ 

w •
= J- exp [— ф<lt j s’ ։-P($,4(s))ds. 

5 S
ri / avJW
При e -и послслн- • выражение ограничено ( тут л «= -j.

Итак, искомое выражение для А"”' имеет вид:

ք: ֊ք ։̂
№” = J J е * s‘ 'P(M(s))d$. (7>

’ о
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В случае. особого узла рассуждения ведутся совершенно ана
нчно.

Исследование особой точки уравнения характеристик (6) при
вело бы нас к заключению, что особая точка этого уравнения типа 
,Сё'длоЛ. Это дало возможность определить А՛"" из единственного 
условия ограниченности. Л"1 определяется или при помощи величин, 
доступных измерению (продольные скорости), или вычисленных в 
п ред ы ду I ци х пр иб л и же ниях.

Определим, наконец, k(s).
У кас имеется еще неиспользованное граничное условие

•’ ժ\Հ'«ւԻ = \Ղ"’> _ւ_ 5 .Տ ՚ tfN

Член -^р- 

Пслучаем:

откидывается так же, как и раньше.

О V'"" о т
г

или:
т 5 а\

0=V^m4- ~ А<и> • — s Н c/N
Это равенство даст изменение А' " 

известные величины).
по տ; (в փ5 входят лишь

Так как мы имеем граничное условие

՛<<•) ' -Р Д <?N

/Л՛'10’
то “ТчЬ*0 (т- к- Vs’lr *(»)•

УЛ

Поэтому

Из этого

А"”’с=О(Г), где О(Г) известная функция.

равенства k(s)-A<0)определяем - - ճ-=---- ; входящее в А1”1'

как слагаемое.
Но это граничное условие дает несколько больше, чем только 

изменение А<п” по տ.
Ведь А"՜" в сечении известно с точностью до постоянной. А 

это граничное условие должно выполняться и в фиксированном се
чении. t

Последнее граничное условие может явиться контрольным при
выборе эмпирической зависимости для распределения продольных 
скоростей. Мы будем откидывать все выражения для Vs, не удов
летворяющие этому граничному условию.

Итак, единственность решения обеспечена. Нетрудно видеть, 
что выполняется условие интегрируемости уравнений.
Извести VI. № 1—5
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Из изложенного выше следует, что беря достаточно большое 
число приближений можно вычислять скорости и давления с боль
шой точностью.

Последовательность вычисления такова: зная величины V, р и 
Л в (гп — 1)-ом приближении, из (3) находим поперечные скорости 
н m-ом приближении, из (I!) и (III)—давления р<пй и из (7)—значе
ние коэффициента турбулентного перемешивания.
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Լ. X. 2.i<i|buifiG|itHuiG

ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԱՐԱԳՈՒԹՅՈհՆՆեՐՒ ԲԱՇԽՄԱՆ ՃԱՎԱՍԱՐՈհԱԸ 
ե< ՏՈհՐՒՈՒԼեՆՏ Ս՜ահՑՒԿՈ^ՅԱՆ ԳՈՐԾԱԿՒՑԸ ձեՂ_ՈհԿԸ 

ՈԼՈՐԱՆՈՎ- ՇԱՐԺՎԵԼՈՒ ԴեՊՔՈՒԱ

ա ւր փ n փ ո ։• ւր
«Տ иւ рpin ւ /.՜Ն ա ո < թ յան դ Д !ք> ո t պիոն Ուեսւո քքյ ուՆ ՜. ու >ք աиա рո< Ifti է. рр քու - 

ծեքէո tutilinp ւրպ ւքած ո ր if կ ի p սւ ո if tl ւ մ Լ ifnt.pp ոք Ու p m if I, ու p fi ւքեթոդքէ:
(քի!1. I, p կոյ i'll III If ill'll tn p III if Hl l֊l (III "հ՛հ I; p ի p in - fit tn if p արւքած /,. unifin if I.֊ 

I՛" '•"t’l ‘Hill p fl nfiinnlnfp jtn putpin'hf- Jttl p ]Yi-plf .ptlljfinif pl-p-
if tn if կ մ uni'li 111 կ ի Illi՝* Ill'll rfj nt i'h I, p inf innf f, if tu nnn p iu p nfiupif պծւււյ/ւ՚հ

4 ‘"Լ՚ՂՒ “Ulf tu и UI p if in'll <3) ( шршц Itl.fl քէՈ՚հնե p p И ft it շ I./ tn unf m fl j L if եկ
tf if ill If ft in 1Ո tn pm J fl III 111 fl fl III I ե՚հ in it ած tn fl I'lp'l P J Ill'll If 11 p ծ nt կ ft I] p ItptlpSfltL
■՛> unf III ft ft
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