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A. к'. Ананян

Поперечная циркуляция при изгибе турбулентного 
потока в водоводах круглого и прямоугольного 

сечений
к-1 Структура турбулентного потока столь сложна, вес величины, 
«Ходящие в уравнения движения (уравнение Нанье-Стокса), испы
тывают столь значительные изменения во времени и к простран
стве, что если эти уравнения для мгновенных истинных скоростей 

ւՈ применимы к отдельной частице, то нахождение их интегралов
1ется весьма трудным.
Трудность эта, главным образом. включается в невозможности 

пока установления начальных и граничных условий интегрирования. 
Приборы, которыми измеряются скорости и давления, дают осред- 

•’Иенпые их значения. Этим и объясняется стремление многих иссле
дователей составить такие дифференциальные уравнения гурбулент- 

Вого потока, которые были бы основаны на < средн-.-пных величинах 
скоростей и давлении.

Рейнольдс, исходя из уравнения Павы -Стокса, и отказавшись о.
ГО’Шого воспроизведения картины турбулентного поток;: в любой 
точке пространства,в любой момент времени, получил осредневные

Йвненйя турбулентного потока |1|:
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A ' dv dv , dv . — dv \ d —r-« .?(x+ux + vx =w(!,--?1,v) +
Ժ ------ d ,
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Из системы (I) видно, что уравнения турбулентного поток.։, на
писанные для средних величин скоростей и давлений, имеют такой 
же вид, как уравнения Навьс-Стокса, с той лишь разницей, что 
компоненты тензора напряжений увеличены всюду на величину 
т։х== —ри'д тху= ?u'v', = - pu'w', ryy=—pv'. — - pv'w\
т/х - которые нося! название добавочного напряжения.

Многие исследователи |14| принимали, что эти дополнительные 
напряжения можно выразить через производные по координатам от 
средних скоростей, т. е.

, , ո. ժս ֊ , , dw— ри u = 2Л ն-, — pv v — 2А —_, — pw w= 2Д .(>x Ժճ

/ , . / ժս ր)\։ \ . Հ ժս , <?w \-PUV =A -r _?uw = A (+ diy (2)

, , . / d\r , <Av \_PVW =A(^ + 7y).

где \ зависит не только от координат и времени (х, у, z и է), но и 
от самых функций u, v ,w. Такая замена вызвана сходством неко
торых внутренних свойств ламинарного и турбулентного движения |1].

После подстановки значения дополнительных турбулентных на
пряжений из (2)в(1) получаем окончательное выражение для осред- 
ненного турбулентного потока:



Поперечная циркуляция при изгибе турбулентного потока

рисоединяя к этой системе уравнение неразрывности

ժս ov ժ\լ
tfx fjy ‘>7

45

(4)

получаем не замкнутую систему, так как число неизвестных w, и, 
», Л и р превышает число уравнений.

При решении практических задач об изгибе потока, мы припи
шем заданным ноле продольных скоростей, тогда из системы i ') 

՛ можно получить отдельные составляющие скорости, давления и 
яеянчнн'у Л, которая носит название коэффициента турбулентной 
вязкости. Необходимо указать, что этот коэффициент для изогну
того потока приближается к скалярной величине, так как н цир
куляционном потоке градиентные характеристики скоростного поля 
меняются слабо (2). Принимая движение жидкости на повороте 
осесимметричным, из уравнения неразрывности следуе т с\ щество- 
ВДН1И такой функции Ь՝(х, у), при которой*

Подставляя значения и и v из уравнения (5) в систему (3). пос
ле преобразования се в полярных координатах, дифференцирования 

I (Яр 
верп и > уравнения по у. а второго уравнения пох, исключения г ,.т~

мотбрасываниявеличины О(j , получим окончательное дифферен

циально;՛ уравнение изогнутого в плане турбулентного потока |13)

Ժ* / . ժ։ք \ Ժ* / ժ-՝|- \ cP ՝( с/՚Դ՝ \ (Я ։ , <yaF \
()х: ‘ ժ№* j dx’ ( Л <7у- ) c/yJ \ ՜ tfx’ ) 1 £у8 \ ՜ <fy2 /

. . ժ2 / . daF \ Ն-F ։----- 1 л ~—տ— ] ~ (6)՛1 oxdy \ My I

В. М. Маккавеев при анализе турбулентного движения на по
воротах водовода, на основании данных экспериментов А. В. Карау- 
Шева [3J, пренебрегает производными от коэффициента турбулентной 
вязкости по координатам ввиду их малости ^во вторых Слагаемых 
в квадратных скобках правых частей системы уравнений (3).

Надо отметить, что такое допущент содержит некоторый про- 
извол, так как можно было бы с таким же успехом отбросить

| • После приведения системы (3) и уравнения (4) к цилиндрическим коорди- 
итам (R, •), у) и замены х R R, (I?, радиус оси закругления водойода), oiv.ii- 
р?Ы "з|-

” Рассматриваем повороты с большим радиусом закруглении.
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производные от А пи координатам и в остальных членах правой 
части системы (3).

В. М Маккавеев предполагает, чти сохранен։:»? производных от 
А в некоторых членах правой части системы (3) все же больше при
ближает задачу к анализу турбулентного движения, чем тогда, когда 
пренебрегать всеми производными от А. Необходимо иiмети ь, что 
в динамический метеорологии в основном пользуются усеченными 
.равнениями турбулентного движения [4] в том вид՛.-, в каком при
нимает В. М. Маккавеев. Многие задачи гидравлики и динамической 
метеорологии решены ил основе усеченных уравнений турбулент
ного потока и получены положительные результаты 15, 6, ". <՝՝֊.

Учитывая вышеуказанные упрощающие прсдиолои.ения. основ
ное тифференциалыня уравнение циркуляционною потока (б) мож
но пре re завить в следующем виде |13|:

Ճ. А -L О _ճ_ А Ճ А = [ (71
(?ха ' c)xs ր ՜ oxtjy дхду ду г)у’ ՛՛՛ '

Наша задача заключается в том, чтобы теоретически и экспе
риментально показать, что хотя уравнение (7) является приближен
ным (так как при этом несколько нарушается условие симметрич
ности тензора г. j булелтных касательных напряженно в поюке), но 
результаты, получаемые при решении полного уравнения (6), с пере
менными и осреднению и значениями А и усеченною уравнения (7), 
с переменным А, практически очень близки

Для интегрир ования уравнений (6) и (7) необходимо устано
вить граничные условия. Предположим, что весь потек состоит из 
турбулентного ядра и весьма тонкой ламинарной пленки. Наличие 
ламинарной пленки вводит существенные изменения в теоретический 
анализ вообще, и тля циркуляционного потока, частност... При 
этом и •■./бходи'.ю составить две самостоятельные системы диффе
ренциальных уравнений. Одно уравнение будет относиться к турбу
лентной зоне (уравнение (б) или (7). второе к ламинарной зоне. 
>):<> второ։ уравнение очевидно будет иметь следующий вид:

Ժ4-' । tf*F ժ*1՝ . ,ՕՀ
‘V ժճ* “ dx’tfy5 • dy‘ ՜ -‘ )

Граничные условия (наир., для круглого водовода) будут сле
дующие:

1) условие прилипания частиц жидкости к твердом поверхно
сти водовода

2) условие раменс.ва скорое։ и ж. кон.акте двух слоев (тур
булентное ядро и ламинарная пленка)
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3) условие

4) у слон не 
рхности

ԺՐ„, I
|| </г ,

неразрывности циркуляционного потока

ժր
о

равенств/!

dr-| (-^-dr=O.
I c/r

касательных напряженш на контактной

ՕՀ

ԺԴ'., 
<7Г-

Вышеуказанные граничные условия ' равенства касательных со- 
1ЯЮЩИХ скоростей и напряжений на контактной поверхности) 

:л ՛ аре •ставить и в следующем виде [9]. [13]:

F =0 . 
ր-րՀ

А րրՒ
թ ժր-

21 
p*ro (Պ

[Три решении задачи о поперечной циркуляции в напорных иодо
ла круглого сечения, .'I. А. Оганесян [9]. основываясь на полных 
тениях осредненноги турбулентного потока (6), получает следу- 

ёе уравнение:
Л А Г-1 A <1
4Ay — r — Ar v ■—dr dr • о

d(irr)՜
dr dr֊| с .

<1г(՜!՜)’ F(r'6) = f <r>COS0- (10)

■ Принимая элиптический закон распределения продольных 
росте!* (н) по Карауйюву |3] л взяв коэффициент турбулентной

ско-
ияз-

роста из опытов 1[икурадзе [10|, путем численного интегрирования 
елия (10) получаем компоненты скоростей поперечной цир- 

икии. Результаты подсчетов представлены сплошными линиями 
из фиг 1.

Г Перейдем к решению той же задачи, пользуясь усеченным 
уравнением осредиекного турбулентного потока (7).

1 ВариационныII интеграл уравнения (7) можно представить в 
каедухнцем виде:*

= пип.

• Решение золами о ixo։ic-pc«։к՝л иирч-уляцна рци։п>с։։.1Ы1и решению парн
ой задачи о минимуме функционала д (1', F), |13|.

.ествляя переход от декартовой системы координат к полярной
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и принимая I; = f(r)cos6, минимизирующей функционал можно пред
ставить в следующем ни де:

A(F,F)֊ [aJ{ ros'O ( у + 2 А 0֊) cos’tein’S -н 
м“ О

cos’Jf) ! rtlidO. (И)

Проинтегрировав (И) ио О 
функционале д (F,F), получим:

и записав уравнение Эйлера в
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ЗАХ - ЗАг <1Х . , сРХ / dX
5-----Лг- — Г ------- -dr dr- \ dr / dr

(12)

(13)

Принимая эллиптический закон распределения продольных ско
ростей по Караушеву, а коэффициент турбулентного перемешивания 
ао данным опытов Ннкурадзе (эти данные хорошо апроксимиру- 
шея кривой гс (г — I), уравнение (12) можно представить в сле- 
аухицем виде:
I r։(r-l)~ +г=(5г 4)-֊. -г(г-1)Х = О. (14)

Делая подстановку
Х=угЧ (15)

уравнение (14) можно представить в следующем виде:

>(f-l)^r-i-|(2Po-l-o)r֊(2p„ 1-4)1 ^- + (Р„ : 2)у = ф. (16)

Это есть гипергеометрическое дифференциальное уравнение 
Гаусса, решение которого известно [И].

После решения уравнения (16) получаем значение функции у, 
■ по уравнению (15)֊ функции X. Путем последовательного интегри
рования определяется функция поперечной циркуляции, а из урав
нения неразрывности компоненты скоростей поперечной циркуля
ции՝՛. Окончательные результаты показаны на фиг. 1 пунктиром.

Решение той же задачи, с осреднении ми значениями коэффи
циент: турбулентной вязкости, приводит к решению уравнения

ձ-F = ti-~-BrcosO. (17)А<Р ժy ՝ '
Сохраняя прежние граничные условия интегрирования и рас

тление продольных скоростей, окончательные выражения для 
юиснта скоростей поперечной циркуляции можно представить в 
1ую)цем виде.
Радиоль ная соста вл я ю щая:

u =_р.ен.^ г? д ՝ °Uf " 12Aq>R0 r> I 5 2(1 4֊Зк,)
у

т+4к՛
2(1 4֊ Зк։)

1
5 SinO. (18)

• Уравнение (12; было проинteiрировано также численным методом.
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Касател ь н а я составляющая:

_Р?0 и’имх
"• 12A։pR<, 2(1+3k,)

4kt о 1 1 I
2(1 -t-3kj ' 5 cos О

(19)
где

/.=
k,= *֊8

4 k

5 — толщина ламинарной пленки, которая определяется по фор
муле автора 113):

. 8p(l,8lg Re—1,5)*
° ?Vcp

. Y ’гА = —---- :----
9<!И

dr

Результаты подсчетов, произведенных но последним формулам, 
представлены на фиг. 1 пунктиром с точкой.

Как видно из фиг. 1, все три варианта решения одной и той 
же задачи (при одинаковых граничных условиях и одинаковом рас
пределении продольных скоростей) практически приводят к одному 
результату.

Из вышеприведенных расчетов можно сделать следующий вы
вод: для расчета поперечной циркуляции в круглых водоводах при
ближенно можно пользоваться усеченными уравнениями осредненного 
турбулентного потока или уравнениями системы (3) с осредненным 
значением коэффициента А. Такой вывод имеет практически очень 
важное значение, гак как решение задачи поперечной циркуляции 
для других форм водовода, основанных на полных уравнениях с пере
менным коэффициентом Л, связано с весьма громоздкими вычисли
тельными операциями, требующими много времени.

Как было показано выше, особенно упрощается решение за
дачи (без чувствительного ущерба для точности результатов/ 
если в системе уравнений ,6) принять среднее значение для 
коэффициента турбулентной вязкости. Может возникнуть сомнение, 
что в этом случае уравнение циркуляционного движения ничем 
не будет отличаться от уравнения ламинарного движения. Такое 
сомнение лишено всякого основания по следующим причинам.

При решении задачи о циркуляции к турбулентном потоке мы 
задаемся законом изменения продольных скоростей и, в соответ
ствии с этим, определяем среднее значение для коэффициента А, 
Нельзя утверждать, что (например, для трубы) в ламинарном потоке 
продольные скорости могут быть описаны логарифмическими или 
иными кривыми, отличными от параболы.
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Введение в наши уравнения среднего значения коэффициента А 
дает возможность приближенно учесть зффект перемешивания, ко
торый имеет место только при турбулентном движении. Это поло- 
жеиие приводит к весьма существенным изменениям (качественным, 
՛'количественным) конечных результатов, так как н скоростном 
«аде отражаются все основные особенности турбулентного потока.

Но главная причина заключается не н этом. При решении за
дачи: для ламинарного движения мы должны были принимать, что 
we компоненты скоростей у стенки водовода равны нулю. При ре
шении же задачи для турбулентного движения принимаем, что ни 
адм компонента скорости на .стенке* не равна нулю.

Ясно, что различные граничные условия не только приводя! 
< различным методам решения одних и тех же уравнений, но дают 
как качественно, так и количественно, принципиально различные 
результаты.

Результаты решения многочисленных задач, произведенного ис
ходе из осредненного значения коэффициента А при граничных ус- 
лоинях (9), хорошо совпадают с результатами экспериментов, про- 
««еденных при Re«20000֊250000.

; Решение задачи о поперечной циркуляции для прямоугольных 
водоводов с осредненным коэффициентом турбулентной вязкости

(20)

ся к решению бигармонического уравнения Пуассона 

ДЗЕ = By*,

аннчиыми УСЛОВИЯМИ

F
oF А-6 &¥

— 0 и|г ժո =0. р <7п’ р

Задача решается вариационными методами (13). Функцию 
IHOfl циркуляции будем искать в следующем виде:

попе-

Г = Л , КХ . . ..
xcos.yj- +(Х'--а’. И: Sin + У(У’֊Ь-) 4-

+ В, A.cos — (х’-.т) Pl sin +у(у’— ь2) • (21)

эффиниенты ձյ и В. определяются и* минимизирующего функ- 
ia

Беря производные от минимизирующего функционала один раз 
> А։, а второй раз по В, и приравнивая каждую в отдельности 
(ЛЮ, получаем дна уравнения, из которых определяем А։ и ВР

■ • При этом принят эллиптический (по Караушеву! закон распределения про- 
uni )й скорое I и.
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Компоненты скоростей поперечной циркуляции окончательно можно 
представить в следующем виде:

В ( . 7tX , / X \2 , о “V . i у V1 1..< = йтг М Acos,.-- ։•[■— —1 ծ cos.'-- -3 ~ ֊ 1 
2R 2а \ a b \ b )

где безразмерные коэффициенты М. М,. лр зависят только от 
соотношений глубин и ширин водовода и легко определяются.

Результаты теоретических подсчетов приведены на фиг. 2. 
На той же фигуре даны компоненты скоростей поперечной циркуля
ции, полученные из опытов автора, произведенных в Гидравлической 
лаборатории Водно-энергетического института АН Армянской ССР.

11а основании изложенного выше приходим к выводу, что по
перечную циркуляцию для водоводов круглого и прямоугольного 
сечений можно приближенно определить из усеченного уравнения 
осредненпого турбулентного потока или из полного дифференциаль
ного уравнения с осрсдненным значением коэффициента Л. так как 
погрешности, получаемые при этом (по сравнению с данными, полу
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чаем н ми из полного дифференциального уравнения), практически 
никакой роли не играют. Этот вывод подтверждается также данны
ми экспериментов.
9ищг-энергетический институт

АН Армянской ССР Поступило 3 I 1953

ЛИТЕРАТУРА

I. Динамическая метеорология, часть 11, пол рея. Извекова Г>. И. и Кочина Н. Е. 
Гндрометеоиздат, М.- 1937.

2- .Чинки Д. С. Динамическая турбулентность атмосферы (представ.՜։. академиком 
Колмогоровым). Известия ЛИ СССР, сери» географическая и геофизиче
ская, том XIV. № 3. 1950.

3. Караушм Л.В. Распределение скоростей и коэффициентов турбулентного обмена 
по вертикали. Труды ГГИ. выпуск '2(56|. Гидрометсоиззат. Ленинград, 1947.

4 bc.itiHcmi'j Б. 1-1. Динамическая метеорология. Гостехиздат, М.—Л„ 1948.
5- Маккавеи В. М. Поперечные течения в призматическом русле и их возбужде

ние. Труды ГГИ. выпуск 2 |5б). Гидрометеоиздат. Ленинград. 1917
с. Маккавеев В. .И. и Коновалов //. .И. Гидравлика. М. -Л., 1940.
7. Боголюбова И. Н. Опыт расчета поперечной циркуляции на закруглении русла. 

Труды ГГИ. вып. 8 (62), Гидроме теоиздат, Ленинград. 1948.
8. Розооскии И. П. Определение поперечил скоростей на повороте русла. Вестник 

Института гидрологии и гидротехники, том б (XIII), нз-во АН Украинской 
ССР. Киев. 1950.

9. Оганесян JL .4. О поперечной циркуляции а напорной трубе на ее повороте. 
Доклады АН Армянской ССР. том XV. № 3, 1952-

10. Никурадие И. Закономерности iурбулентного движения я гладких трубах. 
Проблемы турбулентности. Сборник статей под редакцией М. Л. Великанова 
и И. Г. Шиейковского, Гостехиздат. М.—Л-, 1937.

II. Гурса Ձ. Курс математического анализа; том II. НТИ. НКТ11 СССР, М.—Л.. 
1936.

12. Потопая Л1. П. Винтовое движение ’жидкости в прямом открытом канале 
прямоугольного сечения. Сборник ВНИИГнМ, 1936. Гостехиздат. М.—Л.

13. Ананян А. К. Поперечная циркуляция при изгибе турбулентного потока. Авто
реферат диссертации. Ереван, 1952.

II. Кочин П. Е. Об упрощении уравнений гидромеханики общей циркуляции ат
мосферы. Собрание сочинений, стр. 287, 1949, М.- Л.

II.. *». U.GtuGjuiG

ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՑԻՐԿնհԼԱՑՒԱՆ՜ ԿԼՈՐ ԵՎ. ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ԼԱՏՂԱԾՔ 
ՈՒՆԵՑՈՂ ՋՐԱՏԱՐՆԵՐՈհՄ ՏՈՒՐԲՈՒԼեՆՏ ՃՈՍՔՒ ԾՌՄԱՆ ԺԱՄԱՆԱԿ

Ա 1Г Փ (I Փ П I1 Մ
Լա Հհ ակ ա՛հ <7 ի(՝կ'>լ l“'H ՝ intu fi/itii/t/lnrt հւ/Սվւի ծ n ։1՝ա՛հ ժամանակ 

■I՛ ււտավոլւ ձչաա /I յամ ր կար),/ի Լ որոյ1.չ, հչներււ/ (3) դի!իե րհ՚ն ւյիալ հավա- 
I: UflflL Illi հ ր ի 11 ի U III ե մ ի I/ :
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Ձ,և.ափւվս1ղււէ] այդ հաւք ասարոք մեերր, ա it ան »; հ։ т յ ին и իմ Լ ս։ ր ի կ • ար ti

ll'ան համար կարելի I; րերեք երկու, աիււլի // ի !իե ր են ւյ ի ա լ հ ա if ա и ա ր ո t Slii 1. ր ի 
(Հ, 7 )ւ Գրանւքիւ/ մեկը (6) и ասւց ւ[ ւսծ է քՀ> ) հ ա ւ[ ա ո արut.ffit ե րիւյ , //'/'»/ էդահ- 
պանելով նրսւնդ ա9 մասերը, իսկ մ յա որ (7) 11տ ա ц վ ini I; tn յւ/ “հայն ■։»«֊ 
վասալէէս էքեերիէյ, ո/ տհսք tn'lili լս ւ/ նրա“հւյ in՝! tl'uiunt.tl՝ ւքիսւյն աոաջին tftu մա
րեք իները. Լք1էծերէէ1 ( (> ) հ (7^ հա վու trui ր и ւ ffii/. ր ր նու յն սյ ա ) մ անն ե ր ի դեսք֊ 
րու մ (ւի ո էիս իւ ակ ill’ll ե. հ ու ո ու ա ա Ո ւ "b ;\ դււր!)ակ1քի հա<1՝արի ո ա in if if nt it ե՚էւ 
if ո in ա վ ո ր ու Ոք ե и հ ա մր ն /у Ն n if ա ր if յ n t "էւ ր ն ե ր ւ
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